Funkcja p

Jarostaw GORNICKI

W elementarnej geometrii symbolem x oznacsamy stosunek obwodu
okregu do jego érednicy. Wielkoéé ta nie zalezy od wyboru okregu,
a jej wartodé wynosi 3,1415...

Roswasmy teraz pewna funkcje pt nogélniajaca znaczenie symbolu 7.

Niech ® bedzie dowolna figura plaska, wypukia i ograniczona,
o niepustym wnetrzu. Zapowiedsiana funkcje pt definiujemy wzorem
: obwéd figury ®
Q 1=
Pi(2) grednica figury @'’

gdzie érednica figury ® nagywamy liczbe sup |z —y|. Z tego
z,y€P

okreélenia wynika, ze:
1) pi(kolo) =,
2) pi(tréjkat réwnoboczny) = 3,

3) pi(tréjkat) = obwéd tréjkata

oty i
Saidliidey bok (jezeli T oznacza dowolny tréjkat,

to 2 < pi(T) < 3),
4) pi(kwadrat) = 2¢/2 = 2, 82,
: 2(a +b)
5) pi(prostokat o bokach a,b) =

Va2 + b2

prostokat, to 2 < pi(P) < 2v/2).

(jezeli P oznacza dowolny

Wyragenie

2(a+d) _, [, _ 2ab &
Jaiiw {1 (a+b)=}

osigga wartodé najwiekszga, gdy = przyjmuje wartodé najwieksza, a to ma

2ab
(a+10)
miejsce, gdy a = b.
Skoro ze wszystkich tréjkatéw pr-optymalnym (czyli takim,
na ktérym funkcja pi(-) przyjmuje wartoéé najwieksza) jest tréjkat
réwnoboczny, to naturalne jest pytanie: czy wéréd wszystkich
czworokatéw pi-optymalnym czworokatem jest kwadrat? Niestety,
tak nie jest! Przekonamy sie o tym wykonujac nastepujaca
konstrukcje: wykre§lmy tréjkat Reuleaux o érednicy 1 i jeden jego
luk podzielmy na pél.

Rys. 1

Tréjkat Reuleaux o érednicy d otrzymujemy jako czesé wspding trzech
két o promieniach réwnych d i drodkach bedacych wierzchotkami tréjkata
réwnobocznego o boku dlugodci d.

350 lat temu
urodzil sie
Izaak Newton

Andrze; K.
WROBLEWSKI

Izaak Newton urodzil si¢ w dniu Bozego
Narodzenia, 25 XII 1642 roku.

Wedlug kalendarza juliariskiego
obowigzujacego jesncze woéweras w Anglii;
wedlug kalendarza gregoriariskiego, preyjetego
juz wtedy w wielu krajach Europy, bylo to

4 1 1648 r. Wszystkie daty w tym artykule
odnoszace sig do Anglii 83 podane wediug
kalendarza juliafiskiego.

Miejscem narodzin byla niewielka
farma Woolsthorpe (Lincolnshire),

w érodkowo-wachodniej Anglii. Ojciec
Newtona, noszacy takse imie Izaak,
niepiémienny rolnik, zmar} 3 miesiace
przed narodzeniem syna. Izaak Newton
byt wczeéniakiem i jako noworodek

byl malesiki (podobno miedcit sie

w litrowym garnku) i tak stabowity,

Ze nie dawano mu szans na przezycie.
A jednak, mimo tych klopotéw

w pierwszych latach, zmarl dopiero

w 85 roku zycia cieszac sie na ogét
dobrym zdrowiem; do korica zachowal
bujne wlosy i stracit tylko jeden zab.

W 1646 r. jego matka Hannah wyszia
powtdrnie za maz za pastora Barnabe
Smitha i zamieszkala z nim w pobliskiej
wiosce. Trzyletni Izaak pozostal

w Woolsthorpe z babka, ktéra go
wychowywala przez nastepne 7 lat.
Brak ojca i odejécie matki wywarly
gleboki wplyw na psychike chlopca.
Nienawidzil ojczyma, ktéry mu zabralt
matke, obmyélat zemste, chcac ich
oboje zniszczyé. Zapewne te przezycia
dziecinstwa uksztaltowaly w znacznej
mierze nieznoény charakter Newtona,
ktéry mial sie potem daé we znaki tylu
ludziom w jego otoczeniu. Reagowal

z furia, ilekroé wydawalo mu sie,

ze ktod chce mu uszczknaé choé czastke
osiagnieé.

Cazytaé, pisaé i rachowaé uczyl si¢ maly
Izaak w pobliskich szkétkach wiejskich.
- W 1654 roku zostal poslany do szkoly

~ w Grantham, noszacej dumna nazwe




krélewskiej. W dniu 5 VI 1661 r.
zostal przyjety do Trinity College

w Cambridge. Z Grantham wyniést
Newton znajomoéé laciny oras
przypuszczalnie elementarne;j
geometrii. W pierwszych latach pobytu
w Cambridge studiowal greke, logike,
etyke i retoryke. Trzeba wiedzieé,

%e w Cambridge nie bylo jeszcze
wéwczas wykladéw matematyki na
wyzszym poziomie. Dopiero w 1663 r.
utworzona tam zostala tzw. katedra
Lucasa, a pierwszy profesor na tej
katedrze, Izaak Barrow, zainaugurowat
wyklady 14 III 1664 r.

W 1665 r. wybuchlta w Anglii wielka
epidemia dzumy. Ofiara strasznej
choroby padali przede wszystkim
ludzie zyjacy w duzych skupiskach.
Wiadze uniwersytetu w Cambridge
postanowily wiec zawiesié zajecia

i rozpusci€ studentéw do doméw.
Newton wrécit do Woolsthorpe

w sierpniu 1665 r. i w wiejskim ustroniu
spedzil z malymi przerwami péltora
roku do kwietnia 1667 r. Jak twierdsil
pbéniej, w tym wladnie okresie doszedi
do swych najwazniejszych odkryé.

W 1665 r. uzyskuje nizszy stopien
uniwersytecki — bakatarza,

a 7 VII 1668 r. zostaje magistrem
(master of arts); pozostaje nadal

w Trinity College wspélpracujac

z Barrowem. Ten, widzac genialnego
nastepce, postanawia zrezygnowaé

z katedry Lucasa rekomendujac na swe
miejsce Newtona. W dniu 29 X 1669 r
26-letni Newton zostaje profesorem

i odtad przez okolo 20 lat wyklada
matematyke, mechanike i optyke.
Zreszta wyklady jego byly trudne

i nudne, studenci ich nie lubili

i czasem w ogdle nie zjawiali sie w sali
wykladowej.

W 1671 r. buduje swéj drugi, bardzo
dobry teleskop zwierciadlany (pierwszy
w 1668 r.), o ktérym glosno jest

w Cambridge. Wieéé o tym dociera

do Londynu i czlonkowie Royal
Society (Towarzystwo Krélewskie,
utworzone w 1662 r.) wyrazaja Zyczenie
zobaczenia tego przyrzadu. Newton
posyla swéj teleskop do Londynu

i w uznaniu zashig zostaje 11 I 1672 r.
wybrany czlonkiem Royal Society.

W odpowiedzi na list zawiadamiajacy

Laczac kolejno odcinkami wierzcholki tréjkata i punkt podsialu luku
otrzymujemy czworokat ABC D, zwany deltotidem, dla ktérego

pi(ABCD) =2+2\/2— V3 =3,035...

W zwiazku z tym mamy:
Zadanie. Dla kasdego n > 4 wyznaczyé n-katy wypukle, dla
ktérych funkcja pi przyjmuje wartodé najwieksza.

Z pewnych ogdlnych twierdzefi wynika, ze takie wielokaty istnieja,
lecz nie mozna z nich nic wnioskowad o ksztalcie tych wielokatéw.
Tego typu dowody, ktére méwia, ze coé istnieje, lecz mimo to nie
wiemy, jak to coé wyglada, nosza nazwe dowodéw egzystencjalnych.
Poniewaz pytamy sie o konkretne wyznaczenie tych n-katéw, wiec
takie egzystencjalne podejécie nam nie wystarcza.

Zanim przystapimy do rozwiazania tego problemu, wskazemy
oszacowanie wartoéci, jakie moze przyjmowaé funkcja pi(-).

Oznaczmy przez f(n) najwieksza wartoéé funkciji pt, jaka ona
osiaga na wszystkich n-katach wypuklych (n > 3), np. f(3) = 3,
f(4) > 3,035. Wéwczas mamy nastepujac> twierdzenie:
Twierdzenie 1. Dla dowolnego n > 3 istnieje taki (n + 1)-kat
wypukly Wpy1, ie pi(Wni1) > f(n).

Dowdd. Wybieramy wielokat wypukly o n bokach i érednicy 1,

na ktérym funkcja pr przyjmuje wartoéé najwieksza. Niech jednym
z jego bokéw bedzie AB. Na tym boku jako na cieciwie wykre§lamy
tuk o promieniu 1.

Rys. 2

Nastepnie na luku AB wybieramy dowolny punkt C i traktujac go
jako (n + 1)-szy wierzcholek otrzymujemy (n + 1)-kat wypukly W, 4,
o wiekszym obwodzie 1, jak latwo zauwazyé, nie powiekszonej
érednicy. Zatem pi(W,41) > f(n). =

Z twierdzenia tego otrzymujemy natychmiastowy wniosek:
Whaniosek. f(n+ 1) > f(n) dla wszystkich n > 3.

Oczywiste jest réwnies nastepujace twierdzenie:
Twierdzenie 2. Jezeli R, jest n-katem foremnym, wypuklym
(n > 3), to wtedy pi(R,) < 7 i pi(R,) — 7, gdy n — +o0.

Bedziemy korzystali z nastepujacego przeformulowania znanego
twierdzenia Barbiera:

Twierdzenie 3. Jeéli ® jest dowolna figura plaska, wypukla,
ograniczona, o niepustym wnetrzu, to pi(®) < m. Réwnoéé zachodzi
tylko dla figur o stalej szerokosci.

Twierdzenie to bedzie udowodnione w jednym z nastepnych
numeréw Delty.

Szerokodcia figury w danym kierunku nazywamy kres dolny szerokodci paséw
prostopadlych do tego kierunku i zawierajacych te figure (pas to obszar zawarty
miedey dwiema prostymi réwnoleglymi, a jego szerokoéé to odleglodé tych

prostych). Figura o stalej szerokodci to taka, dla ktérej szerokoéé nie zalezy od
wyboru kierunku.



Ostatecznie: dla dowolnej plaskiej, wypukle]j i ograniczonej figury @ go o wyborze przesyla swa prace

o niepustym wnetrsu zachodzi pt. New Theory about Light and
2<pi(®) <. Colors. Ukazuje si¢ ona 19 II 1672 r.
Wracamy teraz do problemu wyznaczenia pi-optymalnych el P ln'loaophicle Transactions; jest to
n-katéw (n > 4) wypuklych. W tym celu sdefiniujemy klase 4 pierwsza publikowana praca Newtona.
wielokatéw A, k. Poglady na temat natury éwiatla

wypowiedziane przez Newtona w tej
pracy wywolaly krytyke wielu uczonych,
m.in. Christiana Huygensa i Roberta
Hooke’a. Ten ostatni, wybitny
eksperymentator i czlowiek obdarzony
niezwykla intuicja fizyczna, starszy

od Newtona o 8 lat i juz wslawiony

Wypukle wielokaty o stalej szerokoéci d, zlozone z lukéw két

o promieniu d nazywamy wielokatami Reuleaux. Jesli W jest
wielokatem foremnym o nieparzystej liczbie bokéw i érednicy d, :
to zataczajac odpowiednie luki o érodkach w wierzchotkach wielokata
otrzymamy foremny wielokat Reuleaux (tak, jak to bylo dla
tréjkata). Niestety, nie mozna tak postapi¢ w przypadku parzyste]

liczby bokéw. swym dzielem Micrographia (1665),

O sposobie kredlenia wielokatéw Reuleaux mozna przeczytaé w ksigice byl woéwczas najwybitniejsza, post.acia

H. Rademachera i O. Toeplitza, O liczbach i figurach, PWN, Warszawa 1956, w Royal Society. Juz to pierwsze starcie
str. 207-209. Newtona z Hooke’em, prowadzone
Definicja. Jezeli n (n > 3) ma nieparzysty dzielnik m, czyli 2 korespondencyjnie, ale na oczach swiata

nauki, ustawilo tych dwu wielkich ludzi
na pozycjach zacieklych wrogéw, jakimi
mieli pozostaé przez cale zycie.

n = mk, to A, k jest n-katem wypuklym, réwnobocznym, majacym
m wierzcholtkéw wspélnych z foremnym wielokatem Reuleaux

o m tukach i pozostalych m(k — 1) wierzcholkach rozmieszczonych
réwnomiernie po k — 1 na kazdym z m lukdw. Powstanie Zasad (Philosophiae
Naturalis Principia Mathematica)
zwigzane jest bezposrednio

% pewnym, pozornie blahym,
zdarzeniem z poczatku 1684 r.

Pewnego styczniowego dnia trzej
wybitni czlonkowie Royal Society:
Edmond Halley, Robert Hooke

i Christopher Wren, prowadzili
dyskusje, przypuszczalnie w jednej

z londyriskich kawiarni, na temat
ruchéw cial niebieskich. Halley
oznajmil, ze udalo mu sie¢ w poprzednim
roku wywnioskowaé na podstawie

III prawa Keplera oraz wzoru Huygensa
na sile odérodkowa (opublikowanego

W dowolnym wypuklym n-kacie W (n > 3) o érednicy 1 zastapmy
kazdy bok przez luk okregu o promieniu 1, dla ktérego ten bok jest
cieciwa. Figure ograniczona tymi lukami oznaczmy W¢.

Bys:d © w1673 r.), iz sila dzialajaca na planety
Latwo zauwazyé, ze figura W réwniez ma érednice réwna 1, Jest odyr_o‘tme' proport;jonalna.‘»do
skad pi(W) oraz pi(W¢) oznaczaja odpowiednio obwody figur W kwadratu ich odleglodci od Slorica.

Halley stwierdzil dalej, ze nie udalo mu
sie doﬁychcns znaleé kssta!tu orbit
planet, jakie wynikaé winny z takiej

i1 We. Jedli W jest wielokatem foremnym o nieparzystej liczbie
bokéw, to W€ jest, jak juz powiedzielismy, wielokatem Reuleaux.
Wprowadzmy réwniez funkcje

. postaci sily.
g{n)=Bn-sin 2n’ RS - W sierpniu 1684 r. (wedlug innych
Mozemy teraz sformulowad twierdzenie, ktére daje czesciowe ' danych bylo to w magu) Halley
rozwiazanie naszego zadania: odwiedzil Newtona w Cambridge
Twierdzenie 4. Niech W bedzie dowolnym wypuklym n-katem | izadal mu pytanie: Jakiego
(n > 3) o érednicy 1. Wtedy: ¢ ksztaltu beda tory planet, jezeli sila
(i) pi(W) < g(n); - przyciagania ich przez Sloiice jest
(ii) pi(W) = g(n) wtedy i tylko wtedy, gdy W jest wielokatem - odwrotnie proporcjonalna do kwadratu
réwnobocznym (niekoniecznie foremnym) i W€ jest wielokatem °dlegl°‘c‘? Newton odpowiedzial bez
Reuleaux; namysh, e beda to elipsy. Zdunuony

Halley zapytal Newtona, skad to wie,
- na co Newton odparl: Ja juz to dawno
temu obliczylem. Przeszukujac swe

(i) A,k jest pi-optymalnym wielokatem dla n = mk, gdy m jest
liczba nieparzysta, oraz

f(n) = pi(Am k) = g(n).

3



Uwaga. Twierdzenie to nie wskazuje rozwiazan naszego problemu
w przypadku, gdy n jest potega liczby 2, np. n = 4, 8,186,...

Dowdéd. Wykredlamy pélkole o promieniu 1 i wpisujemy w nie
kolejno jako cieciwy boki wielokata W,

Rys. 4

Poniewas pi(W¢) < x (twierdzenaie 3), wiec rzeczywiscie wszystkie
cieciwy dadza si¢ wpisaé w to pélkole. Ustalajac korice wpisanej

w pétkole lamanej stwierdzamy, ze dlugoéé tej tamanej jest
najwieksza, gdy jej boki sa réwne (dlaczego?). Diugodé kazdej takiej
»réwnej” cieciwy jest nie wieksza nis 2sin -, wiec pi(W) < g(n).
Dowodzi to warunku (i).

Udowodnimy teraz (ii). Z powyzszej konstrukeji wynika,

ze pi(W) = g(n) wtedy i tylko wtedy, gdy lamana wpisana w péikole
jest réwnoboczna i wypelnia je w calodci. To za$ rébwnowazne jest
temu, se W jest réwnoboczny i pi(W¢) = 7. Drugi z tych warunkéw
jest rbwnowazny wobec twierdzenia 3 temu, ze W¢ jest wielokatem
Reuleaux. To dowodzi (ii).

Udowodnimy teraz (iii). Z konstrukeji wielokata A,, x wynika,

ie jest on réwnoboczny i (Am,k)° jest wielokatem Reuleaux. Zatem
na podstawie (ii) oraz (i), pi(Am k) = 9(rn) i Am i jest pi-optymalny,
co dowodzi warunku (iii). =

Przypatrzmy sie teraz klasie pi-optymalnych wielokatéw

postaci A, k. Jezeli n = mk ma wiecej niz jedno takie
przedstawienie z m nieparzystym, wickszym od jednosci, to dla
ustalonego n kazdy wielokat postaci A,, x jest pi-optymalny.

Na przyklad dla n = 9 oba wielokaty As 3, Ao.; sa pi-optymalne.

Rys. 5. pi-optymalny wielokat As 3. Rys. 6. pi-optymalny wielokat Ag ;.

Gdy n > 3 jest liczba nieparzysta, to wielokat foremny R,, jest
pi-optymalny i pi(R,) = g(n). Gdy za$ n > 3 jest liczba parzysta,
to pi(R,) = nsin T < g(n).

Do rozwazenia pozostaja jeszcze dwie sprawy:

1) Cazy oprécz wielokatéw typu A,, x istnieja dla n = mk jakie§
nieréwnoboczne wielokaty W, dla ktérych W¢ jest wielokatem
Reuleaux?

2) Jak wyglada sytuacja, gdy n > 3 jest potega liczby 27



Systematycsne badania tych kwestii dla malych wartoéci n > 3 ,L. Czas abeolutny, prawdsiwy

wykasaly, co nastepuje: i matematyczny, sam z siebie i przesz
- As,1 jest jedynym pi-optymalnym tréjkatem; swa nature, nplywaréwnomiernie bes
- dla n = 4 = 22 deltoid (rys. 1) jest jedynym pi-optymalnym swiasku 3 czymkolwiek zewnetrznym
czworokatem wpisanym w regularny wiélokat Reuleaux i inaczej nasywa si¢ trwaniem...
i f(4) < g(4) =~ 3,061; II. Przestrzefi absolutna, przez swa
- dlan=5,6,7,8,9 nie ma nieforemnych wielokatéw Reuleaux, nature, bes swiazku z czymkolwiek
w ktére mozna by wpisaé réwnoboczny n-kat. Zatem wszystkie gewnetrznym, pozostaje zawsge taka
pir-optymalne wielokaty o n = 5,6, 7,9 bokach sa typu A, &; sama i niezmieniona...”
- dla n = 8 = 22 najlepssym wielokatem wpisanym w foremny W dalssej cseéci Objadnienia Newton
wielokat Reuleaux o 3, 5 lub 7 lukach jest oédmiokat wpisany definiuje pojecia miejsca oraz ruchu

w tréjkat Reuleaux. absolutnego i wzglednego. W ostatniej
czefci wstepu podaje natomiast
Aksjomaty, czyli prawa ruchu.

»1 Prawo: Kazde cialo pozostaje

w swym stanie spoczynku lub ruchu
jednostajnego po linii prostej, dopéki
sily przylozone nie zmusza go do
zmiany tego stanu.

II Prawo: Zmiana ruchu jest
proporcjonalna do przylozonej sily
poruszajacej i nastepuje wzdluz prostej,

R == wzdhuz ktérej sila ta jest praylozona.
III Prawo: Kazdemu dziataniu
towarzyszy zawsze przeciwne i réwne

Dla tego oémiokata pt ma wartoéé okolo 3,119, lecz nie jest to gfm?mémjzt;;?:zn: >

Rys. 7

wartoéé pi-optymalna. Analiza numeryczna pokazuje, se lepszy

TR G i
oémiokat mozna wpisaé w nieforemny pieciokat Reuleaux (rys. 8), ROwhe | Skierowass PratcTIe.

ktérego tuki maja odpowiednio dlugodci: 0,23462 - 7; 0, 12682 - r; Na poczatku trzeciej ksiegi znajdujemy
0,27712 - m; 0, 12682 - m; 0,23462 - 7. Czy jest to jui pi-optymalny slynne Prawidla badania natury, bedace
oémiokat? Dla tego oémiokata pi ma wartodé okolo 3, 1211 i jest ona wykladem zasad metodologicznych
bliska wartodci g(8) = 16sin = 5 3, 1214. przyrodoznawstwa.

,Prawidlo 1. Nie nalezy dla zjawisk
natury przypuszczaé wiecej przyczyn,
niz te, ktére sa prawdziwe i wystarczaja
do ich objasdnienia.

Prawidlo 2. Trzeba zatem, jak

tylko to jest mozliwe, przypisywad
zjawiskom tego samego rodzaju te same
praycsyny...

Prawidlo 3. Te wladciwodci cial, ktére
nie moga byé ani wzmocnione, ani
oslabione i przypadaja w udziale

"39921‘0

027712 -7 wszystkim cialom dostepnym naszym

Rys. 8 do$wiadczeniom, nalezy uznaé za

; powszechne wlasdciwodci wszystkich ciat
Dla wielokatéw o wiekszej liczbie bokéw (n > 10) ogélne w ogdle...
i wyczerpujace odpowiedzi réwniez nie s3 znane. Prawidlo 4. W filosofii do§wiadczalnej
Na zakoriczenie zwréémy uwage, ze funkcja pi nie jest jedynym twierdzenia wyprowadzone ze zjawisk
mozliwym uogdlnieniem symbolu . Mozna na przyklad wprowadzié metoda indukcji nalezy uwasaé za
funkcje p1 okreslona tei na sbiorze wssystkich figur plaskich, Scisle, .lnl? w prayblizeniu prawdziwe,
wypuklych, ograniczonych, o niepustym wnetrzu, nastepujaco dopdki nie sajda zjawiska inne, przez

4-19| ktére twierdzenia te zostana bardziej
uéciflone, lub okaza sie podlegle
wyjatkom...”

~, Q =

m(?) ($rednica figury ®)2’
gdzie |®| oznacza pole figury ®. Dla tej funkcji mozna rozwazaé
analogiczne problemy.




Prosty dowaéd
niewymiernosci liczby =«

Michat KRYCH

W 1761 roku niemiecki matematyk, Johann H. Lambert podat
bledny dowdd niewymiernosci 7, natomiast poprawny podal

w roku 1766. Jego dowéd wykorzystywal tzw. utamki laricuchowe.
Podobny dowéd znalazl nieco pééniej Francuz Andrien M. Legendre.
Okolo stu lat potem Joseph Liouville sformulowal i udowodnit
twierdzenie, ktére pozwolilo wskazaé konkretne liczby przestepne,
tj. takie, ktére nie sa pierwiastkami zadnego niezerowego
wielomianu o wspélczynnikach catkowitych. Po uplywie niewielu
lat Charles Hermite udowodnil, ze jedna z ,,najwazniejszych” liczb
w matematyce, liczba e, jest przestepna, a wkrétce Ferdinand
Lindemann wykazal, ze znana od starozytnoéci liczba 7 réwniez
jest przestepna. Tym samym okazalo sie, ze kwadratura kola

nie jest wykonalna. Natomiast w 1947 roku I. Niven, wzorujac

si¢ na wspomnianym wyzej dowodzie Hermite’a, podat dowéd
niewymiernosdci © wykorzystujacy jedynie najprostsze wlasnosci
calek, znane obecnie uczniom szkél érednich. Jego rozumowanie
przytoczymy ponizej.

Zalézmy, ze ® = f;, gdzie p oraz g oznaczaja liczby naturalne. Niech

& ;
Gy - ng
c,.——’ﬁ/.(a:(ar—z)] sinzdz.
0

Wykazemy, ze

1o Imic,; =0}

2. ¢, > 0 dla kazdej liczby naturalnej n,

3. ¢y, jest liczba catkowita dla kazdej liczby naturalnej n.

Oznaczaé to bedzie, ze przyjete zalozenie, iz m = 'q! prowadzi do
sprzecznoéci, bo ciag dodatnich liczb calkowitych nie moze byé
zbiezny do liczby 0. Udowodnimy wlasnoéci 1, 2 i 3 ciagu (cn).

2
1. Jedlio< z <, to z(r —z) < (’—;-) isinz >0,

2n m
zatem 7 (g—) > [|z(r — z)|"*sinzdz > 0. Stad mamy
0
x [qn2\" : . v ;
0<itp < = (—4—) . Poniewaz dla kazdej liczby rzeczywistej a,

R et
np.e= e jest lim =T 0, wiec lim ¢, = 0, co koriczy dowéd
wlasnodci 1. )

2. Calkowana funkcja jest dodatnia wewnatrz przedziatu [0, 7], wiec
calka z niej na tym przedziale jest dodatnia, zatem ¢, > 0.

3. Ten fragment rozumowania jest najdtuzszy. Niech w oznacza
wielomian stopnia k. Pochodne funkcji w sa wiec réwne 0 poczawszy
od (k + 1)-szej, cayli w(?) (z) = 0 dla 5 > k+ 1 i dowolnej liczby z.
Zaczniemy od obliczenia calki nieoznaczonej [ w(z)sin zdz.

Calkujac dwukrotnie przez czedci otrzymujemy:

/w(z)sinzdz= -—w(z)cosz+/w’(z)coszdz=

= —w(z)cosz + w'(z)sinz — / w'(z)sinzdz.



Sprowadzili¥my zatem problem do obliczenia caltki f w"(z) sin zdz,
a wiec do takiego samego zadania, jak na poczatku, z tym jednak
e udalo si¢ nam zmniejszyé o 2 stopiefi wielomianu, przez ktéry
wymnazamy sinus. Powtarzajac to rozumowanie wielokrotnie

i biorac pod uwage to, ze pochodne wielomianu w poczawszy od
pochodnej (k + 1)-szego rzedu zeruja sie, otraymujemy wzér:

/w(z) sin zdz = cos z[—w(z) + w"(z) — w* (z) +.. |+
+ sinz[w'(z) — w® (2) + W) (z) — .. ]

— przy czym sumy w nawiasach kwadratowych sa skoriczone, bo od
pewnego momentu ich wszystkie skladniki sa zerami.

Niech teraz w(z) = [z(r — z)|". Jest, oczywiscie, w(z) = w(r — z).
Wobec tego w(?) (z) = (—=1)7wl?)(r — z) dla 7 =0,1,2... Jest

réwniez sin 0 = sin 7 = 0 oraz cos 0 = 1, cos m = —1, skad
m”
/w(z) sinzdz =
0

= —1(~w(r) + w"(x) — W (x) +...)-
— 1(-w(0) + w"(0) — w*(0) +...) =
= 2(w(0) — w"(0) + w¥(0) —...).
Do stwierdzenia calkow1toéc1 liczb ¢, wystarczy wiec, by liczby
L 0(0), Lu(0), Lu(0)..

ewtona ma.my

w(")(z) = [ﬂ.nxn - (;‘) an—lgntly
+(;)K"_2x"+2 o (:) wn—Szn-}-S £ st (_l)nzZn](j) "

Jedli j < n, to kazdy skladnik sumy w(?) (z) zawiera zmienna z

# dodatnim wykladnikiem, wiec w(?)(0) = 0. Mamy w(")(0) = n!a",
w(rt)(0) = —(1) 21 (n + 1)}, w(*+2)(0) = (})a"2(n+2)!. ..,
w(®7)(0) = (~1)*(2n)! Dla 5 > 2n w9 (z) = 0. Jedli wiec 7 = g,

., byly catkowite. Z dwumianu

to liczby —w(’)(O) 83 calkowite dla kazdej nieujemnej liczby
ca.lkothej 7. To stwierdzenie koniczy dowdd.

Konkurs

Jak wynika z powyzszego artykulu, prosty dowéd niewymiernodci 7
wcale nie jest taki bardzo prosty i zostal wymyslony stosunkowo
niedawno. W artykule jest tez przypomniana pokrétce historia
innych dowodéw niewymiernodci m. W zwiazku z tym oglaszamy
otwarty konkurs. Czekamy na elementarne (wlasnej produkcji)

dowody niewymiernoéci 7. Jeéli nie beda one zbyt dlugie, to z checia

je opublikujemy. A ponadto bedzie to z pewnoécia dobra praca na
Konkurs Uczniowskich Prac z Matematyki.

Redakcja

Usuwajac Ziemie z centrum
wazeché§wiata i czyniac ja jedna

z planet Kopernik burzy! fundament
calego systemu. Ale Kopernik zbyt
gleboko tkwil w wielowiekowej tradycji,
by mégt zrobié nastepne rewolucyjne
kroki. Nie potrafil zrezygnowad

2 idei, ze jedynie orbity kolowe, jako
najdoskonalsze, przystoja cialom
niebieskim; wskutek tego zmuszony
byt w swym heliostatycznym systemie
dwiata zachowad epicykle i deferenty.

Nastepny rewolucyjny krok uczynit
Kepler. On pierwszy zerwal z tradycja
»astronomii kinematycznej” stawiajace]
sobie za zadanie tylko opis ruchu

cial niebieskich i on pierwszy pytal

o przyczyny: ,,A byly gléwnie trzy
problemy, ktérych przyczyn, dlaczego
jest tak, a nie inaczej, szukaltem,

a mianowicie liczba, wielkod¢ i ruch
sfer”. Ale ruch kolowy jest dla Keplera
nadal ruchem naturalnym w tym sensie,
ze nie wymaga sily przyciagajacej, ktéra
by utrzymywala cialo w stalej odleglodci
od érodka. |

Wielki Galileusz, ktéry tak prayczynit
sie do rozwoju nauki o ruchu, nie
zastanawial si¢ nad dynamika

uktadu planet i silami dzialajacymi

w ukladzie Kopernika, ktérego

by} zwolennikiem i propagatorem.
Nigdy nie zaakceptowal odkrycia

orbit eliptycznych przez Keplera,

a takze wyrazal zdziwienie, iz ten
przypisywal przyplywy morza wplywowi
przyciagania Ksiezyca. Wymyslil
natomiast wlasne, kompletne falszywe
wyjasnienie przyplywéw, jako zjawiska
dowodzacego ruchu obrotowego Ziemi.

U Kartezjusza znajdujemy pierwsza
prébe, choé malo jeszcze spéjna,
utozsamienia fizyki ziemskiej

i niebieskiej. W racjonalnej kosmologii
Kartezjusza pojawia sie po raz
pierwszy ,sita odérodkowa”, conatus
recedend: a centro — sklonnoéé ciat

do oddalania sie od érodka — wobec
czego potrzebny jest mechanizm temu
przeciwdzialajacy i utrzymujacy cialo
na orbicie kolowej. Kartezjusz znalazl
potrzebne wytlumaczenie w istnieniu
wiréw subtelnej materii wypelniajacej
caly wszechswiat. To wlasnie ci$nienie
wywierane przez wir, ktérego érodkiem
jest Slorice, miato utrzymywad planety




na ich orbitach. Ruch satelitéw i
spadek swobodny cial byt z kolei
wywolywany przez mniejsze wiry,
ktérych srodkami byly planety.

Huygens byl chyba jedynym poza
Newtonem matematykiem tego
okresu zdolnym do wykazania, e sila
centralna odwrotnie proporcjonalna
do kwadratu odlegloéei od érodka
wywoluje ruch po przecieciach
stozkowych. Po ukazaniu sie Zasad
nie mégl, oczywiscie, zaprzeczyé
cistoéci dowodéw matematycznych
Newtona, ale nadal nie pogodzit sie
z ideg ciazenia powszechnego.

Historycy nauki sa obecnie zgodni

co do tego, ze to Hooke pierwszy
spojrzal inaczej na zagadnienie ruchu
planet. Najwczeéniejsza zanotowana
o tym wiadomo$é pochodzi z 1666 r.,
gdy 23 maja Hooke przedstawial

na posiedzeniu Royal Society swa
prace o ruchu cial po linii krzywej.
Méwil wtedy, ze ,ruch po okregu
jest wynikiem zlozenia tendencji do
ruchu prostoliniowego po stycznej oraz
sklonnodci daienia. do érodh‘.-. 2

Gdy patnymy dzif z perspektywy
trzech stuleci na Newtona i Hooke’a,
zdaje sie nie ulegaé watpliwodci,

ze Hooke zostal potraktowany
niesprawiedliwie. Na pewno nie byl on
- w stanie — nie bedac matematykiem

- rozwiazal iloéciowo zagadnienia
ruchu planet. Ale Newton zawdzieczal
Hooke’owi wiele. Zreszta sam w
przyplywie lepszego humoru przyznal
sie Halleyowi, ze listy Hooke’a (1679

~ 1680) zwrécily jego uwage na
zagadnienie ruchu planet. Trudno
powiedzied, jak potoczylyby sie
wydargenia, gdyby Hooke me wskazal
Newtonowi nowego podejécxa do analizy
ruchu krzywoliniowego. Wszak Newton
wieksza cze$é czasu poswiecal na prace
alchemiczne oraz studia historyczne i
teologiczne, z ktérych zreszta niewiele
wyniklo. Czy bez impulsu otrzymanego
od Hooke’a zajatby sie ponownie
mechanika nieba ? Méglby wiec bez
uszczerbku dla swej wielkodci daé
satysfakcje Hooke’owi choéby drobna
wzmianka w tekécie Zasad. Tego
jednak nie zrobil.

Jak obliczyé 77

T LY it o 8

n dwéjek
Dowdd tego faktu bedzie bardzo elementarny.

Udowodnimy, ze \/

Niech W,,, oznacza m-kat foremny wpisany w kolo o promieniu 1.
Wéwczas, oczywiscie,

obwéd W,, m—=od obwdd kola = 27 .

Majac wielokat W,, konstruujemy wielokat Ws,,, w sposéb
nastepujacy: Wierzcholki wielokata W,, dziela okrag na m tukdéw.
Laczac srodki tych tukéw z wierzcholtkami wielokata W,,, otrzymamy
wielokat Ws,,.

Niech a,, cznacza dlugoéé boku wielokata W,,. Latwo zauwazy¢,
ie ay = /2. Wobec tego a,, < /2 dla m > 4.

2=y/4-a3,. \C

Dowdéd. Niech |[CE| = ap.
Pole tréjkata ABC wynosi

Lemat. az,, =

1 1 A Oh Ne
5|AC||BC’| = §|A3||CD|- ;‘1’—’
Podstawiajac
|AC| = /|AB|? — |BC|?2 = \/4 — d,,, E
|BC| = a2m ,
|AB| =2,
ICD| = %a,,.,
otrzymamy

1 1 1y
5\/4—a§ma2m= E-Z-Eam,

wiec

2 2 2
Ay = a’2m(4 i a2m) ,
Oznaczajac z = a3, otrzymamy réwnanie kwadratowe

12-41:+a,2n=0,

o 4+ /16 — 4a2,
211‘2 e o el
2
Poniewaz 2m > 4, wiec a2, < 2 1 rozwiazanie z ,plusem” odrzucamy.
Wobec tego
ag - 4 — \/ 16 4a2,
m

Az =\/2—/4—a2,.

Wykorzystamy teraz ten lemat do rekurencyjnego obliczenia azm.
0Ot6z, jak wiemy,

as = V2,

G16-J

skad

itd



Kontynuujac te procedure obliczania otrsymamy w koricu

a2,+.=\/2—\/2+\/2+...+\/§,

n d;réjel
skad
obwéd Wonir = 2"'“\/2 - \/2+ Ve+...+ V2 = 2r.
n;vréjek

I ostatecznie dzielac przez 2 mamy

2"\/ —\/2+\/2+...+\/§—»1r.

n dwéjek

Zauwaimy ponadto, ze jezeli |BC| = azn+1, to

|AC| = /4 —al.,, =\/2+\/2+\/2+...+\/§

n dwbjek

Poniewas azn+1 jest bardzo male przy bardzo duzym n, wiec |AC|
jest bardzo bliskie 2, czyli

\/2+\/2+\/2+...+\/§—~2,

n dwbjek

co czesto symbolicznie zapisuje sie w postaci

\/2+\/2+\/2_ﬁ=2.

Opracowal Piotr HAJEASZ
i Zadania

Redaguje Pawet STRZELECKI

M 634. Wielomian P(z) = z" + 212" ' +...+ @n—1Z + 1 0 nieujemnych
wspdblczynnikach a; ma n pierwiastkéw rzeczywistych. Wykazaé, se wtedy
P(k) > (k+1)" dla dowolnej liczby naturalnej k.

Rozwiazanie na str. 11

M 635. Gracz A rzuca symetryczna monete n + 1 razy, gracz B zaé

n razy. Jakie jest prawdopodobiefistwo tego, ze A uzyska wiecej ortéw
niz B?

Rozwiazanie na str. 11

M 636. Udowodni, ze jesli liczby naturalne a,b,c,n (n > 2) spehiaja
réwnanie a" + b" = c", to min(a,b) > n.

Rozwigzanie na str. 11

Redaguje Jarostaw KULPA

F 385. Ciezarek zawieszono na sprezynie o znanym wspélczynniku
sprezystoéci. Na podstawie analizy ruchu harmonicznego, zakladajac
niewazkosé sprezyny, wyznaczono mase ciezarka. Po zwageniu ciezarka
okazalo sie, Ze jego masa jest mniejsza o Am. Ocei, jaka byla masa
sprezyny?

Rozwiazanie na str. 10

F 886. Jaka temperatura ustalitaby sie na powierzchni Ziemi, gdyby nagle
zgasto Slonice? Gradient temperatury w glab Ziemi wynosi 25°C na 1 km,
a wspélczynnik §redniego przewodnictwa cieplnego zewnetrznych warstw
Ziemi wynosi A & 10 W/(m-K).

Rozwiazanie na str. 10

Nastepne pokolenia fizykéw rozwijaly
i udoskonalaly mechanike Newtona.
Jak powiedsieliémy, Zasady byly
dzielem pisanym w jezyku geometrii,
nie ma wiec w nich np. tego,

co dzif nagywamy réwnaniami
Newtona. Drugie prawo dynamiki

| Newtona w postaci rézniczkowej

podal po raz pierwszy Jacob

Herman w 1716 r. Leonhard Euler
zrobil powazny krok w kierunku
przedstawienia fizyki Newtona

w jezyku matematycznym Kartezjusza
1 Leibniza. Gdy Joseph Louis de
Lagrange opracowal swa mechanike
analityczna, még! juz z duma
odwiadczyé w przedmowie: ,,W tej
ksiazce nie ma w ogdle rysunkéw.
Metody, jakie tu przedstawiam, nie
wymagaja ani konstrukcji, ani rozwazan
geometrycznych ...”

Newton dokonal ogromnego dziela.
Oczywidcie, wykorzystywal to, co przed
nim znalezli Galileusz, Kartezjusz,
Kepler, Hooke i Huygens, choé

nie zawsze to przyznawal. Nawet
Newton, gdyby urodzit sie kilkadziesiat
lat wczedniej, nie zdolalby chyba

sam zbudowaé swego systemu. Ale
Newton nie zapozyczal po prostu

od swoich poprzednikéw, lecz ich
odkrycia i pomysly twérczo przetworzyt
i polaczyl w jedna spéjna caloéé.

Stal na ramionach gigantéw, jednak
przewyzszy!l ich ogromem swego
intelektu. Lagrange wyrazit sie

o Newtonie, ze byl najszczeéliwszym

z ludzi, gdyz istnieje tylko jeden éwiat
i tylko jeden czlowiek mdgl ustalié
prawa nim rzadzace.

Gdy Newton zmart 20 IIT 1727 roku,
wyprawiono mu wspanialy pogrzeb
z udzialem Lorda Kanclerza, wielu
ksiazat 1 hrabiéw. Pochowano go

w katedrze Westminster, a dlugie
epitafium na wspanialym grobowcu
koriczy sie slowami: Sibi gratulentur
mortales, tale tantumque ezstitisse
humansi generis decus — Niech sie raduja
$miertelni, Ze istniala taka ozdoba
rodzaju ludzkiego.

Sa to fragmenty wiekszego artykutu

zamieszczonego w Postepach Fizyki, 1987,
tom 38, zeszyt 4, str. 315-343.




