
to 2 < pi(T) ~ 3),

Funkcja pi
Jaroslaw GÓRNICKI

W elementarnej geometrii symbolem 1l" oznaczamy stosunek obwodu
okregu do jego srednicy. Wielkosc ta nie zalezy od wyboru okregu,
a jej w~osc wynosi 3,1415...

Rozwazmy teraz pewna funkcje pi uog6lniajaca znaczenie symbolu 1l",

Niech ~ bedzie dowolna figura plaska, wypukla i ograniczona,
o niepustym wnetrzu. Zapowiedziana funkcje pi definiujemy wzorem

'(~l = obw6d figury ~
Pz srednica figury ~.,

gdzie srednica figury ~ nazywamy liczbe sup Ix - yl. Z tego
"',IIE~

okreslenia wynika, ze:
1) pi(kolo) = 1l",

2) pi(tr6jkat r6wnoboczny) = 3,
) '( "k) obw6d tr6jkata (' . l' T d ln "k3 pz troJ at = 'dlu' Jeze l oznacza owo y troJ at,naj zszy bok

4) pi(kwadrat) = 2V2 ~ 2,82,
5) pi(prostokat o bokach a, b) = 2}a + b) (jezeli P oznacza dowolny

a2 + b2

prostokat, to 2 < pi(P) ~ 2V2).
Wyrazenie

2(a+b) -2'{I_~}-tv'a2+b2 - (a+b)2

osiaga wartosc najwieksza, gdy ( 2ab) przyjmuje wartosc najwieksza, a to maa+b2
miejsce, gdy a = b.

Skoro ze wszystkich tr6jkatów pi-optymalnym (czyli takim,
na którym funkcja pi(.) przyjmuje wartosc najwieksza) jest trójkat
równoboczny, to naturalne jest pytanie: czy wsród wszystkich
czworokatów pi-optymalnym czworokatem jest kwadrat? Niestety,
tak nie jest! Przekonamy sie o tym wykonujac nastepujaca
konstrukcje: wykreslmy trójkat Reuleaux o srednicy 1 i jeden jego
luk podzielmy na p6l.

D

Rys.l

Trójkat Reuleaux o srednicy d otrzymujemy jako czesc wspólna trzech
kól o promieniach równych d i srodkach bedacych wierzcholkami trójkata
równobocznego o boku dlugosci d.
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350 lat temu
urodzil sie
Izaak Newton
Andrzej K.
WRÓBLEWSKI

Izaak Newton urodzil sie w dniu Bozego
Narodzenia, 25 XII 1642 roku.

Wedlug kalendarza julianskiego
obowiazujacego jeszcze wówczas w Anglii;
wedlug kalendarza gregorianskiego, przyjetego
juz wtedy w wielu krajach Europy, bylo to
4 I 1643 r. Wszystkie daty w tym artykule
odnoszace sie do Anglii sa podane wedlug
kalendarza julianskiego.

Miejscem narodzin byla niewielka,
farma Woolsthorpe (Lincolnshire),
w srodkowo-wschodniej Anglii. Ojciec
Newtona, noszacy takze imie Izaak,
niepismienny rolnik, zmarl 3 miesiace
przed narodzeniem syn~. Izaak Newton
byl wczesniakiem i jako noworodek
byl malenki (podobno miescil sie
w litrowym garnku) i tak slabowity,
ze nie dawano mu szans na przezycie.
A jednak, mimo tych klopotów
w pierwszych latach, zmarl dopiero
w 85 roku zycia cieszac sie na ogól
dobrym zdrowiem; do konca zachowal
bujne wlosy i stracil tylko jeden zab.

W 1646 r. jego matka Hannah wyszla
powtórnie za maz za pastora Barnabe
Smitha i zamieszkala z nim w pobliskiej
wiosce. Trzyletni Izaak pozostal
w Woolsthorpe z babka, która go
wychowywala prz.ez nastepne 7 lat.
Brak ojca i odejscie matki wywarly
gleboki wplyw na psychike chlopca,
Nienawidzil ojczyma, który mu zabral
matke, obmyslal zemste, chcac ich
oboje zniszczyc, Zapewne te przezycia
dziecinstwa uksztaltowaly w znacznej
mierze nieznosny charakter Newtona,
który mial sie potem dac we znaki tylu
ludziom w jego otoczeniu. Reagowal
z furia., ilekroc wydawalo mu sie,
ze ktos chce mu uszczknac choc czastke
osia.gniec,

Czytac, pisac i rachowac uczyl sie maly
Izaak w pobliskich szk6lkach wiejskich.
W 1654 roku zostal poslany do szkoly
w Grantham, noszacej dumna nazwe



królewskiej. W dniu 5 VI 1661 r.
zostal przyjety do Trinity College
w Cambridge. Z Grantham wyniósl
Newton znajomosc laciny oraz
przypuszczalnie elementarnej
geometrii. W pierwszych latach pobytu
w Cambridge studiowal greke, logike,
etyke i retoryke. Trzeba wiedziec,
ze w Cambridge nie bylo jeszcze
wówczas wykladów matematyki na
wyzszym poziomie. Dopiero w 1663 r.
utworzona tam zostala tzw. katedra
Lucasa, a pierwszy profesor na tej
katedrze, Izaak Barrow, zainaugurowal
wyklady 14 III 1664 r.

W 1665 r. wybuchla w Anglii wielka
epidemia dzumy. Ofiara strasznej
choroby padali przede wszystkim
ludzie zyjacy w duzych skupiskach.
Wladze uniwersytetu w Cambridge
postanowily wiec zawiesic zajecia
i rozpuscic studentów do domów.
Newton wrócil do Woolsthorpe
w sierpniu 1665 r. i w wiejskim ustroniu
spedzil z malymi przerwami póltora
roku do kwietnia 1667 r. Jak twierdzil
pózniej, w tym wlasnie okresie doszedl
do swych najwazniejszych odkryc.

W 1665 r. uzyskuje nizszy stopien
uniwersytecki - bakalarza,
a 7 VII 1668 r. zostaje magistrem
(master oj arts); pozostaje nadal
w Trinity College wspólpracujac
z Barrowem. Ten, widzac genialnego
nastepce, postanawia zrezygnowac
z katedry Lucasa rekomendujac na swe
miejsce Newtona. W dniu 29 X 1669 r
26-letni Newton zostaje profesorem
i odtad przez okolo 20 lat wyklada
matematyke, mechanike i optyke.
Zreszta wyklady jego byly trudne
i nudne, studenci ich nie lubili
i czasem w ogóle nie zjawiali sie w sali
wykladowej.

W 1671 r. buduje swój drugi, bardzo
dobry teleskop zwierciadlany (pierwszy
w 1668 r.), o którym glosno jest
w Cambridge. Wiesc o tym dociera
do Londynu i czlonkowie Royal
Society (Towarzystwo Królewskie,
utworzone w 1662 r.) wyrazaja zyczenie
zobaczenia tego przyrzadu. Newton
posyla swój teleskop do Londynu
i w uznaniu zaslug zostaje 11 I 1672 r.
wybrany czlonkiem Royal Society.
W odpowiedzi na list zawiadamiajacy
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Laczac kolejno odcinkami wierzcholki trójkata i punkt podzialu luku
otrzymujemy czworokat ABCD, zwany deltoidem, dla którego

pi(ABCD) = 2 + 2J2 - V3 = 3,035 ...
W zwiazku z tym mamy:
Zadanie. Dla kazdego n ~ 4 wyznaczyc n-katy wypukle, dla
których funkcja pi przyjmuje wartosc najwieksza.

Z pewnych ogólnych twierdzen wynika, ze takie wielokaty istnieja,
lecz nie mozna z nich nic wnioskowac o ksztalcie tych wielokatów.
Tego typu dowody, które mówia, ze cos istnieje, lecz mimo to nie
wiemy, jak to cos wyglada, nosza nazwe dowodów egzystencjalnych.
Poniewaz pytamy sie o konkretne wyznaczenie tych n-katów, wiec
takie egzystencjalne podejscie nam nie wystarcza.

Zanim przystapimy do rozwiazania tego problemu, wskazemy
oszacowanie wartosci, jakie moze przyjmowac funkcja pi(.).

Oznaczmy przez j(n) najwieksza wartosc funkcji pi, jaka ona
osiaga na wszystkich n-katach wypuklych (n ~ 3), np. j(3) = 3,
j(4) > 3,035. Wówczas mamy nastepujac'~ twierdzenie:
Twierdzenie 1. Dla dowolnego n ~ 3 istnieje taki (n + 1)-kat
wypukly Wn+1, ze pi(Wn+d > j(n).

Dowód. Wybieramy wielokat wypukly o n bokach i srednicy 1,
na którym funkcja pi przyjmuje wartosc najwieksza. Niech jednym
z jego boków bedzie AB. Na tym boku jako na cieciwie wykreslamy
luk o promieniu 1.

B

Rys. 2

Nastepnie na luku AB wybieramy dowolny punkt C i traktujac go
jako (n + 1)-szy wierzcholek otrzymujemy (n + 1)-kat wypukly Wn+1
o wiekszym obwodzie i, jak latwo zauwazyc, nie powiekszonej
srednicy. Zatem pi(Wn+d > j(n) .•

Z twierdzenia tego otrzymujemy natychmiastowy wniosek:
Wniosek. j(n + 1) > j(n) dla wszystkich n ;:::3.

Oczywiste jest równiez nastepujace twierdzenie:
Twierdzenie 2. Jezeli Rn jest n-katem foremnym, wypuklym
(n;::: 3), to wtedy pi(Rn) < 71'" i pi(Rn) ----> 71'", gdy n ----> +00.

Bedziemy korzystali z nastepujacego przeformulowania znanego
twierdzenia Barbiera:
Twierdzenie 3. Jesli ~ jest dowolna figura plaska, wypukla,
ograniczona, o niepustym wnetrzu, to pi(~) ::; 71'". Równosc zachodzi
tylko dla figur o stalej szerokosci.
Twierdzenie to bedzie udowodnione w jednym z nastepnych
numerów Delty.

Szerokoscia figury w danym kierunku nazywamy kres dolny szerokosci pasów
prostopadlych do tego kierunku i zawierajacych te figure (pas to obszar zawarty
miedzy dwiema prostymi równoleglymi, a jego szerokosc to odleglosc tych
prostych). Figura o stalej szerokosci to taka, dla której szerokosc nie zalezy od
wyboru kierunku.



W sierpniu 1684 r. (wedlug innych
danych bylo to w maju) Halley
odwiedzil Newtona w Cambridge
i zadal mu pytanie: Jakiego
ksztaltu beda tory planet, jezeli sila
przyciagania ich przez Slonce jest
odwrotnie proporcjonalna do kwadratu
odleglosci? Newton odpowiedzial bez
namyslu, ze beda to elipsy. Zdumiony
Halley zapytal Newtona, skad to wie,
na co Newton odparl: Ja juz to dawno
temu obliczylem. Przeszukujac swe

go o wyborze przesyla swa prace
pt. New Theory about Light and
Colors. Ukazuje sie ona 19 II 1672 r.
w Philosophical Transactionsj jest to
pierwsza publikowana praca Newtona.
Poglady na temat natury swiatla
wypowiedziane przez Newtona w tej
pracy wywolaly krytyke wielu uczonych,
m.in. Christiana Huygensa i Roberta
Hooke'a. Ten ostatni, wybitny
eksperymentator i czlowiek obdarzony
niezwykla. intuicja. fizyczna, starszy
od Newtona o 8 lat i juz wslawiony
swym dzielem Micrographia (1665),
byl wówczas najwybitniejsza postacia
w Royal Society. Juz to pierwsze starcie
Newtona z Hooke'em, prowadzone
korespondencyjnie, ale na oczach swiata
nauki, ustawilo tych dwu wielkich ludzi
na pozycjach zacieklych wrogów, jakimi
mieli pozostac przez cale zycie.

Powstanie Zasad (Philosophiae
Naturalis Principia Mathematica)
zwiazane jest bezposrednio
z pewnym, pozornie blahym,
zdarzeniem z poczatku 1684 r.
Pewnego styczniowego dnia trzeji wybitnI czlonkowie Royal Society:

l Edmond Halley, Robert Hooke
J i Christopher Wren, prowadzili
dyskusje, przypuszczalnie w jednej
z londynskich kawiarni, na temat
ruchów cial niebieskich. Halley

I', oznajmil, ze udalo mu sie w poprzednimJ roku wywnioskowac na podstawie
III prawa KepIera oraz wzoru Huygensa
na sile odsrodkowa. (opublikowanego

III w 1673 r.), iz sila dzialaja.ca na planety
, jest odwrotnie proporcjonalna do I
kwadratu ich odleglosci od Slonca.

Il Halley stwierdzil dalej, ze nie udalo mu
sie dotychczas znalezc ksztaltu orbit
planet, jakie wynikac winny z takiej
postaci sily.

_------ ~c

j(n) = pi(Am,k) = g(n).

Rys. 3

Latwo zauwazyc, ze figura Wc równiez ma srednice równa 1,
skad pi(W) oraz pi(WC) oznaczaja odpowiednio obwody figur W
i Wc. Jesli W jest wielokatem foremnym o nieparzystej liczbie
boków, to Wc jest, jak juz powiedzielismy, wielokatem Reuleaux.
Wprowadzmy równiez funkcje

g(n) = 2n . sin ~ , n = 3,4,5 ...2n
Mozemy teraz sformulowac twierdzenie, które daje czesciowe J

rozwiazanie naszego zadania: :

Twierdzenie 4. Niech W bedzie dowolnym wypuklym n-katem I.(n ~ 3) o srednicy 1. Wtedy:
(i) pi(W) ~ g(n)j I
(ii) pi(W) = g(n) wtedy i tylko wtedy, gdy W jest wielokatem i

równobocznym (niekoniecznie foremnym) i Wc jest wielokatem
Reuleauxj

(iii) Am,k jest pi-optymalnym wielokatem dla n = mk, gdy m jest
liczba nieparzysta, oraz

W dowolnym wypuklym n-kacie W (n ~ 3) o srednicy 1 zastapmy
kazdy bok przez luk okregu o promieniu 1, dla którego ten bok jest
cieciwa. Figure ograniczona tymi lukami oznaczmy Wc.

Definicja. Jezeli n (n ~ 3) ma nieparzysty dzielnik m, czyli
n = mk, to Am,k jest n-katem wypuklym, równobocznym, majacym
m wierzcholków wspólnych z foremnym wielokatem Reuleaux
o m lukach i pozostalych m(k - 1) wierzcholkach rozmieszczonych
równomiernie po k - 1 na kazdym z m luków.

o sposobie kres1enia wielokatów Reuleaux mozna przeczytac w ksiazce
H. Rademachera i O. Toeplitza, O liczbach i figurach, PWN. Warszawa 1956,
str. 207-209.

Ostatecznie: dla dowolnej plaskiej, wypuklej i ograniczonej figury 4>
o niepustym wnetrzu zachodzi

2 < pi(4)) ~ 1r.
Wracamy teraz do problemu wyznaczenia pi-optymalnych
n-katów (n ~ 4) wypuklych. W tym celu zdefiniujemy klase
wielokatów Arn,k'

Wypukle wielokaty ostalej szerokosci d, zlozone z luków kól
o promieniu d nazywamy wielokatami Reuleaux. Jesli W jest
wielokatem foremnym o nieparzystej liczbie boków i srednicy d,
to zataczajac odpowiednie luki o srodkach w wierzcholkach wielokata
otrzymamy foremny wielokat Reuleaux (tak, jak to bylo dla
trójkata). Niestety, nie mozna tak postapic w przypadku parzystej
liczby boków.
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papiery nie mógl jednak znalezc
zapisanego gdzies dowodu, totez obiecal
go odtworzyc i przeslac Halleyowi
do Londynu. Po paru tygodniach
Halley otrzymal od Newtona
wiecej niz oczekiwal, a mianowicie
dziesieciostronicowa rozprawe De motu
corporum in gyrum (O ruchu cial
na orbitach). Spostrzeglszy szybko,
ze praca ta zawiera rewolucyjne
wyniki, odwiedzil ponownie Newtona
nalegajac, by ten zgodzil sie swa
prace opublikowac. Newton odrzekl,
ze juz pracuje nad nowa, rozszerzona
wersja, która przesle wkrótce do Royal
Society. Slowa dotrzymal i 23 II 1685 r.
jego praca Propositiones de motu
zostala formalnie zapisana w rejestrach
Royal Society. Jednoczesnie Newton
zapowiedzial, ze pracuje nad dalszym
rozszerzeniem swego traktatu.

Na wiosne 1686 r. wielkie dzielo
bylo niemal gotowe. Pierwsza ksiega
Zasad zostala oficjalnie przedstawiona
Royal Society na posiedzeniu w dniu
28 IV 1686 r. Podjeto wówczas decyzje,
ze dzielo zostanie wydrukowane na
koszt Towarzystwa. Ówczesny prezes,
Samuel Pepys, dal 5 VII 1686 r. swe
Imprimatur, które widnieje na karcie
tytulowej Zasad. Mialo to jednak
tylko znaczenie formalne, gdyz wkrótce
okazalo sie, ze Royal Society, borykajace
sie z klopotami finansowymi, nie jest
w stanie pokryc kosztów druku. Halley
postanowil wówczas wydrukowac "boski
traktat" Newtona za wlasne pieniadze.

W poczatkach marca 1687 r. Newton
przeslal Halleyowi ostateczna wersje
ksiegi drugiej, a w miesiac pózniej
- ksiege trzecia. Angazujac kilku
drukarzy Halley chcial zakonczyc druk
Zasad na koniec trymestru w Trinity
College, 21.VI, ale prace opóznily sie
o dwa tygodnie. W dniu 5 VII 1687 r.
Halley doniósl Newtonowi, ze jego
dzielo jest wydrukowane.

Uwaga. Twierdzenie to nie wskazuje rozwiazan naszego problemu
w przypadku, gdy n jest potega liczby 2, np. n = 4,8,16, ...

Dowód. Wykreslamy pólkole o pr~mieniu 1 i wpisujemy w nie
kolejno jako cieciwy boki wielokata W.

Rys. 4

Poniewaz pi(WC) ~ 11" (twierdze.:tie 3), wiec rzeczywiscie wszystkie
cieciwy dadza sie wpisac w to pólkole. Ustalajac konce wpisanej
w pólkole lamanej stwierdzamy, ze dlugosc tej lamanej jest
najwieksza, gdy jej boki sa równe (dlaczego?). Dlugosc kazdej takiej
"równej" cieciwy jest nie wieksza niz 2 sin 2"'n'wiec pi(W) ~ g(n).
Dowodzi to warunku (i).

Udowodnimy teraz (ii). Z powyzszej konstrukcji wynika,
ze pi(W) = g(n) wtedy i tylko wtedy, gdy lamana wpisana w pólkole
jest równqboczna i wypelnia je w calosci. To zas równowazne jest
temu, ze W jest równoboczny i pi(WC) = 11". Drugi z tych warunków
jest równowazny wobec twierdzenia 3 temu, ze Wc jest wielokatem
Reuleaux. To dowodzi (ii).

Udowodnimy teraz (iii). Z konstrukcji wielokata Am,k wynika,
ze jest on równoboczny i (Am,k)C jest wielokatem Reuleaux. Zatem
na podstawie (ii) oraz (i), pi(Am,k) = g(n) i Am,k jest pi-optymalny,
co dowodzi warunku (iii).•

Przypatrzmy sie teraz klasie pi-optymalnych wielokatów
postaci Am,k' Jezeli n = mk ma wiecej niz jedno takie
przedstawienie z m nieparzystym, wiekszym od jednosci, to dla
ustalonego n kazdy wielokat postaci Am,k jest pi-optymalny.
Na przyklad dla n = g oba wielokaty A3,3' Ag.1 sa pi-optymalne.

Rys. 5. pi-optymalny wielokat Aa,a. Rys. 6. pi-optymalny Wielokat A9,1'

Zasady rozpoczynaja sie od osmiu Gdy n 2: 3 jest liczba nieparzysta, to wielokat foremny Rn jest
Definicji, w których Newton wyjasnia pi-optymalny i pi(Rn) = g(n). Gdy zas n > 3 jest liczba parzysta,
uzywane przez siebie pojecia masy, to pi(Rn) = n sin !L < g(n).
ilosci ruchu (tj. pedu), sily przylozonej, .. n ...
sily odsrodkowej oraz miar tych Do rozwazema pozostaja Jeszcze dWIe sprawy:
sil. Potem nastepuje Objasnienie 1) Czy oprócz wielokatów typu Am,k istnieja dla n = mk jakies
(Scholium), gdzie znajdujemy slynne nierównoboczne wielokaty W, dla których Wc jest wielokatem
stwierdzenia: Reuleaux?

• ElIIII__ 1I2) Jak wyglada sytuacja, gdy n > 3 jest potega liczby 2?
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Systematyczne badania tych kwestii dla malych wartosci n ~ 3
wykasaly, co nastepuje:
- A3•1jest jedynym pi-optymalnym trójkatem;
- dla n = 4 = 22 deltoid (rys. 1) jest jedynym pi-optymalnym
czworokatem wpisanym w regularny wielokat Reuleaux
i 1(4) < g(4) r::l 3,061;

- dla n = 5,6,7,8,9 nie ma nieforemnych wielokatów Reuleaux,
w które mozna by wpisac równoboczny n-kat. Zatem wszystkie
pi-optymalne wielokaty o n = 5,6,7,9 bokach sa typu Am.k;

- dla n = 8 = 23 najlepszym wielokatem wpisanym w foremny
wielokat Reuleaux o 3, 5 lub 7 lukach jest osmiokat wpisany
w trójkat Reuleaux.

Rys. 7

Dla tego osmiokata pi ma wartosc okolo 3, 119, lecz nie jest to
wartosc pi-optymalna. Analiza numeryczna pokazuje, ze lepszy
osmiokat mozna wpisac w nieforemny pieciokat Reuleaux (rys. 8),
którego luki maja odpowiednio dlugosci: 0,23462· 11"; 0,12682· 11";

0,27712· 11"; 0,12682· 11"; 0,23462· 11". Czy jest to juz pi-optymalny
osmiokat? Dla tego osmiokata pi ma wartosc okolo 3, 1211 i jest ona
bliska wartosci g(8) = 16sin r6 r::l 3,1214.

0,27712,'"

Rys. 8

Dla wielokatów o wiekszej liczbie boków (n ~ 10) ogólne
i wyczerpujace odpowiedzi równiez nie sa znane.

Na zakonczenie zwrócmy uwage, ze funkcja pi nie jest jedynym
mozliwym uogólnieniem symbolu 11". Mozna na przyklad wprowadzic
funkcje Pi okreslona tez na zbiorze wszystkich figur plaskich,
wypuklych, ograniczonych, o niepustym wnetrzu, nastepujaco

"'. 4 . 1<1>1
pt.(~) = I' ,.,. • .z.. \ t") ,

gdzie 1<1>1 oznacza pole figury <1>. Dla tej funkcji mozna rozwazac
analogiczne problemy.
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"I. Czas absolutny, prawdziwy
i matematyczny, sam z siebie i przez
swa nature, .J1plywa-l'ównomiernie bez
zwiazku z czymkolwiek zewnetrznym
i inaczej nazywa sie trwaniem ...
II. Przestrzen absolutna, przez swa
nature, bez zwiazku z czymkolwiek
zewnetrznym, pozostaje zawsze taka
sama iniezmieniona ..."

W dalszej czesci Objasnienia Newton
definiuje pojecia miejsca oraz ruchu
absolutnego i wzglednego. W ostatniej
czesci wstepu podaje natomiast
Aksjomaty, czyli prawa ruchu.
"I Prawo: Kazde cialo pozostaje
w swym stanie spoczynku lub ruchu
jednostajnego po linii prostej, dopóki
sily przylozone nie zmusza go do
zmiany tego stanu.
II Prawo: Zmiana ruchu jest
proporcjonalna do przylozonej sily
poruszajacej i nastepuje wzdluz prostej,
wzdluz której sila ta jest przylozona.
III Prawo: Kazdemu dzialaniu
towarzyszy zawsze przeciwne i równe
przeciwdzialanie, to j~st wzajemne
dzialania dwóch cial na siebie sa zawsze
równe i skierowane przeciwnie."

Na poczatku trzeciej ksiegi znajdujemy
slynne Prawidla badania natury, bedace
wykladem zasad metodologicznych
przyrodoznawstwa.
"Prawidlo 1. Nie nalezy dla zjawisk
natury przypuszczac wiecej przyczyn,
niz te, które sa prawdziwe i wystarczaja
do ich objasnienia.
Prawidlo 2. Trzeba zatem, jak
tylko to jest mozliwe, przypisywac
zjawiskom tego samego rodzaju te same
przyczyny ...
Prawidlo 3. Te wlasciwosci cial, które
nie moga byc ani wzmocnione, ani
oslabione i przypadaja w udziale
wszystkim cialom dostepnym naszym
doswiadczeniom, nalezy uznac za
powszechne wlasciwosci wszystkich cial
wogóle ...
Prawidlo 4. W filozofii doswiadczalnej
twierdzenia wyprowadzone ze zjawisk
metoda indukcji nalezy uwazac za
scisle, lub w przyblizeniu prawdziwe,
dopóki nie zajda zjawiska inne, przez
które twierdzenia te zostana bardziej
uscislone, lub okaza sie podlegle
wyjatkom ..."



Nie moina irozumiec znaczenia Zasad
Newtona oraz reakcji, jaka to dzielo
wywolalo wsr6d 6wczesnych uczonych,
jesli sie nie przesledzi historii poglad6w
na temat ruchu, ciazenia i struktury
swiata.

System Arystotelesa, kt6ry utrzymywal
sie w przyrodoznawstwie przez niemal
dwa tysiace lat, mial u swych podstaw
dychotomiczny podzial swiata na dwie
czesci, rzadzone odmiennymi prawami.
Oto streszczenie tego systemu.

Wszystkie substancje na Ziemi i w jej
najblizszym otoczeniu, w tzw. swiecie
podksiezycowym, skladaja sie z czterech
elementów: ognia, powietrza,
wody i ziemi, polaczonych z soba
w róznych proporcjach. Ruchy cial
ziemskich dziela sie na naturalne,
wynikajace z samej natury substancji
tych cial, oraz wymuszone przez
dzialanie zewnetrzne jakiegos czynnika
poruszajacego. Pewne ciala przez
swa nature spadaja w dól, dazac do
srodka swiata i te nazywaja sie cialami
ciezkimi. Inne ciala, nazywane lekkimi,
przez swa nature unosza sie do góry.

W przeciwienstwie do naturalnych
ruchów spadania w dól i unoszenia
sie w góre cial ziemskich, wsród cial
niebieskich wystepuje wieczny ruch
kolowy. Wobec tego ciala te nie moga.
skladac sie z czterech elementów
ziemskich, lecz z czegos innego;
ten piaty element, eter (lac. quinta
essentia) jest niezmienny, a wieczny
ruch kolowy wynika tez z jego natury.

Swiat ma zatem strukture
geocentryczna, gdyz ciezka Ziemia,
przez swa nature znajduje sie w jego
srodku (nawet, gdyby kiedys tam nie
byla, to znalazlaby sie tam juz dawno
dzieki swemu ruchowi naturalnemu).
Wokól Ziemi mamy koncentryczne
sfery trzech pozostalych elementów
w porzadku ich lekkosci: najpierw
woda, potem powietrze, wreszcie
najwyzej - sfera ognia. Wyzej rozciaga
sie swiat cial niebieskich, obracajace sie
wokól nieruchornej Ziemi koncentryczne
sfery unoszace kolejno Ksiezyc,
Merkurego, Wenus, Slonce, Marsa,
Jowisza, Saturna; ostatniJl jest sfera
gwiazd stalych (firmamentum) bedaca
granica kosmosu.
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Prosty dowód
niewymiernosci liczby 7r

Michal KRYCH

W 1761 roku niemiecki matematyk, Johann H. Lambert podal
bledny dowód niewymiernosci 11",natomiast poprawny podal
w roku 1766. Jego dowód wykorzystywal tzw. ulamki lancuchowe.
Podobny dowód znalazl nieco pózniej Francuz Andrien M. Legendre.
Okolo stu lat potem Joseph Liouville sformulowal i udowodnil
twierdzenie, kt6re pozwolilo wskazac konkretne liczby przestepne,
tj. takie, które nie sa pierwiastkami zadnego niezerowego
wielomianu o wspólczynnikach calkowitych. Po uplywie niewielu
lat Charles Hermite udowodnil, ze jedna z "najwazniejszych" liczb
w matematyce, liczba e, jest przestepna, a wkrótce Ferdinand
Lindemann wykaz3.l, ze znana od starozytnosci liczba 11"równiez
jest przestepna. Tym samym okazalo sie, ze kwadratura kola
nie jest wykonalna. Natomiast w 1947 roku I. Niven, wzorujac
sie na wspomnianym wyzej dowodzie Hermite'a, podal dowód
niewymiernosci 11"wykorzystujacy jedynie naj prostsze wlasnosci
calek, znane obecnie uczniom szkól srednich. Jego rozumowanie
przytoczymy ponizej.

Zalózmy, ze 11"= l!., gdzie p oraz q oznaczaja liczby naturalne. Niechq

Wykazemy, ze
1. limcn = O,
2. Cn > O dla kazdej liczby naturalnej n,
3. Cn jest liczba calkowita. dla kazdej liczby naturalnej n.

Oznaczac to bedzie, ze przyjete zalozenie, iz 11"= l!. prowadzi do
sprzecznosci, bo ciag dodatnich liczb calkowitych 'hie moze byc
zbiezny do liczby O. Udowodnimy wlasnosci l, 2 i 3 ciagu (cn).

1. Jesli O ~ x ~ 11",to x(1I"- x) ~ G-f i sin x ~ O,

(11") 2n 7rzatem1l""2 ~l[X(1I"-x)]nsinxdx~0. Stad mamy

O ~ Cn ~ :! (q~2) n. Poniewaz dla kazdej liczby rzeczywistej a,
q1l"2 •• an .• "np. a = -, Jest hm - = O, wlec-hmcn = O, co konczy dowód4 n!

wlasnosci 1.

2. Calkowana funkcja jest dodatnia wewnatrz przedzialu [0,11"], wiec
calka z niej na tym przedziale jest dodatnia, zatem Cn > O.

3. Ten fragment rozumowania jest najdluzszy. Niech w oznacza
wielomian stopnia k. Pochodne funkcji w sa wiec równe O poczawszy
od (k + 1)-szej, czyli wU) (x) = O dla j ~ k + 1 i dowolnej liczby x.
Zaczniemy od obliczenia calki nieoznaczonej J w(x) sin x dx.
Calkujac dwukrotnie przez czesci otrzymujemy:!w(x)sinxdx=-w(x)cosx+! w'(x)cosxdx=

=-w(x)cosx+w'(x)sinx-! w"(x)sinxdx.



Sprowadzilismy zatem problem do obliczenia calki J w" (x) sin x dx,
a wiec do takiego samego zadania, jak na poczatku, z tym jednak
ze udalo sie nam zmniejszyc o 2 stopien wielomianu, przez który
wymnazamy sinus. Powtarzajac to rozumowanie wielokrotnie
i biorac pod uwage to, ze pochodne wielomianu w poczawszy od
pochodnej (k + 1)-szego rzedu zeruja sie, otrzymujemy wzór:

I w(x) sin xdx = cos x[-w(x) + w"(x) - w(4) (x) + l+
+ sin x[w' (x) - w(3) (x) + W(5) (x) - l

- przy czym sumy w nawiasach kwadratowych sa skonczone, bo od
pewnego momentu ich wszystkie skladniki sa zerami.

Niech teraz w(x) = [x(lI' - x)ln. Jest, oczywiscie, w(x) = w(lI' - x).
Wobec tego wU)(x) = (-I)iwU)(lI'-x) dlaj=0,1,2 ... Jest
równiez sin O = sin 11' = O oraz cos O = 1, cos 11' = -1, skad

...

I w(x)sinxdx =
o

= -1(-w(lI') + w"(lI') - w(4) (11') + ... )-
- 1(-w(O) + w"(O) - w(4)(0) + )=
= 2(w(0) - w"(O) + W(4) (O) - ).

Do stwierdzenia calkowitosci liczb Cn wystarczy wiec, by liczbyn n n
Lw(O), Lw"(O), Lw(4) (O) ... , byly calkowite. Z dwumianun! n! n!
Newtona mamy

wU) (x) = [lI'nxn _ (;) lI'n-l xn+1 +

+ (;)lI'n-2xn+2 _ (;)lI'n-3xn+3 + ... + (_I)nx2n]U).

Jesli j < n, to kazdy skladnik sumy wU) (x) zawiera zmienna x
z dodatnim wykladnikiem, wiec wU) (O) = O. Mamy w(n) (O) = n!lI'n,
w(n+1) (O) = _(~)lI'n-l(n+ l)!, w(n+2) (O) = (~)lI'n-2(n+2)!. .. ,

W(2n) (O) = (-1)n(2n)! Dla j > 2n wU)(x) = O. Jesli wiec 11' = E,
qn

to liczby ;'wU) (O) sa calkowite dla kazdej nieujemnej liczbyn.

calkowitej j. To stwierdzenie konczy dowód.

Konkurs
Jak wynika z powyzszego artykulu, prosty dowód niewymiernosci 11'

wcale nie jest taki bardzo prosty i zostal wymys10ny stosunkowo
niedawno. W artykule jest tez przYPoIl1niana pokrótce historia
innych dowodów niewymiernosci 11'. W zwiazku z tym oglaszamy
otwarty konkurs. Czekamy na elementarne (wlasnej produkcji)
dowody niewymiernosci 11'. Jesli nie beda one zbyt dlugie, to z checia
je opublikujemy. A ponadto bedzie to z pewnoscia dobra praca na
Konkurs Uczniowskich Prac z Matematyki.

Usuwajac Ziemie z centrum
wszechswiata i czyniac ja jedna
z planet Kopernik burzyl fundament
calego systemu. Ale Kopernik zbyt
gleboko tkwil w wielowiekowej tradycji,
by mógl zrobic nastepne rewolucyjne
kroki. Nie potrafil zrezygnowac
z idei, ze jedynie orbity kolowe, jako
najdoskonalsze, przystoja cialom
niebieskim; wskutek tego zmuszony
byl w swym heliostatycznym systemie
swiata zachowac epicykle i deferenty.

Nastepny rewolucyjny krok uczynil
Kepier. On pierwszy zerwal z tradycja
"astronomii kinematycznej" stawiajacej
sobie za zadanie tylko opis ruchu
cial niebieskich i on pierwszy pytal
o przyczyny: "A byly glównie trzy
problemy, których przyczyn, dlaczego
jest tak, a nie inaczej, szukalem,
a mianowicie liczba, wielkosc i ruch
sfer". Ale ruch kolowy jest dla Kepiera
nadal ruchem naturalnym w. tym sensie,
ze nie wymaga sily przyciagajacej, która
by utrzymywala cialo w stalej odleglosci
od srodka ..

Wielki Galileusz, który tak przyczynil
sie do rozwoju nauki o ruchu, nie
zastanawial sie nad dynamika
ukladu planet i silami dzialajacymi
w ukladzie Kopernika, którego
byl zwolennikiem i propagatorem.
Nigdy nie zaakceptowal odkrycia
orbit eliptycznych przez Kepiera,
a takze wyrazal zdziwienie, iz ten
przypisywal przyplywy morza wplywowi
przyciagania Ksiezyca. Wymyslil
natomiast wlasne, kompletne falszywe
wyjasnienie przyplywów, jako zjawiska
dowodzacego ruchu obrotowego Ziemi.

U Kartezjusza znajdujemy pierwsza
próbe, choc malo jeszcze spójna,
utozsamienia fizyki ziemskiej
i niebieskiej. W racjonalnej kosmologii
Kartezjusza pojawia sie po raz
pierwszy "sila odsrodkowa", conatus
recedendi a centro - sklonnosc cial
do oddalania sie od srodka - wobec
czego potrzebny jest mechanizm temu
przeciwdzialajacy i utrzymujacy cialo
na orbicie kolowej. Kartezjusz znalazl
potrzebne wytlumaczenie w istnieniu
wirów subtelnej materii wypelniajacej
caly wszechswiat. To wlasnie cisnienie
wywierane przez wir, którego srodkiem
jest Slonce, mialo utrzymywac planety

1 -Redakcja __
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Jak obliczyc 7r?

B

as =)2 - V4 - Vi2 = V2 - Vi,

." ~ ~ 2 - vi4 - ( ";2 - .;2)' ~J2 -..;. , •• ,

4 ± V16 - 4a;;'
XI,2 = 2 .

Poniewaz 2m > 4, wiec a~m < 2 i rozwiazanie z "plusem" odrzucamy.
Wobec tego

a~ = a~m(4 - a~m)'
Oznaczajac x = a~m otrzymamy równanie kwadratowe

x2 - 4x + a~ = O ,

skad

itd.

WIeC

skad

n dwójek
Dowód tego faktu bedzie bardzo elementarny.

Niech Wm oznacza m-kat foremny wpisany w kolo o promieniu L
Wówczas, oczywiscie,

obwód Wm ;n=:;oóobwód kola = 2:7r .

otrzymamy

4 - /16 - 4a2a2 _ V m
2m - 2

a2m = V2 - V4 - a;;'.
Wykorzystamy teraz ten lemat do rekurencyjnego obliczenia a2m.
Otóz, jak wiemy,

a4 = Vi,

Maja.c wielokat Wm konstruujemy wielokat W2m W sposób
nastepujacy: Wierzcholki wielokata Wm dziela okrag na m luków.
Laczac srodki tych luków z wierzcholkami wielokata Wm otrzymamy
wielokat W2m.

Niech am oznacza dlugosc boku wielokata Wm. Latwo zauwazyc,
ze a4 = V2. Wobec tego am < V2 dla m > 4.

Lemat. a2m = V2 - V4 - a;;'.

Dowód. Niech ICEI = am.
Pole trójkata ABC wynosi

!IACIIBCI = !IABIICDI.
2 2

Podstawiajac

IACI = VlABI2 - IBCI2= V4 - a~m ,
IBCI = a2m,
IABJ = 2,

1
ICDI = -am,2

na ich orbitach. Ruch satelitów i
spadek swobodny cial byl z kolei
wywolywany przez mniejsze wiry,
których srodkami byly planety.

Huygens byl chyba jedynym poza
Newtonem matematykiem tego
okresu zdolnym do wykazania, ze sila
centralna odwrotnie proporcjonalna
do kwadratu odleglosci od srodka
wywoluje ruch po przecieciach
stozkowych. Po ukazaniu sie Zasad
nie mógl, oczywiscie, ,zaprzeczyc
scislosci dowodów matematycznych
Newtona, ale nadal nie pogodzil sie
z idea ciazenia powszechnego.

Historycy nauki sa obecnie zgodni
co do tego, ze to Hooke pierwszy
spojrzal inaczej na zagadnienie ruchu
planet. Najwczesniejsza zanotowana
o tym wiadomosc pochodzi z 1666 r.,
gdy 23 maja Hooke przedstawial
na posiedzeniu Royal Society swa
prace o ruchu cial po linii krzywej.
Mówil wtedy, ze "ruch po okregu
jest wynikiem zlozenia tendencji do
ruchu prostoliniowego po stycznej oraz
sklonnosci dazenia do srodka ... "

Gdy patrzymy dzis z perspektywy
trzech stuleci na Newtona i Hooke'a,
zdaje sie nie ulegac watpliwosci,
ze Hooke zostal potraktowany
niesprawiedliwie. Na pewno nie byl on
w stanie - nie bedac matematykiem
- rozwiazac ilosciowo zagadnienia
ruchu planet. Ale Newton zawdzieczal
Hooke'owi wiele. Zreszta sam w
przyplywie lepszego humoru przyznal
sie Halleyowi, ze listy Hooke'a (1679
- 1680) zwrócily jego uwage na
zagadnienie ruchu planet. Trudno
powiedziec, jak potoczylyby sie
wydarzenia, gdyby Hooke nie wskazal
Newtonowi nowego podejsc1a do analizy
ruchu krzywoliniowego. Wszak Newton
wieksza czesc czasu poswiecal na prace
alchemiczne oraz studia historyczne i
teologiczne, z których zreszta niewiele
wyniklo. Czy bez impulsu otr,zymanego
od Hooke'a zajalby sie ponownie
mechanika nieba ? Móglby wiec bez
uszczerbku dla swej wielkosci dac
satysfakcje Hooke'owi chocby drobna
wzmianka w tekscie Zasad. Tego
jednak nie zrobil.
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Kontynuujac te procedure obliczania otrzymamy w koncu

a2 ••+1 = i2 - V2+ V2+ ... + ..;2,
••. ' ~ J

n dwójek

skad

n dwójek

I ostatecznie dzielac przez 2 mamy

2ni2 - V2 + V'I. + ... + V"I. --+ 7r.
•.. ...,. i

n dwójek

Zauwazmy ponadto, ze jezeli IBCI = a2••+1, to

IACI = V4 - a~"+l = i~2 +-V-2-+-j-:---
••. ...,. .I

n dwójek~
Poniewaz a2 ••-t1 jest bardzo male przy bardzo duzym n, wiec IACI
jest bardzo bliskie 2, czyli

i~+p~+ ..+V~~2'
n dwójek

co CZestosymbolicznie zapisuje sie w postaci

V2+V2+~=2.
OpraeowaJ Piotr HAJLASZ

Zadania
Redaguje Pawel STRZELECKI

M 634. Wielomian P(z) = zn + alzn-1 + ... + an-lZ + lonieujemnych
wspólczynnikach aj ma n pierwiastków rzeczywistych. Wykazac, ze wtedy
PCk) ~ (k + 1t dla dowolnej liczby naturalnej k.
Rozwiazanie na str. 11

M 635. Gracz A rzuca symetryczna monete n + 1 razy, gracz B zas
n razy. Jakie jest prawdopodobienstwo tego, ze A uzyska wiecej orlów
niz B?
Rozwiazanie na str. 11

M 636. Udowodnic, ze jesli liczby naturalne a, b, c, n (n ~ 2) spelniaja
równanie an + bn = en, to min( a, b) > n.
Rozwiazanie na str. 11

Redagt,tje Jaroslaw KULPA

F 335. Ciezarek zawieszono na sprezynie o znanym wspólczynniku
sprezystosci. Na podstawie analizy ruchu harmonicznego, zakladajac
niewazkosc sprezyny, wyznaczono mase ciezarka. Po zwazeniu ciezarka
okazalo sie, ze jego masa jest mniejsza o Llm. Ocen, jaka byla masa
sprezyny?
Rozwiazanie na str. 10

F 336. Jaka temperatura ustalilaby sie na powierzchni Ziemi, gdyby nagle
zgaslo Slonce? Gradient temperatury w glab Ziemi wynosi 25°C na 1 km,
a wspólczynnik sredniego przewodnictwa cieplnego zewnetrznych warstw
Ziemi wynosi A ~ 10 Wj(m·K).
Rozwiazanie na str. 10

g

Nastepne pokolenia fizyk6w rozwijaly
i udoskonalaly mechanike Newtona.
Jak powiedzie,pimy, Zasady byly
dzielem pisanym w jezyku geometrii,
nie ma wiec w nich np. tego,
co dzis nazywamy równaniami
Newtona. Drugie prawo dynamiki
Newtona w postaci r6zniczkowej
podal po raz pierwszy Jacob
Herman w 1716 r. Leonhard Euler
zrobil powazny krok w kierunku
przedstawienia fizyki Newtona
w jezyku matematycznym Kartezjusza
i Leibniza. Gdy Joseph Louis de
Lagrange opracowal swa mechanike
analityczna, m6gl juz z duma
oswiadczyc w przedmowie: "W tej
ksiazce nie ma w og6le rysunków.
Metody, jakie tu przedstawiam, nie
wymagaja ani konstrukcji, ani rozwazan
geometrycznych ... "

Newton dokonal ogromnego dziela.
Oczywiscie, wykorzystywal to, co przed
nim znalezli Galileusz, Kartezjusz,
Kepier, Hooke i Huygens, choc
nie zawsze to przyznawal. Nawet
Newton, gdyby urodzil sie kilkadziesiat
lat wczesniej, nie zdolalby chyba
sam zbudowac swego systemu. Ale
Newton nie zapozyczal po prostu
od swoich poprzedników, lecz ich
odkrycia i pomysly tw6rczo przetworzyl
i polaczyl w jedna sp6jna calosc.
Stal na ramionach gigantów, jednak
przewyzszyl ich ogromem swego
intelektu. Lagrange wyrazil sie
o Newtonie, ze byl naj szczesliwszym
z ludzi, gdyz istnieje tylko jeden swiat
i tylko jeden czlowiek m6gl ustalic
prawa nim rzadzace.

Gdy Newton zmarl 20 III 1727 roku,
wyprawiono mu wspanialy pogrzeb
z udzialem Lorda Kanclerza, wielu
ksiazat i hrabi6w. Pochowano go
w katedrze Westminster, a dlugie
epitafium na wspanialym grobowcu
konczy sie slowami: Sibi gratulentur
mortales, tale tantumque exstitisse
humani generis deeus - Niech sie raduja
smiertelni, ze istniala taka ozdoba
rodzaju ludzkiego.
Sa to fragmenty wiekszego artykulu
zamieszczonego w Po6tepach Fizyki, 1987,
tom 38, zeszyt 4, str. 315-343.


