Pozyteczna sztuczka

— czyli jak inaczej moze sie przyda¢ odejmowanie

Wszyscy chyba znaja sztucqu - gart ... pomyél jaka$ liczbe, zréb z nia to,
G ./ co Ci powiem,... Wyszlo 1...
)C“%, ~~Pokaze inna sztuczke matematyczna: zgadywanie wielomianéw. Chcialbym
= Q_:_.L\ ~'sie nia z Wami podzieli¢ (znaleZé ja mozna w ksiazce W.W. Sawyera
\; . W poszukiwaniu modelu matematycznego). Zacznijmy od wielomianu drugiego
NS ((3 stopnia. Pomyélcie sobie jaki§ wielomian i podajcie jego wartodcei dla 0,1,2,3,.
) ( 3 ; -, Wystarczyloby od 0 do 3, a nawet do 2, ale od przybytku glowa nie boli. Mo_l

» "J kolega podal mi takie hcsby -1,4,15,32,55,84,... Jaki byl jego wielomian? Aby

- 4 '__', A% odgadnaé, zapisze te wartodci w linii, a pod apodem ich réznice, réznice
. (| réinic,... itd.

L)~ W -1 4 15 32 55 84
- IV 1 5 11 17 23 29
YTy 2 6 6 6 6
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F_ )mj‘: | Dla wielomianu drugiego stopnia sa to trzy wiersze, a dalej same zera.
.)‘ .
5 A

CL " Moina zaczaé zgadywad. Otéz, wspdlczynnik przy z? to polowa liczby,

) 1 na ktérej nasze réinice sie ust.allly (wlersz 2), w naszym przypadku

Q2 e (1/2) x 6, cayli 3, wyraz wolny to p1erwsza wartoéé wiersza poczatkowego w,
1 (u nas 1], a wspélczynnik przy z to réznica pierwszego wyrazu w wierszu 1
)) i wspélczynnika przy z? (obliczonego przez nas przed chwila), 5 — 3 = 2.
GWielornia.n, ktérego szukalismy, to W(z) = 3z% + 2z — 1.
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Wiemy juz, jak sie to robi. Pozostaje pytanie, dlaczego tak jest. Aby to
£ =3/ N wykazaé, wefmy dowolny wielomian Q(z) = az? + bz + ¢ i jego wartodci dla
AAACf 2= 0,1,2,3. Otrzymujemy Q(0) =¢, Q(1) =a+b+c, Q(2) =4a+2b+¢,
3 ug{a Q(3) = 9a + 3b+ c. Zrébmy to, co juz robiliémy przed chwila, wypiszmy tréjkat
7 réinic.
ol A € (a+b+¢) (4a+ 2b+c) (9a + 3b+¢)
)t E .'}3—{*5’ (a+b) (3a+b) (52 +b)
SMEN (7,_;;} 2a 2a
L )%ﬁ\‘*{ @;Q
' . r"a « Oto, na czym polega ta sztuczka. Jest juz na pewno jasne, dlaczego mozna
) 20 szybko 1 bez probleméw w ten sposob zgadywad wspdlczynniki wielomianu.
\_, Sztuczke taka latwo opracowad i dla innych stopni wielomiandw. Sprébujcie
REPR 1sa.m1 opracowad metode zgadywania, na przyklad, dla wielomianu stopnia
Ept VY ,_.3(“ trzeclego N1ec1erp11w1 moga skorzystaé z tréjkata réznic podanego ponizej dla
(3 JR(z) =az® +bz% + cz + d.

d (a+b+c+d) (8a + 4b + 2¢ + d) (27a + 9b + 3¢ + d) (64a + 16b + 4c + d)
(a+b+c) (Ta+3b+¢) (19a + 56 + ¢c) (87a+7b+¢)
(6a + 2b) (12a + 2b) (18a + 2b)
6a 6a
0

Jak widaé, sposéb odgadywania w tym przypadku jest trudniejszy. Jaki?
Odpowiedzcie na to pytanie sami. Mozna by te zabawe ciagnaé dalej. Zobaczmy,
ile wierszy niezerowych bedzie mial tréjkat dla wielomianu k-tego stopnia.
Mamy powyzej odpowieds dla k wynoszacego 2 i 3.
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Zobaczmy, jak to wyglada dla k = 1. Wielomian W (z) = az + b, przyjmuje
wartosci:
b a+b 2a+b 3a+b da+b 5a+b

0 0 0 0 0

czyli ma dwa wiersze rézne od zera. Poréwnajmy z innymi przypadkami:
wielomian drugiego stopnia ma trzy rzedy, trzeciego — cztery. Czyzby zawsze
liczba wierszy byla o jeden wigksza od stopnia wielomianu? Nie bedziemy tego
dowodzi¢, sprawdzimy tylko, czy nasz wniosek jest prawdziwy, na przyklad,
dla z°, najprostszego wielomianu stopnia széstego.

729 4096 15625 46656 117649
665 3367 11529 31031 70993

2702 8162 19502 39962
2100 5460 11340 20460

3360 5880 9120
1800 2520 3240

720 720

0

Otrzymali$my siedem niezerowych wierszy. Chyba sie zgadza...

Czy tréjkaty réinic moga sie praydaé do czegoé innego? Alez tak. Mozliwosdé
ich zastosowania jest przeogromna. Jednym z zastosowail metody réznic
skoriczonych, jak oficjalnie nazywaja sie nasze tréjkaty, jest znajdowanie
kolejnej lub brakujacej liczby w jakimg ciagu bez znajdowania jego wzoru.
W bardzo wielu przypadkach udaje sie ja obliczyé w ponizszy sposéb. Jest
to szczegblnie latwe, gdy mamy do czynienia z ciagiem wielomianowym (o ile
mamy wystarczajaco duzo informacji o tym ciagu). Zajme sie tylko tym
przypadkiem. Weimy ciag 7,;6;23;58;117;206; 7;. Zalézmy, ze sa to wyrazy
jakiegod wielomianu stopnia trzeciego. Wypiszmy dla niego tréjkat réznic.

7 P 6 23 58 117 206 %0 . 7.7

C 17 35 59 89 Z
B 18 24 30 %
A 6 6 X

Zauwazmy, ze ostatni wiersz w tréjkacie bedzie zawieral sz6stki, mamy wiec
A=61X =6.. Oblicamy B: 18 — B = 6, czyli B = 12. Postepujac tak samo
otrzymujemy: ¥ =36, C =5, Z =125, 7, = 1 oraz 72 = 331. W ten sposéb
obliczyliSmy brakujace wyrazy ciagu nie znajac i nie znajdujac jego wzoru.
Mozemy go jednak szybko znaleZé. Rozwiazcie to sami. OdpowiedZ, jaki to jest
ciag, znajdziecie na koricu artykuhi. Dla niektérych ciagéw metoda ta zawodzi
lub jest malo skuteczna. Przykladami takich ciagéw sa 57 i nl...

Na koniec krétko o praktycznym zastosowaniu metody réinic skoriczonych
w opracowywaniu wynikéw doswiadczenia z fizyki. Przyjrzyjmy sie
doswiadczeniu.
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Roswliasanie sadania F 888,
Efekty dyfrakecyjne pierwszego ragdu
pojawing sie prey spelnieniu warunku
dain® = A, gdzie 0 osnacza kat
ugiecia fali na pileczce. Poniewad

sin @ rs = ostatecznie otraymujemy
x
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Roswigeanie sadania F 884,
Pole magnetycane elektromagnesu
pie moke prrekroczyd stanu
nasycenia, Rozsudmy na mals
odleglodé = belkg | magnes, whwczns
w nzczelinie pojawi sig pole
maghetyctne o energli E =

) 20
gdzie 8 jest powlerzchnin styku.

Ta energin jest réwnn pracy, jaksa
naletalo wykonad rozauwajie belke

| elektromagnes W = F . z, stad
1 X
sila preycingania F = — n's
y{TH]

Driclac prees 5 otreymujemy ciénienie

10° Pu & 19 atm.

1 .
p= —B? = 1,0
210
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Do wézka $ciaganego przez cigzarek na sznurku doczepiona jest tasma
papierowa. Podczas ruchu wézka zaznaczane sa na niej kropki co 0,02 s. W ten
sposéb rejestrowana jest droga przebywana przez wézek. Pierwsze kropki
byly tak gesto, ze nie moglem paru odréznié, a co dopiero zmierzy¢ odlegloéci
miedzy nimi — musialem je odrzucié. Podane odlegloéci to droga od poczatku
ta$my do kolejnej (nie wiemy ktérej) kropki. Oto otrzymane dane (mierzone
w centymetrach): 2; 2,5; 3,3; 4,4; 5,75; 7,4; 9,33; 11,56; 14,09; 16,92;... Zalézmy,
ze tworza one ciag wielomianowy. Wypiszmy kolejne wiersze réznic:

2 25 33 44 575 T4 933 11,56 14,00

o5 08 1,1 135 165 193 2723 2,53
03 03 025 03 028 03 0,3 0,3
0 -0,05 0,05 -0,02 0,02 0 0

16,92
2,83

Zauwazmy, ze réznice w czwartym wierszu réznia sie nieznacznie, prawie
wszystkie sa réwne 0. Przyjmujac, Ze sa réwne zeru, otrzymalibysmy trzy
niezerowe wiersze. Bylby to wiec ciag wyrazéw wielomianu drugiego stopnia.

I rzeczywiécie, w ruchu jednostajnie przyspieszonym droga jest proporcjonalna
do kwadratu czasu (ksiazki podaja wzér s = at?/2). W ten sposéb otrzymalismy
zaleznoé¢ (a nie konkretny wzér) drogi od czasu w ruchu jednostajnie
przyspieszonym. Mozna sie zastanawiad, jak ta metoda opracowywad ciagi
innego typu niz wielomiany.

Nasz szukany ciag to: a, = n® +3n2 + n+ 1.

Roswinsanie zadania M 681.
Wystarcey udowodnif, ie ay > [2n/3
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Strefy polarne chyba zawsze kojarza si¢ z zimnem i mrokiem. Wszysey bowiem
wiemy, ze w okolicach ziemskich biegunéw Sloiice jest zawsze widoczne nisko nad
horyzontem, bywaja dluzsze okresy, gdy w ogéle nie pojawia sie nad horyzontem
i w rezultacie jest tam zimno i niegodcinnie. Tak jest na Ziemi, ale czy na
kazdej planecie? Otéz, Uran jest pod tym wzgledem wyjatkiem. Jego oé obrotu
lezy niemal w plaszczyinie jego orbity, a zatem sa okresy, gdy Slorice niemal
prostopadle oswietla bieguny planety. Nie wynika wprawdzie z tego, ze wiedy
jest tam goraco, bo Uran w ogéle jest daleko od Slorica, niemniej jednak strefa
goraca formalnie obejmuje tez bieguny. Zreszta z tego samego powodu strefy
polarne siegaja do réwnika planety. Ciekawe, gdzie wobec tego sa na Uranie
strefy umiarkowane?

*

Jak hamowanie wplywa na predkosé? Chociaz pytanie brzmi niepowaznie,
okazuje sie jednak, ze odpowiedZ nie musi by¢ standardowa. Sztuczny satelita,
wskutek oporu stawianego mu przez szczatkowa atmosfere na wysokodci kilkuset
kilometréw, na pewno traci energie. Ale przy ruchu keplerowskim energia £ na
orbicie wiaze sie jednoznacznie z wielkodcia pélosi a tej orbity:

e GMm

2§ ’

gdzie M 1 m to masy Ziemi i satelity, G — stala grawitacji. W ruchu po elipsie
energia jest ujemna (pélos orbity jest dodatnia), a wiec jej malenie musi
powodowaé malenie pélosi. Satelita wiec, wskutek oporu powietrza opada
(co jest zgodne z intuicja) — ale na niiszej orbicie musi poruszaé sie szybciej,
bo tego wymaga trzecie prawo Keplera, a to juz nie jest takie oczywiste. Krétko
méwiac, hamowanie (byle stabe!) powoduje wzrost predkosci.



