
Pociagajace zaokraglenia

Kiedy 2 400 lat temu okazalo sie, ze swiat jest zbyt bogaty na to, by
mozna bylo go opisac za pomoca stosunków dwu liczb naturalnych,
w naturalny sposób postanowiono posiadany zbiór liczb wzbogacic
i tak powstaly liczby rzeczywiste. Konkretnie zrobil to Eudoksos
przy uzyciu zmyslnie wprowadzonej teorii proporcji, ale nie to jest
tu wazne.

Z poczatku (a poczatek ten trwal ponad dwa tysiace lat)
wszystko bylo w porzadku. Proporcje Eudoksosa (nazywane
liczbami rzeczywistymi dopiero od XIX wieku) sluzyly najpierw
matematykom, potem fizykom, technikom, w koncu calej nauce
(tej zwanej po angielsku science, a nie tej zwanej art). Sluzyly
ofiarnie i uczciwie'. Zlo ujawnilo sie dopiero wtedy, gdy zaczeto
przygladac sie im samym (zamiast ich po prostu uzywac). Okazalo
sie mianowicie, ze przewazajaca czesc z nich nigdy nikomu do niczego
potrzebna nie byla i nie bedzie.

W wyniku dowolnego pomiaru otrzymac mozemy jedynie liczbe
wymierna - tak juz sa skonstruowane nasze przyrzady. Zludzenie,
ze niektóre pomiary daja inne wyniki, bierze sie stad, iz jednostke,
w której mierzymy, mozemy mianowac liczba niewymierna -
np. stwierdzajac, ze jakis kat jest prosty mozemy sadzic, iz

zmierzylismy ~, ale bedzie to tylko zakamuflowany opis tego, ze jest
to t kata pelnego.

Nasuwa sie wiec pytanie, po co bylo wprowadzac takze inne
liczby (poza wymiernymi), skoro i tych jest az nadto. Bo istotnie,
wszystkich liczb wymiernych tez nie potrzebujemy. Czy ktos moze
rzeczywiscie do czegos rozsadnego potrzebowac liczby, powiedzmy,
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albo czegos jeszcze wiekszego? WKalejdoskopie matematycznym
Steinhausa mozna znalezc szereg uwag na ten temat. O ile mi
wiadomo, w Ksiedze Guinnessa nie ma odnotowanej najwiekszej
liczby, jaka byla komus (poza matematykami) do czegos potrzebna
- nie wypada jednak watpic, ze liczba taka istnieje.

Niedwuznacznie zostalo wyzej napisane, ze matematycy zajmuja sie
rzeczami niekoniecznie rozsadnymi. Nadajac tej wypowiedzi sens
pickwickowski spróbujmy jednak odpowiedziec na pytanie, dlaczego
matematycy natworzyli tyle liczb, dla których realne odpowiedniki
de facto nie istnieja. Odpowiedz, ze musieli, jest tylko odwlekaniem
odpowiedzi - co ich, mianowicie, do tego zmuszalo?

Faktyczna odpowiedz tkwi juz u samego zródla. Kiedy stwierdzono,
ze przekatna kwadratu nie jest wymierna wielokrotnoscia jego boku,
do wyboru byly trzy mozliwosci: albo uznac, ze nie nalezy ich
porównywac (na co zaden uczony nigdy przystac nie powinien), albo
uznac, ze nie zawsze prawdziwe jest twierdzenie Pitagorasa (czyli ze
zachodzi tylko dla trójkatów, których dlugosci boków sa wymiernymi
wielokrotnosciami tzw. trójek pitagorejskich), albo wreszcie dopuscic
istnienie liczby 0. To ostatnie rozwiazanie dawalo przyjemna
okraglosc teorii i na nie sie zdecydowano. Tyle ze kontynuujac
dbalosc o ksztalt teorii trzeba sie bylo zdecydowac i na inne liczby
niewymierne. Trzeba wiec bylo stworzyc elegancka teorie wszelkich
liczb - idea istnienia kresu zbioru ograniczonego spelniala wszelkie

wymogi pod tym wzgledem (czy tez równowazna teoria przekrojów).
W konsekwencji otrzymano (wlasnie dla owej ogólnosci i elegancji)
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Niech dany bedzie zbiórX. Miara m
(unormowana ... itd.) jest to funkcja,
która przyporzadkowuje kazdemu
podzbiorowi zbioru X pewna liczbe
nie ujemna w taki sposób, ze spelnione
sa nastepujace warunki:

1) m(0) = O, m(X) = 1.

2) Jesli Al, A2' ... , An sa rozlacznymi
podzbiorami zbioru X, to

m(A1 U A2 U ... U An) =
= m(AI) + m(A2) + ... + m(An).

Moze wyjasnimy te bardzo dluga
nazwe: miara unormowana ...
Otóz, slowo unormowana oznacza,
ze m(X) = 1. Warunek 2) nazywa sie
skonczona addytywnoscia. Wprowadza
sie tez w matematyce miary,
które nie musza spelniac warunku

m{X) = 1. Wówczas nie nazywa sie
ich unormowanymi. W warunku zas 2)
czesto sumy skonczone zastepuje sie
sumami nieskonczonymi i wówczas
mówi sie, ze miara jest przeliczalnie
addytywna. Wreszcie, na ogól nie
zaklada sie, ze miara mierzy wszystkie
podzbiory, to znaczy zaklada sie,
ze funkcja m jest okreslona tylko dla
niektórych podzbiorów zbioruX.

W dalszym jednak ciagu mówiac
o mierze bedziemy mieli na mysli miare
unormowana., skonczenie addytywna.,
mierzaca wszystkie podzbiory zbioruX
(por. mój artykul w Delcie 11/1991).
No dobrze, ale co to ma wspólnego
z dzieleniem tortu?

Otóz, dla kazdej osoby dany kawalek
tortu przedstawia jakas wartosc.
Umawiamy sie, ze caly tort dla kazdej

osoby ma wartosc 1. (Mozna sie,
na przyklad, umówic, ze owa wartosc
to ilosc pieniedzy, które ta osoba
zaplacilaby, aby dostac dany kawalek
tortu, przy czym waluta jest tak
dobrana, ze za caly tort ta osoba

chcialaby zaplacic 1.)

A wiec takie przypisywanie wartosci
róznym kawalkom tortu to nic innego
tylko miara!

Oczywiscie, poniewaz rózne osoby
maja rózne preferencje - jeden woli
nawet dostac mniejszy kawalek, byle
z rodzynkiem - wiec dla róznych osób
dany kawalek tortu ma inna wartosc.
Czyli, innymi slowy, mamy n miar
m!, m2, ... , mn opisujacych gusty osób
czekajacych na tort.



Miary te maja jeszcze jedna
wlasnosc. Mianowicie, jesli kawalekK
przedstawia dla i-tej osoby wartosc
Ini(K) > O, to moze ona z tego
kawalka odciac mniejszyK' ~ K, taki
ze Ini (K') jest dowolna liczba dodatnia
mniejsza odIni(K). Czyli, innymi
slowy, i-ta osoba moze z kawalkaK
odciac czescK' o upatrzonej z góry
wartosci. Wlasnosc te nazywa sie
nieograniczona podzielnoscia. A wiec,
jak zauwazyl Banach, tlumaczac
na jezyk teorii miary powyzsza
procedure dzielenia tortu otrzymujemy
natychmiast dowód nastepujacego
twierdzenia.
Jesli ml, m2, ... , mn sa miarami
nieograniczenie podzielnymi,
unormowanymi, skonczenie
addytywnymi, mierzacymi;wszystkie
podzbiory zbioru X, to tak mozemy
rozbic zbiór X na zbiory rozlaczne
Kl, K2"'" Kn' ze

1 1
mdKd ~ -, mdK2) ~ -, ...n n

1
... , mn(Kn) ~ -.n

Zauwazmy, ze warunekIni (Ki) ~ ~n
oznacza, ze w subiektywnym odczuciu
i-tej osoby dostala ona nie mniej niz
1/ n-ta czesc tortu.

Jak juz zauwazylismy, dowód
tego twierdzenia jest dokladnym
powtórzeniem procedury podzialu
pragmatycznego.

Powiedzielismy, ze istnieje wiele
modyfikacji pojecia miary. Banach
zreszta sformulowal swoje twierdzenie
dla inaczej zdefiniowanej miary.
Twierdzenie Banacha doczekalo sie
uogólnienia. W 1940 r. radziecki
matematyk Liapunow udowodnil bardzo
abstrakcyjne twierdzenie o tzw. miarach
wektorowych, z którego to twierdzenia
wynika w szczególnosci twierdzenie
Banacha. Ciekawe, czy Liapunow
wiedzial cos o podziale pragmatycznym
tortu?

teorie, w której istotnie uzywane liczby (z powodu których teorie
tworzono) stanowia zaniedbywalny margines. Nawet te liczby, od
których ulepszanie sie zaczelo - pierwiastki z liczb naturalnych
czy wymiernych - tez okazuja sie marginesowe. Nawet jesli za
przyzwoitsze liczby uznamy te, które sa pierwiastkami dowolnych
wielomianów o wspólczynnikach wymiernych (liczby algebraiczne),
to i tak tych innych (przestepnych) bedzie nieskonczenie wiele razy
Wiecej.

Pierwsze liczby przestepne odkryl Liouville w 1844 roku. Byly to liczby postaci
ex>
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gdzie Ci to dowolne z liczb naturalnych spelniajacych warunek 1 :-:;Ci :-:; 9.
To, ze liczb przestepnych jest tak wiele, uswiadomil matematykom trzydziesci lat
pózniej Cantor.

Jest caly szereg fajnych twierdzen o liczbach nalezacych do
nieuzywanej wiekszosci - wiekszosc z tych twierdzen mówi o ich
ekspansjonistycznym charakterze, np.:
jesli a i /3 sa liczbami algebraicznymi (a i= O, 1) i /3 jest nie wymierna,
to a{j jest liczba przestepna.
Ale faktycznie wskazuja one, ze w pogoni za ladnie ogólnymi
teoriami matematycy zapedzili sie daleko poza swiat (cóz tu
ukrywac) normalnych ludzi.

Zjawisko opisane tu na przykladzie liczb jest w matematyce
zjawiskiem typowym. Podobnie, goniac za odpowiednio
zaokraglona teoria funkcji wyprodukowano dla niej definicje tak
ogólna, ze dzis mamy funkcje ciagle nigdzie nie rózniczkowalne,
wszedzie rózniczkowalne i równoczesnie w zadnym przedziale nie
monotoniczne itd., itp. Wlasciwie w kazdej galezi matematyki
spotykamy podobne sytuacje. Ta czesc matematyki, która powstala
z zewnetrznej (w stosunku do matematyki) potrzeby, jest w kazdej
z jej galezi znikomo mala. Stanislaw Lem ustami bohaterów
Ksiegi robotów twierdzi, ze aby pokonac smoka, trzeba stworzyc
ogólna teorie smoków, w której ten smok, o którego chodzi, bedzie
szczególnym, latwym do rozwiazania przypadkiem. Rzeczywiscie,
czesto tak jest latwiej. Matematycy poszli jednak dalej - ogólna
teorie smoków gotowi sa tak rozbudowac, ze same smoki stana sie
malo zauwazalnym obiektem zainteresowania powstalej teorii, ale za
to teoria nabierze pociagajacych, oplywowych, wrecz zmyslowo na jej
twórców oddzialujacych ksztaltów.

Ale, Szanowni Niematematycy, przyznajcie: czyz nie jest to sytuacja
(jak powiedzial marszalek Radetzky na polu bitwy pod Custozza)
godna zawisci?

Marek KORDOS

Zyl kiedys czlowiek,
który uczyl sie, jak zabijac smoki
i oddal wszystko, co mial,
aby opanowac te sztuke.
Po trzech latach
osiagnal mistrzostwo.
Nigdy jednak nie mial okazji
wykorzystac swoich umiejetnosci.

Dschuang Dsi
I wtedy zaczal uczyc innych,
jak zabijac smoki.

Rene Thom

Powyzszy wiersz wraz z pointa (wybitnego matematyka, laureata Medalu Fieldsa) stanowi motto ksiazki matematycznej
Th. Brocker & L. Lander DiJlerentiable Germs and Catastrophes.
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