Pociggajace zaokraglenia Niech dany bedzie zbidr X. Miara m
(unormowana... 1td.) jest to funkcja,
ktéra przyporzadkowuje kazdemu
podzbiorows zbtoru X pewng liczbe
nieujemnag w taks sposdb, ze spelnione
sq nastepujgce warunk::

1) m(#) =0, m(X)=1.

2) Jeshi Ay, As, ..., A, sa rozlgeznymi
podzbiorami zbioru X, to

Z poczatku (a poczatek ten trwal ponad dwa tysiace lat) m(A; UAzU...UA,) =

wszystko bylo w porzadku. Proporcje Eudoksosa (nazywane =m(A;) + m(Az2) + ...+ m(4,).
liczbami rzeczywistymi dopiero od XIX wieku) stuzyly najpierw
matematykom, potem fizykom, technikom, w korcu calej nauce

(tej zwanej po angielsku science, a nie tej zwanej art). Shuzyly
ofiarnie i uczciwie. Zio ujawnilo si¢ dopiero wtedy, gdy zaczeto
przygladaé sie im samym (zamiast ich po prostu uzywad). Okazalo
sie mianowicie, ze przewazajaca czesé z nich nigdy nikomu do niczego
potrzebna nie byla i nie bedzie.

Kiedy 2 400 lat temu okazalo sie, ze §wiat jest zbyt bogaty na to, by
mozna bylo go opisaé za pomoca stosunkéw dwu liczb naturalnych,
w naturalny sposéb postanowiono posiadany zbiér liczb wzbogacié

i tak powstaly liczby rzeczywiste. Konkretnie zrobil to Eudoksos
przy uzyciu zmyslnie wprowadzone] teorii proporcji, ale nie to jest
tu wazne,

Moze wyjasnimy te bardzo dluga
nagwe: miara unormowana...

Otéz, slowo unormowana oznacza,

ze m(X) = 1. Warunek 2) nazywa sie
skoriczona addytywnogcia. Wprowadza
si¢ tez w matematyce miary,

ktére nie musza spelniaé warunku

W wyniku dowolnego pomiaru otrzymaé mozemy jedynie liczbe m{X) = 1. Wéwczas nie nazywa sie
wymierna — tak juz sa skonstruowane nasze przyrzady. Zludzenie, ich unormowanymi. W warunku zas 2)
ze niektére pomiary daja inne wyniki, bierze sie stad, iz jednostke, czesto aumy, skoriczone ;M-u!tepuje sie

w ktérej mierzymy, mozemy mianowac liczba niewymierna — SHiam nl.BSkO{iCEOIllyml,l wé{wma.s.

np. stwierdzajac, ze jaki$ kat jest prosty mozemy sadzié, iz méwi sie, Ze miara jest prazeliczalnie

zmierzylismy Z, ale bedzie to tylko zakamuflowany opis tego, e jest addytywna. _wre*_mme’ Ma og6l nie _
to 1 kata pelnego zaklada sie, ze miara mierzy wszystkie
1 ;

podzbiory, to znaczy zaklada sie,
Nasuwa sie wiec pytanie, po co bylo wprowadzaé takze inne ie funkcja m jest okreslona tylko dla
liczby (poza wymiernymi), skoro i tych jest az nadto. Bo istotnie, niektérych podzbioréw zbioru X.
wszystkich liczb wymiernych tez nie potrzebujemy. Czy ktoé moze

rzeczywiscie do czegos rozsadnego potrzebowad liczby, powiedzmy, W dalszym jednak ciagn méwiac

o mierze bedziemy mieli na mysli miare

1pto1e 1010 g
10 unormowana, skoriczenie addytywna,
albo czego$ jeszcze wiekszego 7 W Kalejdoskopie matematycznym miermca..wssystkie podsb.iory gbioru X
Steinhausa mozna znaleZé szereg uwag na ten temat. O ile mi (por. méj artykut w Delcie 11/1991).

No dobrze, ale co to ma wspélnego

wiadomo, w Ksiedze Guinnessa nie ma odnotowanej najwiekszej
z dzieleniem tortu?

liczby, jaka byla komus (poza matematykami) do czegos potrzebna
— nie wypada jednak watpié, ze liczba taka istnieje. Otéi, dla kazdej osoby dany kawalek
tortu przedstawia jakas wartodé.
Umawiamy sig, ze caly tort dla kazdej
osoby ma wartoéé 1. (Mozna sie,

na przyklad, uméwié, ze owa wartosé
to ilo$é pieniedzy, ktére ta osoba
zaplacilaby, aby dostaé dany kawalek
tortu, przy czym waluta jest tak
Faktyczna odpowied tkwi juz u samego #rédla. Kiedy stwierdzono, dobrana, ze za caly tort ta osoba

ze przekatna kwadratu nie jest wymierna wielokrotnodcia jego boku, chcialaby zaplacié 1.)

do wyboru byly trzy mozliwodci: albo uznaé, ze nie nalezy ich
poréwnywad (na co zaden uczony nigdy przystaé nie powinien), albo
uznaé, ze nie zawsze prawdziwe jest twierdzenie Pitagorasa (czyli ze
zachodzi tylko dla tréjkatéw, ktérych dlugosci bokéw sa wymiernymi

Niedwuznacznie zostalo wyze] napisane, ze matematycy zajmuja sig
rzeczami niekoniecznie rozsadnymi. Nadajac tej wypowiedzi sens
pickwickowski sprébujmy jednak odpowiedzie¢ na pytanie, dlaczego
matematycy natworzyli tyle liczb, dla ktérych realne odpowiedniki
de facto nie istnieja. OdpowiedZ, ze musieli, jest tylko odwlekaniem
odpowiedzi — co ich, mianowicie, do tego zmuszalo 7

A wiec takie przypisywanie wartodci
réznym kawalkom tortu to nic innego
tylko miara!

wielokrotnosciami tzw. tréjek pitagorejskich), albo wreszcie dopuscié Oczywidcie, poniewaz rézne osoby
istnienie liczby v/2. To ostatnie rozwiazanie dawalo przyjemna | majg rézne preferencje — jeden woli
okraglog¢ teorii 1 na nie sie zdecydowano. Tyle ze kontynuujac nawet dosta¢ mniejszy kawalek, byle
dbaloéé o ksztalt teorii trzeba sie bylo zdecydowad i na inne liczby z rodzynkiem — wiec dla réznych oséb
niewymierne. Trzeba wiec bylo stworzyé elegancka teorie wszelkich dany kawalek tortu ma inna wartosé.
liczb — idea istnienia kresu zbioru ograniczonego speiniala wszelkie Czyli, innymi slowy, mamy n miar
wymogi pod tym wzgledem (czy tez réwnowazna teoria przekrojéw). myi, ma, ..., My opisujacych gusty oséb

W konsekwencji otrzymano (wlasnie dla owej ogdlnosci i elegancji) czekajacych na tort.




Miary te maja jeszcze jedna
wlasnodé. Mianowicie, jesli kawalek K
przedstawia dla i-tej osoby wartosé .
m;(K) > 0, to moze ona z tego
kawalka odciaé mniejszy K’ C K, taki
ze my;(K') jest dowolna liczba dodatnia
mniejsza od m;(K). Cazyli, innymi
slowy, i-ta osoba moze z kawatka K
odciaé czesé K' o upatrzonej z gory
wartodci. Wlasnosé te nazywa sie
nieograniczona podzielnoscia. A wiec,
jak zauwazyt Banach, tlumaczac
na jezyk teorii miary powyzsza
procedure dzielenia tortu otrzymujemy
natychmiast dowéd nastepujacego
twierdzenia.
Jedli my, mg, ..., m, sq miarami
nieograniczente podzielnyma,
unormowanymsi, skorczenie
addytywnymi, mierzqcyma, wszystkie
podzbiory zbioru X, to tak mozemy
rozbié zbidr X na zbrory rozlgczne
Kl,Kg,. ..,IK,“ ze
my(K,) > = my(Kz) >
‘i o (Kon)

1
n,i..
S
n

:
Zauwaimy, ze warunek m;(K;) > =

oznacza, ze w subiektywnym odczuciu
1-te] osoby dostala ona nie mniej niz
1/n-ta czesé tortu.

Jak juz zauwazyliémy, dowéd

tego twierdzenia jest dokladnym
powtdérzeniem procedury podziatu
' pragmatycznego.

Powiedzielismy, Ze istnieje wiele
modyfikacji pojecia miary. Banach
zreszta sformulowal swoje twierdzenie
dla inaczej zdefiniowanej miary.
Twierdzenie Banacha doczekalo sie
uogdlnienia. W 1940 r. radziecki
matematyk Liapunow udowodnit bardzo
abstrakcyjne twierdzenie o tzw. miarach
wektorowych, z ktérego to twierdzenia
wynika w szczegdlnodei twierdzenie
Banacha. Ciekawe, czy Liapunow
wiedzial coé o podziale pragmatycznym
tortu?

teorie, w ktérej istotnie uszywane liczby (z powodu ktérych teorie

tworzono) stanowia zaniedbywalny margines. Nawet te liczby, od

ktérych ulepszanie sie zaczelo — pierwiastki z liczb naturalnych

czy wymiernych — tez okazuja si¢ marginesowe. Nawet jesli za

przyzwoitsze liczby uznamy te, ktdre sa pierwiastkami dowolnych

wielomianéw o wspélczynnikach wymiernych (liczby algebraiczne),

to i tak tych innych (przestepnych) bedzie nieskoriczenie wiele razy

wiecej.

Pierwsze liczby przestepne odkryl Liouville w 1844 roku. Byly to liczby postaci
oo

Ci
Z 108"
=1
gdzie ¢; to dowolne z liczb naturalnych spelniajacych warunek 1 < ¢; < 9.
To, #e liczb przestepnych jest tak wiele, udwiadomil matematykom trzydeziedci lat

pdéniej Cantor.

Jest caly szereg fajnych twierdzen o liczbach nalezacych do
nieuzywanej wiekszoéci — wiekszos¢ z tych twierdzen méwi o ich
ekspansjonistycznym charakterze, np.:

jedli a 1 B sa liczbamyi algebraicznymi (o # 0, 1) 1 B jest niewymierna,
to af jest liczbq przestepna.

Ale faktycznie wskazuja one, ze w pogoni za ladnie ogélnymi
teoriami matematycy zapedzili sie daleko poza $wiat (c6z tu
ukrywaé) normalnych ludzi.

Zjawisko opisane tu na przykladzie liczb jest w matematyce
zjawiskiem typowym. Podobnie, goniac za odpowiednio
zaokraglona teoria funkcji wyprodukowano dla niej definicje tak
ogélna, ze dzi§ mamy funkcje ciagle nigdzie nie rézniczkowalne,
wszedzie rézniczkowalne i réwnoczesnie w zadnym przedziale nie
monotoniczne itd., itp. Wladciwie w kazdej galezi matematyki
spotykamy podobne sytuacje. Ta cze$é matematyki, ktéra powstala
2z zewnetrznej (w stosunku do matematyki) potrzeby, jest w kazdej
z jej galezi znikomo mala. Stanistaw Lem ustami bohateréw

Ksiegr robotdw twierdzi, ze aby pokonaé smoka, trzeba stworzyé
ogélna teorie smokéw, w ktérej ten smok, o ktérego chodzi, bedzie
szczegbdlnym, latwym do rozwiazania przypadkiem. Rzeczywiscie,
czesto tak jest latwiej. Matematycy poszli jednak dalej — ogélna
teorie smokéw gotowi sa tak rozbudowad, ze same smoki stana sie
malo zauwazalnym obiektem zainteresowania powstalej teorii, ale za
to teoria nabierze pociagajacych, oplywowych, wrecz zmyslowo na jej
twércéw oddzialujacych ksztaltéw.

Ale, Szanowni Niematematycy, przyznajcie: czyz nie jest to sytuacja
(jak powiedzial marszalek Radetzky na polu bitwy pod Custozza)
godna zawidci 7

Marek KORDOS

Zyt kiedys czlowiek,

ktéry uczyl sie, jak zabijaé smoki
i oddat wsgystko, co mial,

aby opanowad te sztuke.

Po trzech latach
osiggnal mistrzostwo.
Nigdy jednak nie mial okazji
wykorzystad swoich umiejetnodei.
Dschuang Dsi
I wtedy zaczal uczyé innych,
jak zabijac¢ smoki.
René Thom

Powyiszy wiersz wraz z pointa (wybitnego matematyka, laureata Medalu Fieldsa) stanowi motto ksiazki matematycznej
Th. Brocker & L. Lander Differentiable Germs and Catastrophes.
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