
tych sposobów pozornymi, uznajac w ten
spos6b, ze przez przekroczenie predkosci
swiatla rozumie sie to, co ten termin
oznacza w teorii wzglednosci.

Przeanalizujmy teraz powyzsze cztery
sposoby - od ostatniego do pierwszego
- aby sie przekonac, ze rzeczywiscie nie
prowadza one do sprzecznosci z teoria
wzglednosci.

Spróbuj wykryc bledy
Robert HAJLASZ
l. Rerozwiazan ma r6wnanie

L~r= log--\- z?16

Rozwiazanie.
y

Odpowiedz: Dokladnie jedno.
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2. Dla jakiej warto/ci parametru a uklad r6wnan

{ 1/ - Z2 = 31/2 + z2 = a

ma do1dadnie jedno rozwiazanief

y=( l..)x16

Tymczasem

Mozna dowiesc, ze dane równanie ma dokladnie trzy rozwiazania:i,A, 4'-
Bledny byl wykres. Powinien on wygladac tak:

Rozwiazanie.
I sposób
Przypuscmy, ze dla pewnej wartoscia uklad ma dokladnie jedno
rozwiazanie (z,I/). Wtedy otrzymujemy nastepujace zdania prawdziwe

1/2 + 1/ = 3 + a,

1/2 + 1/ - (3 + a) = O.

Skoro jest tylko jedno (z, 1/), wiec jest tylko jedno 1/. A jezeli tak, to musi byc
.6 = 0, czyli

Predkosc fazowa (predkosc strzalki) moze byc
znacznie wieksza od predkosci calej paczki
falowej (predkosc krzyzyka) .

Ostatni sposób juz przeanalizowalismy.
Przyklad poprzedni (ten z laserem) jest
dokladnie tej samej natury, co przyklad
z zaróweczkami. Jedynie tylko to,
ze doswiadczenie jest troche bardziej
skomplikowane, moze wywolac wrazenie,
ze przyklad ten jest bardziej subtelny.

Przejdzmy teraz do omówienia przykladu
z fala elektromagnetyczna. Zastanówmy

. sie, czy to, ze predkosc fazowa fali jest
wieksza niz c, rzeczywiscie oznacza, ze fala
porusza sie z predkoscia wieksza niz c,
to znaczy, czy fala ta przenosi informacje,
energie ... z predkoscia wieksza niz c?

Ponizszy rysunek pokazuje, ze rzeczywista
predkosc "paczki falowej" moze byc
mniejsza od predkosci fazowej.

Otóz, cala informacja, energia ... porusza
sie z paczka falowa, a wiec prawdziwa
predkosc, z jaka porusza sie fala,
to predkosc calej paczki falowej, a ta jest
juz zawsze nie wieksza niz c. Predkosc ta
nazywa sie predkoscia grupowa.

Pozostal teraz juz tylko jeden paradoks do
wytlumaczenia - ten z galaktyka.

1+ 4(3 + a) = 0,
13

a= -"4'
Zatem wykazalismy, ze jesli istnieje a, przy którym uklad ma dokladnie jedno
rozwiazanie, toa = -13/4. Innymi slowy, wykazalismy, zea = -13/4 to jedyny
kandydat na wartosc parametru a, przy którym uklad ma dokladnie jedno
rozwiazanie. Czy kandydat "przejdzie", przekonujemy sie przez sprawdzenie.
Podstawiajac a = -13/4 do równ~nia 1/2 + z2 = a dostajemy sprzecznosc.

Odpowiedz: Dla zadnej.
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II spos6b

I spos6b

Odpowiedz: Dlaa = 9. Wtedy jedynym rozwiazaniem jest para (0,3).

Otóz, z rysunku widac, ze fotonFi
wyprzedza w "pionie" fotonF2 o 0,2 roku
swietlnego, podczas gdy róznica ich
wspólrzednych w p.oziomie wynosi 0,4 roku
swietlnego.

Po uplywie milionów lat, gdy fotony dotra
mi. Ziemie, najpierw dotrze fotonFi,
a po uplywie 0,2 roku dotrze fotonF2•

Natomiast my bedziemy obserwowali,
ze dotarly one z punktów w przestrzeni
odleglych o 0,4 roku swietlnego. Stad
otrzymamy predkosc poprzeczna 2c,
podczas gdy tak naprawde jest ona równa
"zaledwie" 0,4 c.

F,

Niech w chwili t = ° oblok znajduje
sie w punkcie A. Wysyla on wówczas
z tego punktu fotonFI w nasza strone.
W chwili t = l rok oblok znajduje sie
w punkcie B. Wysyla on wówczas z tego
punktu foton F:l w nasza strone.

Paradoks ten jest nieco innego rodzaju
niz trzy pozostale. Mianowicie, nie
mamy tutaj do czynienia z zadnym
przekroczeniem predkosci swiatla.
To, ze wydaje sie nam, iz jakis oblok
porusza sie z predkoscia wieksza niz c,
jest po prostu zla interpretacja danych
doswiadczalnych. Nie, nie twierdze, ze to
wynika z niedokladnosci pomiarów. To jest
cos znacznie bardziej subtelnego.

Oczywiscie, nikt nie wie, jak to jest
naprawde. Istnieje jednak hipoteza
bardzo ladnie tlumaczaca obserwowanie
takich predkosci. Wyobrazmy sobie,
ze obserwowany oblok porusza sie
z predkoscia 0,9 c pod katem 26:'6 do
prostej laczacej nas z oblokiem.
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Odpowiedz: 2. (aS)~ = l + l = 2.

RozwialPlanie.
I spos6b

r 1+2+3+ ... +n r (1 2 3 l)n!..moo ----n-~--- = n!..moo n~+ n2 + n~+ ... +;; =
=0+0+0+ ... +0=0.

Gdy "rzecz dlieje sie w zbiorze liczb rzeclywistych" , wtedy oba sposoby sa zle.
Nie ma bowiem takiego rzeczywistegoa,ze a~+ a+ l = O. Gdy "rlecz dzieje
sie w zbiorze liclb zespolonych" , wtedy I sposób jest poprawny, II sposób zas
jest ily. Zly dlatego, ze wzór(zA:)' = zA:1 obowialPluje, przy zespolonymz, dla k,l
calkowitych. Wezmy np.k = 4, l = 1/4. Wtedy wzór sie "psuje". Istotnie

(i4)t = i4·t---- ~

(iiii) t. ;"-v-'
l

Odpowiedz: -1.
II spos6b

Zatem l = i. Sprzecznosc.

4. Oblicz lim l + 2 + 3 + ... + n .n-oo n2

II spos6b

lim 1+ 2 + 3 + ... + n = lim (1 + n)n = lim (~+!) = ! .n-oo n2 n-oo 2n2 n-oo 2n 2 2

I sposób jest bledny. II sposób jest poprawny. W sposobie I zastosowalismy

twierdlenie o granicy sumy. Twierdzenie to wolno stosowac. tylko wtedy, gdy
skladniki tej sumy sa zbiezne i liczba tych skladników jest stala. Tymczasem
u nas liczba ta rosnie wrazz n.

I/~ + 1/ - 12 = O,

li. = 49.

Wtedy 1/1= -4, I/~ = 3, ale 1/1 zostaje przez równanie 1/ - z~= 3 odrzucone
i lostaje tylko I/:l'

S. Wiedzoqc,ze a~+ a + l = O,obliczallllll + al~91'

Rozwiazanie.
Mnozac obie strony danej równosci przelamamy aS+ a~+ a= O, stad
aS=-(a~+a)=+I.----

-l

I sposób jest bledny, II sposób,jest poprawny. Blad w sposobie I pojawil sie,
gdy uznalismy, ze przy dokladnie jednym rozwiazaniu ukladu musi bycli. = O.

Otóz, nie musi. Istotnie, popatrzmy bowiem na rysunek. Widac, ze uklad ma
dokladnie jedno rozwiazanie, a mianowicie (0,3), natomiastli. ci O. No bo
obliczmy Ii..
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