Paradoksy w rachunku prawdopodobierstwa
& ~ Jacek JAKUBOWSKI

Roswiasanie sadania F 881. 2 . % 3 " i ey
Wisch 2 osnachs pecinitil Biemi Rachunek prawdopodobiefistwa jest ta dziedzing matematyki, w ktdérej istnieje

5 = 4 R? jej powierzchnic. Nateienie 8sczegblnie duio paradokséw. Zwiazane jest to z naszymi blednymi wyobraieniami
pola elektrycznego przy powierzchni o losowodci. Znany jest fakt, ze dla niewprawnej osoby losowodé wydaje sie
L regularnoécia lub tendencja do skupiania sie. W tym artykule przedstawie kilka

Ziemi wynosi E =

4 R2’ P . - I
W kisrunky Ziswii pfy‘,fie pkd znanych i ciekawych paradokséw. Jednoczednie mam nadzieje, Ze ich zrozumienie
pEige U e o i przyblizy rachunek prawdopodobienistwa.

P o p
sapobiegaja burze, ktére dostarczajs na Problem kawalera de’Mere

jej powierzchnie ladunek ujemny. Prad

piorunéw musi sie réwna¢ pradowi Przy rzucie trzema kostkami sume oczek réwna 11 mozna otrzymaé szescioma
ladunkéw dodatnich: ¢ i\f = I, gdzie sposobami:

N&;znaw,a liczbe piorunéw. Stad 1+446=1456+5=2444+5=24+34+6=3+4+4=3+3+5.
e rfiq = 110 piorunéw /. Sume oczek réwna 12 tei moina otrzymal szedcioma sposcbami:

. 1454+6=2+4+5+4+56=24+44+6=34+3+6=3+44+5=44+44+4.
fm Dlaczego czedcie] wypada suma ocgek réwna 11 niz suma oczek réwna 127 Wydaje
Roswiasanie sadania F 882, sie, Ze jest to sprzecznoéé. Nasz ,zdrowy rozsadek” méwi, ze rzucajac jednakowymi
Momenty magnetyczne kostkami nalezy je traktowad jak kostki nierozréznialne, a zatem obu zdarzeniom
ferromagnetykéw zwiazane sa sprzyja 6 sytuacji, czyli oba zdarzenia maja jednakowe prawdopodobiefistwo

z wlasnymi momentami magnetycznymi

1 i SRR réwne 6/56. Okazuje sie, Ze natura wybiera inny model, a mianowicie traktuje
elektrondw, ktbre ustawione sg e 5 By _ i & i y

w preferowanym kierunku, tj. do géry. KO8tKi jak kostki rozréinialne (czyli tak, jak gdyby kostki byly pomalowane réinymi
Wilasne momenty pedu elektronéw kolorami). Wtedy wasne jest nie tylko, jakie wypadly oczka, ale i na ktérych kostkach.
(spiny) ustawione sa w przeciwnym Zajéciu zdarzenia polegajacego na otrzymaniu sumy oczek réwnej 11 sprzyja 27
:‘_‘”"”‘k‘“" ik :" dsk fr’“_:{" sekroczenin  wynikéw, a zdarzeniu polegajacemu na otrzymaniu sumy oczek réwnej 12 sprzyja
fp:;i“r‘::rf‘,?l:jil ;::l;w::r' 25 wynikéw. Réinica miedsy prawdopodobiefistwami jest tak mala (okolo 0,009),
momentéw, a satem i spinéw, bedsic € MOZna na nia swrécié uwage tylko wtedy, gdy wykona si¢ duia liczbe rzutéw.

chaotyczne. Wypadkowy moment pedu Paridiks Bestianda

musi by¢ jednak rachowany — stad

siesiliat i jako calodd macumic  goierdsi® | e prawdopodobiefistwo nie jest wyznaczone jednoznacznie. Rozwiasmy

nastepujace zadanie:
W okrag o promieniu R wpisano trdjkgt réwnoboczny. Znaleié prawdopodobieristwo tego,
i Ze losowo poprowadzona cigciwa bedzie diuzsza od boku trijkata.

Predkodé katowa o bedzie

ywana w ddl.

Roswiasanie sadania M 629. Rozwiazanie pierwsze. Patrzymy na kat érodkowy oparty na losowo wybranej cieciwie.

¥ e Tanypustmy bowler, Zatem zdarzeniem elementarnym jest wybér kata érodkowego, czyli przestrzenia
zdarzefi elementarnych jest odcinek [0,7]. Cieciwa jest dluisza od boku tréjkata,
chwnolesle) do owe;  B4Y kat drodkowy jest wigkszy niz 2m/3, stad zbiér zdarzen sprzyjajacych A jest
preetnijmy odcinkiem (2m/3,r]. P(A) jest réwne dlugodci przedzialu (27 /3, 7| podzielonej przez
zechodzaca diugoéé przedziatu [0, 7], tzn. P(A) = 1/3.
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otrzymamy wieclokat o dwéch bokach Rozwiazanie drugie. Patrzymy na odleglodé drodka cieciwy od drodka okregu.
réwnolegiych. Nie bedsie to wiee Utozsamiamy cigciwy, ktérych drodek lezy na tym samym okregu (maja one t¢ sama
. dlugoé¢). Zdarzeniem elementarnym jest wybér odleglodci érodka cieciwy od érodka

- okregu. Zatem przestrzenia zdarzei elementarnych jest odcinek [0, R]. Cieciwa spelnia
m warunki zadania, gdy odlegloéé drodka cieciwy od srodka okregu jest mniejsza od R/2,
Rozwiazanie sadania M 680. tzn. zbiér zdarzen sprzyjajacych B jest odcinkiem [0, R/2). Stad P(B) =1/2.
Nie moie. Praypudé bowiem,
e A jest 1:w.-uli-:h:I.-i-.:';iku-;l I.-, by Rozwiazanie trzecie. PoloZenie cieciwy jest wyznaczone przez polozenie jej
naturalnej. Wéwczas ostatnia cyfra drodka, zatem dlugoéé cieciwy jest wyznaczona jednoznacznie przez polozenie
liczby A musi byd 1,4 lub 9. bo nie ma  jej drodka. Zdarzeniem elementarnym jest wyboér érodka cieciwy, to znacay
1::::"::“:‘“:"?”’”‘V‘V';T”1:':’? S 08 wybér jednego punktu z kota. Stad przestrzenia zdarzefi elementarnych jest kolo
el SR ey o promieniu R. Zbiér zdarzen sprzyjajacych C jest wnetrzem kota o promieniu R/2.

A—n? = (VA - n)(VA +n). Stald P{G):“-[R—/z)z:l_

Otéz A — n? jest podzielne praez 5%, TR ¥
gdzie k > 3 oznacza liczbe cyfr Otrzymaliémy trzy rézne wyniki. Dopdki nie bylo aksjomatyki rachunku

w rozwinigeiu A, ale tylko jedna =z liczt
VA = n, /A + n jest podzielna przes 5

> prawdopodobiefistwa (a zostala ona sformulowana dopiero w 1933 r. przez
; B i ““% % Kolmogorowa), nie mozna bylo tej sprzecznodci wyjasnié. Teraz mozemy.
wige stad wynika, de jest ona podzielna A . , . PR T

W kazdym z proponowanych rozwiazai co innego rozumieliémy przez stlowa
,losowo poprowadzona®. Wybierajac metode rozwiazywania zadania wybieramy
przestrzei probabilistyczna, (sposéb losowania). Wybierajac inng przestrzei
probabilistyczna rozwiazujemy inne zadanie. Paradoks Bertranda jest bardzo dobra,

przez 551, M amy

VALY A4S (P )

Bezpodrednio sprawdzamy,
e A nie mofe mied trrech

it aDla k-5l i ilustracja faktu, Ze rozwiazanie problemu nastepuje dopiero po wybraniu przestrzeni
A> (5% —3)3 >0.101 o probabilistycznej. Rachunek prawdopodobiefistwa nie rozstrzyga problemu, jaka
Sprzecznodt, przestrzen probabilistyczna nalezy wybraé.
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Dylemat wiefnia

Trzech wieiniéw A, B, C przebywalo w wiezieniu. Administracja postanowila uwolnié
jednego, o czym dowiedzieli si¢ wiefniowie, ale nie wiedszieli ktérego. Wieziei A ma
wéréd straznikéw znajomego, ktéry wie, kto bedzie wolny. Chce go zapytaé, ale krepuje
gie pytaé o siebie. Pyta wiec o imie jednego z wiefniéw (B lub €), ktéry ma pozostaé
w wiezienin. Przed zadaniem pytania ocenia, Ze kaidy z nich ma szanse wyjscia

réwna 1/3. Myéli, ze jedli strainik powie, e na prazyklad B zostaje, to jego szanse
rosna do 1/2 (bo zostanie uwolniony A lub C). Gdzie popelnia biad?

a Zle liczy zdarzenia elementarne. Nie bierze pod uwage wariantéw odpowiedzi
straznika. Straznik powie B z prawdopodobiefistwem 1, gdy zostaja A i B,

a z prawdopodobiefistwem 1/2, gdy zostaja B i C. Zatem prawdopodobiefistwo

warunkowe, e wyjdne A, gdy zna odpowiedZ straznika, jest réwne
1/2-1/3 l
1/2-1/3+0+1-1/3 3’
a nie 1/2, jak sadzil A (skorzystaliémy z definicji prawdopodobieﬁstwa warunkowego
i ze wzoru na prawdopodobiefistwo calkowite). Tego nalezalo sie spodziewad, gdyz
informacja straznika z punktu widzenia A nic nie wnosi. Wiadomo, Ze c¢o najmniej
jeden z wieiniéw B i C zostaje.
Paradoks dlugodci gry
Gra sklada sie z ciagu 2n partii, z ktérych w kazdej gracz A wygrywa jeden
@ punkt z prawdopodobiefistwem p = 0,45, a gracz B wygrywa jeden punkt
z prawdopodobiefistwem 1 — p. Dla wygrania calej gry naleiy uzyskaé wigcej punktow.
Jedli gracz A moze wybraé liczbe partii 2n z géry, to jakie n powinien wybraé?
Wielu osobom wydaje sie, Ze skoro gra jest niekorzystna dla A, to im szybciej

sie skoriczy, tym lepiej dla A. Gdyby liczba partii byla dowolng liczba naturalna,

to tak by bylo i A powinien wybraé gre o dlugoéci 1. Ale A moze wybieraé tylko
spoérdd liczb parzystych i wtedy na wynik ma wplyw to, Ze gra jest korzystna dla B
i to, Ze prawdopodobiefistwo remisu maleje wraz ze wzrostem n. Jeéli p = 0,45,

to optymalna dlugodcia gry nie jest 2, ale jest 10. Mozna to obliczyé korzystajac
@ z tego, ze prawdopodobiefistwo wygrania gracza A w ciagu 2n partii wynosi
2n
Z (2:) p"(l )3""" iz tego, Ze jedli A w grze o dlugodci 2n nie zdobyl n
k=n+1
albo n 4+ 1 punktéw, to w grze o dlugodci 2n + 2 wygra lub przegra w zaleznoéci od
tego, czy wygral, czy przegral w grze o dlugodci 2n. Dla 0 < p < 1/2 diugoéé gry 2n
spelnia warunek ] _lzp —-1<2n < i _lzp + 1.
@ Paradoks losowych liczb naturalnych
E Dwoéch graczy A i1 B gra w nastepujaca gre. Automat generuje losowo pary sasiednich
liczb naturalnych i przyznaje losowo jedna graczowi A, a druga, graczowi B. Gracz A
? zna liczbe przypisana graczowi B, a gracz B zna liczbe przypisana graczowi A. Zaden

z nich nie zna swojej liczby. Osoba z mniejsza liczba placi drugiej tyle zetondw, ile
? wynosi liczba jej przypisana. Kaidy z graczy moze uznaé, ze nie warto graé w danym

W momencie i poprosi¢ o nows pare liczb. Ale zaden z nich nie spasuje, gdyz rozumuje:
Gdy widze, Ze przeciwnik ma liczbe k, to ja mam k£ — 1 lub k£ + 1. Kazda z nich jest
jednakowo prawdopodobna (poza k = 1), ale gdy wygram, to dostane k + 1 zetonéw,

a gdy przegram, trace tylko k — 1 etonéw. Srednio kaidy z nich WYygrywa, wiec gra
jest korzystna dla obu. Jest to niemozliwe. Gdzie jest biad?
Paradoks wynika z faktu, ze nie istnieje rozklad prawdopodobienstwa, ktéry przypisuje

kaidej liczbie naturalnej te sama wartodé (dlaczego?). Natomiast gdyby ograniczyé
zbidr liczb, 2z ktérego maszyna losuje, bylby to zbiér skoriczony i rozumowanie graczy
prowadzace do paradoksu byloby falszywe.

Mam nadziejg, Ze te paradoksy przyblizyly rachunek prawdopodobienstwa Czytelnikowi
i pokazaly, jak czesto nasza intuicja moze byé zawodna.
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