wieksza niZ c ! A wiec czyzby fala
elektromagnetyczna poruezajaca sie

w ofrodku mogta mieé predkodé wieksza
niz predkoéé swiatta w préini?

A teraz trzeci sposéb. Wyobraimy

sobie, ze w érodku kulistego ekranu

o promieniu 300 000 km znajduje sie laser
mogacy sie obracaé.

PLAMKA

Jedli teraz w ciagu pét sekundy obrécimy
laser o 360°, to poniewaz swiatlo rozchodzi
sie z predkodcia 300 000 km /s, wiec jeszcze
przez pél sekundy punkcik na ekranie nie

Tak wyglada przestrzenne rozmieszczenie
fotonéw po pelnym obrocie lasera. Strzalkami
zaznaczono kierunki przemieszczania sie
fotondw.

Lecz po calej sekundzie (od chwili
ruszenia lasera) éwietlny punkcik zacznie
sie przesuwad po ekranie z zawroina
predkodcia, tak Ze w ciagu pét sekundy
wykona pelny obrét.

PLAMKA

Chwilke pééniej. Poniewad promieni przesuwa
sie — w kierunku zaznaczonym strzalkami

— # predkodcia ¢, wigc widaé, se predkodé
plamki musi znacznie praekroczyé c.

jest to mozliwe. Gdybyémy jednak zalogyli, ge zbiory, & ktérych wybieramy

83 rozlaczne, to wybér reprezentacji bylby chyba zawsze mozliwy. Nic wiec
deziwnego, te motliwodé utworzenia na tych oslabionych warunkach reprezentaciji
dowolnej rodziny zbioréw zostala ugnana przez Ernsta Zermelo, ktéry
porzadkowal nows teorie, za catkowicie dopuszczalng wlasnodé, Zyskala ona
nazwe pewnika wyboru (dobra nazwa — chodzi przecies o utworzenie organu
przedstawicielskiego).

Niestety, matematycy majg te paskudng ceche, e bez przerwy dowodza

jakichd twierdzeri i stawiajg sobie wszelkie pytania, jakie im przyjda do glowy.
W ramach wiladnie takiej nadgorliwodci Banach i Tarski udowodnili, e
poslugujac sie pewnikiem wyboru mogna kule podzieli¢ na pieé czedci, z ktérych
moina glozyé dwie kule takie, jak wyjdciowa. Nie wsgystkich pojawienie sie

tak rewelacyjnej mozliwodci ucieszylo — nie jest najlepiej, gdy dyscyplina,

ktdéra uprawiamy, traci wyragnie kontakt z rzeceywistodcia; pojawia sig

obawa, ge niewybredne anegdoty o scholastykach i inne uwlaczajace opowiedci

o uczonych pasujg do nas zbyt dokladnie. Mogna wigc bylo odrzucié pewnik
wyboru i uprawia¢ matematyke bez jego pomocy. Niestety jednak jablka

z drzewa wiadomodci dobrego i zlego nie da sie wyplué — w miedzyczasie
stwierdzono, ze (jedli chce si¢ postgpowaé icisle) bez pewnika wyboru nie mozna
udowodnié np. réwnowagnodci definicji ciaglodci Heinego (to ta ze szkoly — za
pomocy ciagéw) i definicji Cauchy’ego (to ta z epsilonem i delta). A przeciei
takie roedwojenie ciaglodci byloby paranojs.

Byta jeszcze nadzieja, ze inne naturalne galogenia przyjmowane o zbiorach
egdecyduja za nas — okage sie, Ze przyjecie badé odrzucenie pewnika wyboru jest
wymusgone przez inne potrzebne wlasnodei. Niestety, i ta nadzieja zawiodla. W
1963 roku Paul Cohen udowodnil, ge zaréwno przyjmujac pewnik wyboru, jak

i go odrzucajac, nie otrgymamy sprzecznodci z pozostalymi aksjomatami teorii
mnogodei, zaproponowanymi przez Zermelo. W ten sposéb calg odpowiedzialnodé
za to, jaka bedzie matematyka, musezg na siebie weigé matematycy. Niby bylo

to i tak oczywiste, ale nikt sie nie spodziewal, ge jest ai tak dufa dowolnodé w
tworzeniu matematyki.

Wynik Cohena byl wielkim osiagnigciem podstaw matematyki, ale

— paradoksalnie — znacznie obnigyl range podstaw. Skoro nie mogna sie od tej
dyscypliny dowiedzie¢ niczego decydujacego, a tylko poznawaé glab dowolnadci,
to moze lepiej tego nie robié.

Juz od paru stuleci matki przestrzegaja swoje corki, by zbyt dlugo nie
przypatrywaly sie sobie w lustrze — po pewnym czasie mozna w lustrze dojrzed
diabla. A matematycy nie sluchali, preygladali sie¢ sobie najdokladniej, jak
umieli, i teraz wiedza, e tego, czego dowiedzied sie cheieli, dowiedzied sig nie
mozna.

Marek KORDOS

Jak zarobi¢ milion dolarow?

Kazdy wie, jak zaprzeczyd implikacji. Mianowicie, zdanie —(p — ¢) réwnowagne
jest zdaniu p A —~g. Regula ta jest bardzo czesto wykorzystywana prey dowodach
nie wprost.

No, dobrze. Zobaczmy, jakie wnioski z niej wynikaja. WeZmy takie oto zdanie:
oJedli bede mial milion dolardw, to zjem Slorice”.
Bzdura, jakich malo! A wiec prawdziwe jest zaprzeczenie tego zdania, czyli
postugujac sie reguls zaprzeczenia implikacji wnioskujemy, iz prawdziwe jest
zdanie:
»Bede mial milion dolardw i nie zjem Storica”.
A wiec prawdg jest, ze bede mial milion dolaréw! Nigdy nie widzialem prostszego
sposobu zrobienia majatku. A moze cod jest nie tak z naszym rozumowaniem?
Istotnie. Niestety, popehilismy blad. Uznalismy bowiem, ze poczatkowe zdanie
jest ewidentnym falszem. A przecieg zdanie to w odniesieniu — jak sadze — do
wiekszogci Crytelnikéw ma postad

Bede mial 10°$ = zjem Slorice

falsz falsz
A takie zdanie — z falszu wynika falsz — zawsze jest prawdziwe — jak widaé,
czasami whbrew naszej intuicji. Jak si¢ jednak dobrze gastanowié, to czesto sami
uzywamy podobnych zdari w mowie potocznej, Na przyklad:
»,Predzej mi kaktus wyroénie na dloni niz zarobisz milion dolardw”.

Piotr HAJLASZ



