Diabel w lustrze

Lecqgcea sirzala w kazdym momencie jest w jakimé miejscu. Ale skoro w nim jest, wigc nie
porusza sig.
Kreteficzyk twierdsi, ze wazyscy Kretediczycy kamig. Czy moina mu wierzyd?

Jedli 2bidr X skada sig z takich elementbw, kidre nie sq swoimd elemeniams, to czy sam
jest swoim elementem?

Pierwssze & zacytowanych zdari pochodzi z V wieku p.n.e., ostatnie z korica

XIX wieku. Kaéde & nich formutuje jakad apori¢, czyli trudnodé. Zdan tego
rodzaju, to znaczy ghupich pytar, na ktére nie sposéb odpowiedzied inaczej nig
odczep #ig, historia ludgkiego mydlenia naprodukowala bez liku. I na ogél slugyly
one do intelektualnego przekomarzania sie. Chyba ge trafialy na zbyt ambitnych.

Grupa zawodowa, do ktérej mam zaszczyt sie zaliczad, od samego powstania
byla byt ambitna. Juz sama nazwa MATEMATYKA zawiera w sobie

niewiele skromnoéci (pochodzi od greckiego mathema, co oznacza umiejetnod¢;
mathein oznacza uczyd si¢). Bligsze preyjrzenie sie ogélnym zamierzeniom
preydwiecajacym jej narodgzinom stawia sprawe jeszcze bardegiej jednoznacenie

— miala to by¢ wiedza pewna, w odrégnieniu od innych nauk (nawet podzial na
nauki dciste i rogwiazle okazywal sie by¢ zbyt malo podkredlajacy wyjatkowodé
matematyki). A jako wiedza pewna nie mogla dopuscié do tego, by chociaiby
najglupsze pytanie dotyczace jej dziedziny pozostalo bez calkowicie jednoznacznej
odpowiedei.

Jaka jest rada na pojawianie sig aporii, zeby nie powiedzie¢ wprost: paradokséw?j§
Jest nig uscidlenie cey, jak kto woli, rygoryzacja poje¢ i metod. Oba te stowa
niosg, co prawda, w sobie gapowieds kleski — pierwsgze sugeruje ciasnote,

a drugie setywnodé — ale program usciélenia, rygoryzacji czy, jak méwiono, dania
matematyce solidnych podstaw, pod koniec ubieglego stulecia (gdy paradoksdw
namnogylo si¢ bez liku) uznano ga wagny i przez ponad pél wieku realizowano go
g wielkim nakladem sil i srodkéw.

Ustalono, co to jest teoria (mianowicie: zbiér zdan zamkniety ze wzgledu na
wnioskowanie), ustalono, co to jest zdanie (wyraZenie zbudowane zgodnie

z zamknigty lista regul i w okredlonym jezyku), ustalono, co to jest jezyk itd.
Potem powiedziano, ki;dy teoria jest dobrg teoria. Ma ona w tym celu byé
przede wszystkim niesprzeczna (z dwéch przeciwnych zdari co najwyzej jedno
ma by¢ jej twierdzeniem), ma by¢ zupelna (z dwéch preeciwnych zdan co
najmniej jedno ma by¢ jej twierdzeniem), ma by¢ kategorycena (jej modele,
ceyli te obiekty, do ktérych pasuje, maja mieé identyczng budowe), ma ter
by¢ roestrzygalna (czyli musi istnie¢ sposéb na stwierdzenie w skoriczonej
liczbie krokdw, czy dane zdanie w jej jezyku jest twierdzeniem, czy nie). Byly
i inne warunki, ale i tych bylo dosyé na to, by po pewnym czasie matematycy
przekonali sie, ze dla takiej np. arytmetyki (swyczajnych liceb rzeczywistych)
tadnego & tych warunkdéw nie da sie¢ udowodnié (Gédel, Skolem, Lowenheim).
Przez ,drobng modyfikacje” warunkdw gry (ugycie teorii drugiego rzgdu) zdolano
jedynie zapewnié arytmetyce licgb rzeczywistych kategorycznodé. Inne chwyty
pozwolily zapewnié tejée arytmetyce niesprzecznosé (Gentzen). Wiadomo,
arytmetyka liceb rzeczywistych jest tak powsgechnie stosowana, ge mogna
dopuscid sie wielu ,innowacji", by obronié jej dobre imie.

Z innymi jednak obiektami zainteresowari matematyki nie poszlo juz tak latwo.
Oceywiscie, byly teorie, ktére spelnialy wszystkie 2adane warunki (specjalnie

w tym celu je wymysdlono), ale klopot byt ze znalezieniem dla nich sensownego
rastosowania gdziekolwiek. Byly jednak i takie, ktére nie dosé, ze byly zle, to
jesgcze nie bardeo bylo wiadomo, jak je poprawic.

Najbardeiej doniostym preykladem jest teoria mnogodci, ktdra (na domiar

zlego) sama rostala powolana do gycia (Cantor), by umozliwiaé uscislanie
innych, bardziej z codzienna praktyks gwigzanych teorii matematycznych.

Po pierwszych, srozumialych w nowo tworzonej dyscyplinie, trudnodciach w
ustaleniu sposobu, w jaki mozna bez popadania w sprzecznodci méwié o ebiorach
prezed jej tworcami stanegly pytania, w jakie wlasnodci stworzone wladnie zbiory
nalezy wyposasyé. Wydawalo sie, ze sprawe da sie bezkonfliktowo rozwiazad,

bo przecies mogna bylo sie sgodzié na kadde, nie prowadzace do absurddéw
rogwigeanie. I wtedy okazalo sie, e rogwigzan nie prowadzacych do absurddw
nie ma.

W Delcie 2/1992 P. Grzegorzewski pisze o problemie wyboru reprezentacji dla
pewnej klasy zbioréw. Przez reprezentacje rogumie taki nowy zbiér, w ktdrym
kazdy z wyjsciowych zbioréw ma swojego reprezentanta i rézne zbiory majg
régnych reprezentantéw. [ przytacza twierdzenie Halla, ktére méwi, kiedy

Jak przekroczyé
predkos¢ swiatla?

Piotr HAJEASZ

‘aposoby przekroczenia

Gpimmy :

,,onlywﬁcw" wszys‘-‘kle mozhwe metody.
No, ale przecies teoria wlgledneécj moéwi,
ie pmdkodci éwiatla nie mozna pokonaé.
Czy tu nie ma jakiejd sprzecznodci?
Oczywidcie, sprzecznosci nie ma, mimo e
gposoby na przekroczenie predkodci dwiatla
beda autentyczne, to znaczy, poza jednym
przykladem (pierwszym), predkodé swiatta
zostanie pokonana naprawde i nie bedzie
to zadne zludzenie wynikajace ze zlej
interpretacjj naszych obserwacji. Pozorna
sprzecznoéé z teoria wzglednodci bierze sie
stad, ze zwykle nie precyzuje sig, co nalezy
rozumieé przez niemoznoéé przekroczenia
predkodci éwiatla. No, ale nie uprzedzajmy
wypadkéw. Wyttumaczenie paradokséw
podamy na korcu.

Oto pierwszy sposdb.

Pod koniec lat siedemdziesiatych
astronomowie obgerwujac fale radiowe
wysylane przez radiogalaktyke 3C120
zauwazyli w niej ,,oblok”, ktéry
przemieszcza sie ze spora predkodcia
katowa. Mnogac predkodé katowa
poruszajacego sie obloku przez
odleglodé od Ziemi otrzymali predkogé
liniowa, ktéra, ku ich oshupieniu,
wynosita 2,1 predkodci dwiatla.

Podobne paradoksalne predkoéci
zaobserwowano w kilku kwazarach.

W kwazarze 3C279 znaleziono nawet
obiekt poruszajacy sie z predkoscia
dziesieciokrotnie prsewyzﬂm]a,cs, predkodé
dwiatta!

Zanim jednak wytlumaczymy, w jaki
sposéb mozemy obserwowad tak
paradoksalne predkodei, przejdZmy do
nastepnego sposobu,

Kiedy obserwujemy koliscie rozchodzace
sie fale na wodzie (np. po rzucenin
kamieniem), to zwykle patraymy na grzbiet
jednej z fal i obserwujemy predkoéé, z jaka
on sie przesuwa. Sklonni jesteSmy uznaé
ja za predkodé fali. Tak zdefiniowana
predkosé nosi nazwe predkodci fazowej.
Definicja ta odnosi sie nie tylko do

fal na wodzie, ale réwnieg np. do fal
elektromagnetycznych.

Jedli jednak wyliczymy predkoéé fazows
w ziemskiej jonosferze fal wysylanych
przez nadajniki TV (czestotliwosé

rzedu 100 MHz), to okase sie, ze jest ona




wieksza niZ c ! A wiec czyzby fala
elektromagnetyczna poruezajaca sie

w ofrodku mogta mieé predkodé wieksza
niz predkoéé swiatta w préini?

A teraz trzeci sposéb. Wyobraimy

sobie, ze w érodku kulistego ekranu

o promieniu 300 000 km znajduje sie laser
mogacy sie obracaé.

PLAMKA

Jedli teraz w ciagu pét sekundy obrécimy
laser o 360°, to poniewaz swiatlo rozchodzi
sie z predkodcia 300 000 km /s, wiec jeszcze
przez pél sekundy punkcik na ekranie nie

Tak wyglada przestrzenne rozmieszczenie
fotonéw po pelnym obrocie lasera. Strzalkami
zaznaczono kierunki przemieszczania sie
fotondw.

Lecz po calej sekundzie (od chwili
ruszenia lasera) éwietlny punkcik zacznie
sie przesuwad po ekranie z zawroina
predkodcia, tak Ze w ciagu pét sekundy
wykona pelny obrét.

PLAMKA

Chwilke pééniej. Poniewad promieni przesuwa
sie — w kierunku zaznaczonym strzalkami

— # predkodcia ¢, wigc widaé, se predkodé
plamki musi znacznie praekroczyé c.

jest to mozliwe. Gdybyémy jednak zalogyli, ge zbiory, & ktérych wybieramy

83 rozlaczne, to wybér reprezentacji bylby chyba zawsze mozliwy. Nic wiec
deziwnego, te motliwodé utworzenia na tych oslabionych warunkach reprezentaciji
dowolnej rodziny zbioréw zostala ugnana przez Ernsta Zermelo, ktéry
porzadkowal nows teorie, za catkowicie dopuszczalng wlasnodé, Zyskala ona
nazwe pewnika wyboru (dobra nazwa — chodzi przecies o utworzenie organu
przedstawicielskiego).

Niestety, matematycy majg te paskudng ceche, e bez przerwy dowodza

jakichd twierdzeri i stawiajg sobie wszelkie pytania, jakie im przyjda do glowy.
W ramach wiladnie takiej nadgorliwodci Banach i Tarski udowodnili, e
poslugujac sie pewnikiem wyboru mogna kule podzieli¢ na pieé czedci, z ktérych
moina glozyé dwie kule takie, jak wyjdciowa. Nie wsgystkich pojawienie sie

tak rewelacyjnej mozliwodci ucieszylo — nie jest najlepiej, gdy dyscyplina,

ktdéra uprawiamy, traci wyragnie kontakt z rzeceywistodcia; pojawia sig

obawa, ge niewybredne anegdoty o scholastykach i inne uwlaczajace opowiedci

o uczonych pasujg do nas zbyt dokladnie. Mogna wigc bylo odrzucié pewnik
wyboru i uprawia¢ matematyke bez jego pomocy. Niestety jednak jablka

z drzewa wiadomodci dobrego i zlego nie da sie wyplué — w miedzyczasie
stwierdzono, ze (jedli chce si¢ postgpowaé icisle) bez pewnika wyboru nie mozna
udowodnié np. réwnowagnodci definicji ciaglodci Heinego (to ta ze szkoly — za
pomocy ciagéw) i definicji Cauchy’ego (to ta z epsilonem i delta). A przeciei
takie roedwojenie ciaglodci byloby paranojs.

Byta jeszcze nadzieja, ze inne naturalne galogenia przyjmowane o zbiorach
egdecyduja za nas — okage sie, Ze przyjecie badé odrzucenie pewnika wyboru jest
wymusgone przez inne potrzebne wlasnodei. Niestety, i ta nadzieja zawiodla. W
1963 roku Paul Cohen udowodnil, ge zaréwno przyjmujac pewnik wyboru, jak

i go odrzucajac, nie otrgymamy sprzecznodci z pozostalymi aksjomatami teorii
mnogodei, zaproponowanymi przez Zermelo. W ten sposéb calg odpowiedzialnodé
za to, jaka bedzie matematyka, musezg na siebie weigé matematycy. Niby bylo

to i tak oczywiste, ale nikt sie nie spodziewal, ge jest ai tak dufa dowolnodé w
tworzeniu matematyki.

Wynik Cohena byl wielkim osiagnigciem podstaw matematyki, ale

— paradoksalnie — znacznie obnigyl range podstaw. Skoro nie mogna sie od tej
dyscypliny dowiedzie¢ niczego decydujacego, a tylko poznawaé glab dowolnadci,
to moze lepiej tego nie robié.

Juz od paru stuleci matki przestrzegaja swoje corki, by zbyt dlugo nie
przypatrywaly sie sobie w lustrze — po pewnym czasie mozna w lustrze dojrzed
diabla. A matematycy nie sluchali, preygladali sie¢ sobie najdokladniej, jak
umieli, i teraz wiedza, e tego, czego dowiedzied sie cheieli, dowiedzied sig nie
mozna.

Marek KORDOS

Jak zarobi¢ milion dolarow?

Kazdy wie, jak zaprzeczyd implikacji. Mianowicie, zdanie —(p — ¢) réwnowagne
jest zdaniu p A —~g. Regula ta jest bardzo czesto wykorzystywana prey dowodach
nie wprost.

No, dobrze. Zobaczmy, jakie wnioski z niej wynikaja. WeZmy takie oto zdanie:
oJedli bede mial milion dolardw, to zjem Slorice”.
Bzdura, jakich malo! A wiec prawdziwe jest zaprzeczenie tego zdania, czyli
postugujac sie reguls zaprzeczenia implikacji wnioskujemy, iz prawdziwe jest
zdanie:
»Bede mial milion dolardw i nie zjem Storica”.
A wiec prawdg jest, ze bede mial milion dolaréw! Nigdy nie widzialem prostszego
sposobu zrobienia majatku. A moze cod jest nie tak z naszym rozumowaniem?
Istotnie. Niestety, popehilismy blad. Uznalismy bowiem, ze poczatkowe zdanie
jest ewidentnym falszem. A przecieg zdanie to w odniesieniu — jak sadze — do
wiekszogci Crytelnikéw ma postad

Bede mial 10°$ = zjem Slorice

falsz falsz
A takie zdanie — z falszu wynika falsz — zawsze jest prawdziwe — jak widaé,
czasami whbrew naszej intuicji. Jak si¢ jednak dobrze gastanowié, to czesto sami
uzywamy podobnych zdari w mowie potocznej, Na przyklad:
»,Predzej mi kaktus wyroénie na dloni niz zarobisz milion dolardw”.

Piotr HAJLASZ



Paradoksy Olbersa

Jeden z podstawowych postulatéw kosmologii, tzw. zasada kopernikowska,
glosi, ze Wazechdwiat ogladany z dowolnego miejsca wyglada srednio

tak samo. Ta bardzo naturalna i bogata w skutki zasada, zastosowana
bezpoérednio do naszego Wszechd§wiata, prowadzi jednak natychmiast

do tzw. paradoksu Olbersa. Jest on formulowany w dwéch wersjach:
fotometrycznej i grawitacyjnej (zwanej tez grawitacyjnym paradoksem
Seeligera).

Wersja fotometryczna méwi, ze skoro na mocy zasady kopernikowskiej
gestodé przestrzenna gwiazd jest wszedzie drednio taka sama, to cale
niebo powinno éwiecié nieskoriczenie jasno. WyobraZmy sobie bowiem
gwiazdy znajdujace sie w malym kacie brylowym dw w odleglodci od

nas zawartej miedzy r a r +dr. Ich liczba w tak okreélonym elemencie
objetodci jest proporcjonalna do r?drdw. Oéwietlenie na Ziemi dawane
przez kazda gwiazde jest proporcjonalne do r~2, zatem oéwietlenie
dawane przez gwiazdy z tego elementu objetodci od odleglodci juz nie
zalezy i jest proporcjonalne do drdw. Wynik sumowania (calkowania)

po nieskoriczonej objetodci Wszechdwiata jest wobec tego nieskoriczony.

W naszym rozumowaniu milczaco traktowalismy gwiazdy jak punkty.

W rzeczywistodci sa one widoczne jako wprawdzie bardzo mate, ale tarczki
i dlatego przy réwnomiernym wypelnieniu przestrzeni przez gwiazdy
patrzac w dowolnym kierunku powinniémy widzie¢ powierzchnie gwiazdy.
Oswietlenie na Ziemi byloby wtedy skoficzone, ale cale niebo powinno
dwieci¢ z jasnodcia powierzchniowa przecietnej gwiazdy. Tymczasem niebo
jest jednak czarne! Tu uwaga: nie oznacza to, ze z fragmentéw nieba
pomiedzy gwiazdami nie dociera zadne promieniowanie, a tylko, ze tego
promieniowania jest tak malo, Ze niebo widzimy tam jako czarne.

Odrzucenie zasady kopernikowskiej byloby z wielu powodéw niekorzystne
dla przyrodoznawstwa, dlatego od samego poczatku prébowano znaleié
sposdb na wybrniecie z tej sprzecznoéci. Taka préba byla np. hipoteza
Wszechdwiata hierarchicznego. Postulowalo sig mianowicie, Ze gwiazdy
grupuja, sie w galaktykach, galaktyki w gromadach galaktyk, gromady
galaktyk tworza zgrupowania wyzszego rzedu itd. W modelu takim
gestodé przestrzenna gwiazd obliczana dla coraz wiekszych obszaréw
bylaby coraz mniejsza, poniewaz w objetodci zawierajacej strukture
wyizszego rzedu zawsze bylyby zawarte gwiazdy o gestodci odpowiadajacej
gtrukturom poprzedniego rzedu plus préznia miedzy nimi. W rezultacie
dla Wazechdwiata nieskoriczonego gestodé gwiazd dagzylaby do zera,

a wigc niebo mogloby byé czarne. Problem grupowania sie galaktyk jest,
co prawda, do dzié istotny dla astronomii, ale fotometryczny paradoks
Olbersa stracil znaczenie, a przyczyna stalo sie odkrycie ucieczki galaktyk.
Mianowicie, nawet gdyby gwiazdy wypelnialy przestrzefi réwnomiernie,
wskutek ich dopplerowskiego poczerwienienia (obniZenia energii kwantéw
éwiatla) i ekspansji calego Wszechéwiata (obnizenia gestosci kwantéw)
odwietlenie dawane przez gwiazdy z odleglodci r spadaloby z jej wzrostem
gwaltowniej niz r—%. Sumowanie (calkowanie) oéwietlert ze wszystkich
odleglodci (do nieskoriczonodci) daloby wtedy wynik skoficzony, a wiec, byé
moze, niebo byloby czarne.

Wersja grawitacyjna paradoksu jest subtelniejsza, a trudnoéci s innego
typu. Gdyby mianowicie Wazechdéwiat mial byc nieskoficzony i réwno
wypelniony materia, to z kazdego kierunku powinni§my odczuwad

nieskoiiczone przyciaganie grawitacyjne. Tu mozina by powiedzied, Ze skoro

z kazdego kierunku, to nie ma problemu, bo wszystko si¢ znosi. Nie jest
to jednak takie proste, bowiem moglyby sie tak znosié oddzialywania
dowolnie silne, byle skoriczone, natomiast w ogéle nie wiadomo, czy —oo
i +00 moga, sie jakkolwiek kasowad. Na szczeédcie stalo sie to réwniez
nieistotne po odkryciu ekspansji Wszechéwiata oraz tego, Ze grawitacje,
tak naprawde, opisuje nie prawo Newtona, lecz réwnania Einateina.

Tomasz KWAST

Moszemy wigc z tatwodcia obliczyé

predkoéé, z jaka bedzie sie przesuwal éw
punkcik:
27 - 300000 kme,S 8> 12c.

A wiec predkodé éwiatla zostanie
przekroczona ponad 12 razy! Gdyby
wziaé ekran o jeszcze wiekszym promieniu
badZ obrécié laser z wigksza predkoscia,
to moglibydmy otrzymaé dowolnie duza
predkodé poruszania sie wietlnego punktu
po ekranie.

I wreszcie ostatni sposéb. Sposéb ten
bedzie najprostszy. Do zrozumienia jego
nie bedzie potrzeba Zadnych wiadomodci
z fizyki i dzigki temu bedzie tutaj
najbardziej widoczne, dlaczego nie
prowadzi on do sprzecznodci z teoria
wzglednosci.

Nieraz wystawy sa ozdabiane rurkami,
wewnatrz ktérych znajduja sie Zaréweczki
- jedna obok drugiej. Zaréweczki te po
kolei zapalaja si¢ i gasna, dzieki czemu
odnosimy wrazenie, jakby wewnatrz rurki
przesuwal sie §wietlny punkt.

Wyobrazmy wiec sobie nastepujace
doéwiadczenie. Ustawmy zaréweczki
jedna obok drugiej w odstepach 1 cm na
odcinku o dlugodci 1 000 000 km, przy
czym tak podobierajmy czasy zapalania sie
zardweczek, ze kolejna zaréweczka zapala
gie 0 10~ *! s pééniej niz poprzednia.
Poniewaz mamy akurat 10*' zaréweczek,
wiec ostatnia zapali sie o sekunde pézniej
niz pierwsza. Obserwator bedzie wiec
widzial punkt dwietlny, ktéry pokona
odleglodé miliona kilometréw w ciagu
jednej sekundy, a wiec ponad trzykrotnie
przekroczy predkodé dwiatla!

Ale czy to przeczy teorii wzglednodei?
Oczywidcie, Ze nie, gdyz poruszaniu si¢
dwietlnego punkcika tak naprawde nie
bedzie towarzyszy} zaden rzeczywisty ruch.
To jest tylko zludzenie. Zadna czastka,
zadna fala, Zadna informacja nie biegnie
wraz z tym punktem.

Teoria wzglednodci méwi, ze jedli

w punkcie A zaszlo jakied zjawisko,

to zaden efekt tego zjawiska, Zadna
informacja o nim nie dotrze do punktu B
z predkodcia wieksza niz c. A wiec nie
mozemy wystaé z punktu A do punktu B
zadnej czastki, Zadnej fali z predkodcia
wieksza niz c. Natomiast teoria
wzglednodcei nie eliminuje innych sposobéw
pokonania predkosci dwiatla, takich jak
choéby opisane w powyzszych przykladach.
I choé poza pierwszym przykladem (tym

z galaktyka) przekroczenie predkosci
gwiatla nastapilo naprawde, to jednak
uzasadnione wydaje si¢ nazwanie




tych sposobéw pozornymi, uznajac w ten Sprobuj wykryé bledy
spossh, de sekrocsenie predkoéci
;f?-iatl:'é ro:u:::::;":e, co _t'enetfrmin Robert HAJEASZ

oznacza w teorii wzglednoéci. L vasbam i 3 ie

Przeanalizujmy teraz powyisze cztery ( i) ¥ logy z7
sposoby — od ostatniego do pierwszego

- aby sie przekonaé, Ze rzeczywidcie nie

prowadza one do sprzecznoéci z teoria Rozwiazanie.

wzglednodci. Y

Ostatni sposéb juz przeanalizowalismy. Y={1%}
Przyklad poprzedni (ten z laserem) jest \
dokladnie tej same]j natury, co przyklad A
z zaréweczkami. Jedynie tylko to, ;
ze dodwiadczenie jest troche bardziej of “a \
skomplikowane, moze wywolaé wraienie, |

ko praykisd ten jest bardainj subtelny; Odpowiads: Dokdadnie jedno.

Przejdémy teraz do oméwienia przykladu
z faly elektromagnetyczna. Zastanédwmy i
- sie, czy to, ze predkodé fazowa fali jest (_) e %. gatem z; =

1

Tymczasem

wieksza niz c, rzeczywidcie oznacza, ge fala ;
porusza sie z predkodcia w1elu-!s-a‘ nig ¢, - (_l_,_) Sl A e e
to znaczy, czy fala ta przenosi informacje, 16 i 2 2
energie... z predkodcia wieksza niz c? Mozna dowiedé, ¢e dane réwnanie ma dokladnie trey rozwigzania:
Bledny byt wykres. Powinien on wygladaé tak:

:

4 1

-

14
Poniiszy rysunek pokazuje, Ze rzeczywista

predkoéé ,paczki falowej” moze by¢ (Y
mniejsza od predkodci fazowej. y={J_ )" \

o T U S

2. Dla jakiej wartodci parametru a uklad rédwnar
{ y—-z2=3
v?+z2=a
ma dokadnie jedno rozwigzanie?
Rozwiazanie.
I sposéb

Preypudémy, ge dla pewnej wartodci a uklad ma dokladnie jedno
rozwiazanie (z,y). Wtedy otrzymujemy nastepujace zdania prawdziwe

v +y=3+a,

2 -
Predkodé fazowa (predkodé straalki) moie by v ty-(3+a)=0.
znacznie wicksza od predkodei calej paczki Skoro jest tylko jedno (z,y), wigc jest tylko jedno y. A jegeli tak, to musi byé
falowej (predkodé kranyiyka). A =0, ceyli
Ot63, cala informacja, energia... porusza 1+4(3+a)=0,
sig z paczka falowa, a wiec prawdziwa Wt & 13
predkodé, z jaka porusza sie fala, 4
to predkosé calej paczki falowej, a ta jest Zatem wykazalismy, e jesli istnieje a, prey ktérym ukiad ma dokladnie jedno
juz zawsze nie wieksza niz c. Predkoéé ta rogwiazanie, to @ = —13/4. Innymi slowy, wykazalismy, e a = —13/4 to jedyny

kandydat na wartodé parametru a, prey ktérym uklad ma dokladnie jedno
rogwiazanie. Cgy kandydat ,przejdzie”, preekonujemy si¢ preez sprawdzenie.
Pozostal teraz juz tylko jeden paradoks do Podstawiajac a = —13/4 do réwnania y? + 22 = a dostajemy sprzecznosé.

wytlumaczenia — ten z galaktyka. Odpowieds: DIs iadiigj.

nazywa sie predkodcia grupows.




II sposéb

y-x*=3
10,3]
y2+x?;g

Aol oited

Odpowiedé: Dla a = 9. Wtedy jedynym rozwiazaniem jest para (0, 3).

1 sposéb jest bledny, II sposéb, jest poprawny. Blad w sposobie I pojawil sig,
gdy uznaliémy, e prey dokladnie jednym rozwiazaniu ukiadu musi byé A = 0.
Otég, nie musi. Istotnie, popatremy bowiem na rysunek. Widaé, ze uklad ma
dokladnie jedno rozwiazanie, a mianowicie (0,3), natomiast A # 0. No bo
oblicemy A.
v*+y-12=0,

A =49.
Wtedy y1 = —4, ya = 3, ale y; rostaje przes réwnanie y — z? = 3 odrzucone
i eostaje tylko y3.
3. Wiedzae, 2¢ a? + a + 1 = 0, oblicz a19%1 + Ii%?T‘

Rozwigzanie.
Mnoigc obie strony danej réwnodci preez a mamy a® + a? + a = 0, stad
a®=—(a’+a)=+1

\.—-\“—f

=1

I sposéb
alo9l 4 = (a®)%%%a? + L sl en =
alool (a8)583a2 al
2 2 A oY
= (a+1) =g (" "'1) —2= (-‘l) —2=-1.
a a a
Odpowiedé: —1.
II sposéb
1001 — [o3)3%2L i L ==
¢ +u1001_(a) 3 +F T =14+1=2.
Odpowiedé: 2.

Gdy ,rzece dzieje si¢ w zbiorze licgb rzeczywistych”, wtedy oba sposoby sg zle.
Nie ma bowiem takiego rzeczywistego a, te a®? + a + 1 = 0. Gdy ,rzecz dzieje
sie¢ w gbiorze liczb zespolonych”, wtedy I sposéb jest poprawny, II sposéb zad

jest gly. Zly dlatego, te weér (2*)! = z* obowiaguje, prey zespolonym z, dla k,!

catkowitych. Weémy np. k = 4, | = 1/4. Wtedy wzér si¢ ,psuje”. Istotnie
{i")* = i‘"}
L)
(i)t .
S—
1
Zatem 1 = 1. Sprezecznodé.

4. Oblicz lim wi_ﬂ

n—o0 n2
Rozwigzanie.
I sposéb
< 1+243+4... 1 2 3
PO o o s i RN P (__+_+ _+___+l) -
n—oo n? n—oo \n2 n2 n2 n

=0+4+0+0+...+0=0.

II sposéb

. 14243+...4n . (14 n)n 1 1 1

lim — = lim ——— =1 —_—t ===
n—co n? n—oo 2n2? n—co \ 2n 2 2
I sposdb jest bledny. II sposdb jest poprawny. W sposobie I zastosowalismy
twierdzenie o granicy sumy. Twierdzenie to wolno st-osowaé_tylko wtedy, gdy
sktadniki tej sumy sa zbiegne i liczba tych skladnikdéw jest stala. Tymczasem
u nas liczba ta roénie wraz 2 n.

Paradoks ten jest nieco innego rodzaju

niz trzy pozostale. Mianowicie, nie

mamy tutaj do czynienia z Zadnym
przekroczeniem predkodci éwiatla.

To, ze wydaje sie nam, i3 jaki$ oblok
porusza sie z predkodcia wieksza niz c,

jest po prostu zla interpretacja danych
doéwiadczalnych, Nie, nie twierdze, Ze to
wynika z niedokladnoéci pomiaréw. To jest
coé znacznie bardziej subtelnego.

Oczywidcie, nikt nie wie, jak to jest
naprawde. Istnieje jednak hipoteza
bardzo ladnie tlumaczaca obserwowanie
takich predkoéci. Wyobrazmy sobie,

#e obserwowany oblok porusza sie

z predkodcia 0,9 ¢ pod katem 2676 do
prostej laczacej nas z oblokiem.

Niech w chwili £ = 0 oblok znajduje

sie w punkcie A. Wysyla on wéwczas

z tego punktu foton F; w nasza sirone.
W chwili £ = 1 rok oblok znajduje sie

w punkcie B. Wysyla on wéwczas z tego
punktu foton F2 w nasza strone.

¥

Otéz, z rysunku widaé, ze foton F
wyprzedza w ,pionie” foton F3 o 0,2 roku
éwietlnego, podczas gdy réinica ich
wspdlrzednych w poziomie wynosi 0,4 roku
éwietlnego.

Po uplywie milionéw lat, gdy fotony dotra
na Ziemie, najpierw dotrze foton F;,

a po uplywie 0,2 roku dotrze foton Fs.
Natomiast my bedziemy obserwowali,

e dotarly one z punktéw w przestrzeni
odleglych o 0,4 roku §wietlnego. Stad
otrzymamy predkodé poprzeczna, 2c,
podczas gdy tak naprawde jest ona réwna
»zaledwie” 0,4 c.




