Roswigzsanie sadania M 626.

. Wetawmy 0 po dowolnej cyfrze
dowolnej liceby = pierwszego ciagu
(wetawiamy tylko jedno zero).
Otrzymamy liczbe z drugiego ciagu.
Ta operacja sadaje wrajemnie
jednoznacang odpowiednicd¢ micdzy
cyframi pierwszego ciagu i zerami
drugiego.
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Roswigsanie sadania M 626. Mamy
Gk4+10 = Gk49o + Ak48 =
= dk+8 t Gk47 + Gkye + akpr =

Ak4s + k47 + k46 + Ag4ps + Akte =

ks t+ k47 + .ot @yt Ak =
=8 4+ ag43,

gdzie S = ag41 + ak4z + ... + Ckts.
Stad otrzymujemy

Gk4t = Ggpn +apyp7 < 5 <

< 5+ ag43 = @k410- Tym samym S
nie nalezy do ciagu Fibonacciego.
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Roswiasanie sadania M 6327.
Wybiersmy uklad wepélrzednych
o poczatku w frodku symetrii
wielofcianu W. Niech a bedszie
takim wektorem przesuniecia,
#e W' = W + a ma punkt wspélny
2z W. Biorac b€ W N W' otrzymujemy
wniosek, te b—a € W. Ze wazgledu
na symetrie W réwniez a — b e W,
a ze wigledu na wypuklodé W drodek &

b+ (a—b) a :
—————— = —, naleiza
2 2

do W. Korzystajac jeszncie ran

ia—Db, cayli

z wypuklodei, dla dowolnegoe punktu
¢ €W mamy

2 a 1
i=|-=4+ —--¢ W
! ( 3 ()E

Zauwazmy, ftec+a € W', ale

3d=¢+ a, & czego wynika, 2e ¢+ a
naleiy do obrazu jednokladnego W
[wrgledem poczatku ukladu) o skali 3.
Objetodé tego obrazu jest 27 razy
wieksza od objetodci W. Zatem
wszystkie obrazy W' wielodcianu W

w takich przesunieciach, &e przeciecie
W i W' jest niepuste, miesncan sig

w tym obrazie jednokladnym W. Stad,
jedli W, Wy, Wa, ..., W, maja rozlaczne
wnetrza, to n < 26 (bo objetodd
kaidego = tych wielodcianéw jest

taka sama). Liczby 26 ni¢ moina
smniejszyd, na co wskazuje przyklad

% szedcianem.

Miloéé i pierwiastek z minus jednosci

Dawno temu ludzie z warstwy, ktéra w Europie Wschodniej zwana jest inteligencja,
mieli chyba niestychanie wiele wolnego czasu. Zastanawiali si¢ nad wieloma

zupeinie niepraktycznymi problemami, a wéréd nich nad pytaniem, jakim pojeciom
przystuguje atrybut istnienia. Zastanawiali sie tak gleboko, Ze niejednokrotnie
zaczynali wypowiadaé poglady wrecz patologiczne. I tak np. George Berkeley uwazat,
iz wezystko, co postrzegamy, ztuda jeno byé moze i nie ma pewnosci, czy istnieje bez
postrzegajacego (a bylo to nie tak dawno temu, bo na poczatku XVII wieku). Ale i ci,
ktérzy nie watpili w istnienie deszczu, gdy ten lal im sie na glowe, i parasola, ktéry
chronit ich przed zamoczeniem, umieli zadawad sobie i innym pytania o istnienie, ktére
wprawialy w pomieszanie.

Nie prébujac dledzié rozwoju filozoficznego sporu sprébujmy odpowiedzied na pytanie

o istnienie milodci, pierwiastka z minus jednoéci, klasy robotniczej i, powiedzmy, zbioru.
Kazde z tych pojeé (wymienilem je w kolejnosei, w jakie] — chyba — pojawily sie na
dwiecie) ma obfita literature na swéj temat. Zadne z nich nie poddaje sie weryfikacji
eksperymentalnej. Istnienie kaidego z nich bylo zdecydowanie kwestionowane, choé
fakt, Ze sie o nich od czasu do czasu méwi, nie jest odbierany jako bredzenie.

Pierwiastek z minus jednosci (zeby zajaé si¢ caymé matematycznym) powstal z racji
rozwiagzywania réwnan stopnia trzeciego. Takie réwnania maja te przyjemna ceche,
e (jako nieparzystego stopnia) zawsze maja pierwiastek rzeczywisty. Nie zawsze
jednak istnieje algorytmiczna droga do tego pierwiastka, przebiegajaca w obrebie liczb
rzeczywistych (nie istnieje, gdy pilerwiastkéw rzeczywistych jest trzy — nazywa sie

to casus frreducibilis). Droga taka biegnie wtedy oplotkami, ktére zwa sie liczbami
zespolonymi, a prawie kaida z tych liczb jest blisko z omawianym pierwiastkiem

z minus jednodci spokrewniona. Cardano, jeden z twércéw algorytmu rozwiazywania
réwnani stopnia trzeciego, sytuacje opisywal bardzo klarownie: umyst nie jest
obowiazany trzyma¢ sie ziemi; moze on pozwolié sobie na hiperbole, gdzie (przebywajac
na niedosieznych dla profanéw wyzynach) rozwikla to, co na ziemi rozwiklane by¢ nie
moze, a potem (juz z wynikiem) na ziemie powrdci.

Istnienie liczb zespolonych kwestionowali nawet ci, ktérzy przyczyniali sie do

ich rozwoju. Np. Euler w Algebrze (1770), ktéra jest podrecznikiem teorii liczb
zespolonych, pisze: Pierwiastki kwadratowe z liczb ujemnych nie sq zerem, ani nie sq
ujemne, ant dodatnie. Stqd wynika, Ze pierwiastki te nie mogq sie znajdowaé wirdd
mozliwych liczb. W konsekwencyt sq to niemozliwe liczby. I tak dochodzimy do pojecia
liczb na ogdl zwanych urojonymi, albo wyobrazalnymi, dlategd ze isiniejg one tylko

w wyobrazns. Dla matematykéw liczby zespolone (a wéréd nich i pierwiastek z minus
jednodci) zaczely istnie¢ naprawde w 1799 roku, kiedy to Gauss (w swojej pracy
doktorskiej) udowodnit tzw. podstawowe twierdzenie algebry orzekajace, ze kaidy
wielomian o wspétczynnikach zespolonych ma zespolony pierwiastek — liczby o tak
pieknej wiasnodci byly zbyt pociagajace, aby nie istnieé. Pézniej, w latach 30.

XIX wieku Hamilton wskazal, jak méwié o liczbach zespolonych tak, by o zadnych
pierwiastkach z liczb ujemnych nie wspominaé.

Warto zwrécié uwage, Ze pytanie o istnienie moZna sensownie i bez klarownej
odpowiedzi odnieéé do wiekszodci pojeé matematyki. Czy faktycznie istnieje diugosdé
bez szerokodci, czyli linia (mniejsza juz o to: prosta czy nie)? A przeciez oczywistosé
jej istnienia jest tak wielka, Ze nawet filozof zastanowi sie chwile, czy wypada zadaé
pytanie o istnienie linii np. prostych.

Wiadnie, w tej oczywistosci miedci sie chyba jedyna sensowna odpowiedZ na pytanie
o istnienie réinych pojeé. Kartezjusz na pytanie o Boga odpowiedzial: Bdyg tstnieje,
bo nie mozna sobie wyobrazié, by bylo inaczej. Péiniej wyobragnia ludzka stala sie
istotnie wieksza i wszystko juz wyobrazié sobie bylo mozna. I wtedy stanelismy przed
koniecznodcia zdecydowania sie na opini¢ Pirandella: jest tak, jak nam si¢ zdaje.

A w ten, jakze sluszny sposdb, kaidy moze rozstrzygnaé problem, czy istnieje linia
prosta, mitodé, pierwiastek z minus jednodci, klasa robotnicza, zbiér, Bég i Bég wie
co jeszcze. Wymaga to jednak czegod, od czego nawet filozofowie czesto uciekaja

— podjecia na wilasna odpowiedzialnoéé decyzji jak, mianowicie, nam sie zdaje.
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