i przyspieszenia ziemskiego g. Zapytajmy
sie o okres wahai wahadla. Wielkodé

0 wymiarze czasu mozna dostaé tylko na
jeden sposéb

grnis,
g -

a wiec okres nie moze zaleie¢ od masy
wahadla, gdyz nie ma jak pozbyé
sie kilograméw! Oczywidcie, analiza
wymiarowa nie pozwala na znalezienie
bezwymiarowego wespélczynnika
proporcjonalnoéci w powyiszym wzorze.
Mozna go znalef¢ wykonujac, na prayklad,
pomiar okresu wahan dla wahadla
o zadanej dlugosci w miejscu o znanej
wartodci g. W ogélnoéci zalezy on od
poczatkowego kata odchylenia wahadla
(tez wielkodé bezwymiarowa, a wigc nie
poddajaca sig analizie wymiarowej).
Dla matych wahari wahadla wepélczynnik
ten wynosi 2.

Drugi przyklad, ktéry rozpatrzymy. jest
bardziej skomplikowany. Rozwaimy
problem oporu cieczy lepkiej dziatajacej
na plynacy statek. Jakie wielkodci
fizyczne moga mie¢ wplyw na gite oporu?
Intuicja (dodwiadczenie) podpowiada
nam, ze sila’oporu moze zalezeé od wielu
czynnikéw. Sprébujmy ograniczyé sie do
najwazniejszych (budujemy wiec model
matematyczny): sita oporu F (kg-m/s?),
predkosé statku v (m/s), rozmiary
statku | (m), wspdlczynnik lepkodci cieczy
4 (kg/(ms)), gestosé cieczy p (kg/m?),
przyspieszenie ziemskie g (m/s?).

W nawiasach podaliémy wymiary
(jednostki). W naszych rozwazaniach
pominiemy napiecie powierzchniowe
cieczy, predkosé wiatru, wielkodé fal

na powierzchni cieczy itp. Oznacza lo,
ze oftrzymane wyniki nie beda stosowad
sie do ruchu owaddéw élizgajacych sie

po powierzchni cieczy, zagléwek, ruchu
statkéw w czasie silnych sztorméw itp.
Pomijamy tez detale budowy statku
wprowadzajac tylko jeden paramefr
charakteryzujacy jego rozmiary,

to znaczy naszym statkiem bedzie kula

o promieniu [.

Ruch cieczy lepkiej opisywany jest
réwnaniami Naviera-Stokesa, ktérych

w ogdlnym przypadku nie potrafimy
rozwiazaé. Zastosujmy wiec analize
wymiarowa. Mamy do dyspozycji szedé
wielkodci: F, I, p, p, g 1 v. Moze warto
wyttumaczyé, dlaczego nie rozpatrujemy
magy statku jako niezaleznej wielkodci
fizycznej. Otd3, zgodnie z prawem
Archimedesa maga statku jest réwna masie
wyparte] cieczy, a to z kolei jest rzedu pl®.

Krok po kroku
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ZADANIE. Niech P bedzie dowolnym punktem wewnatrz

tréjkata ABC. Wykazaé, ze co najmniej jeden z katéw PAB, PBC,
PC A jest mniejszy lub réwny 30°.

Zanim udowodnimy to twierdzenie, rozwiazmy kilka zadaii.

Zadanie 1. Punkt B jest érodkiem odcinka AC, punkt C jest
érodkiem okregu o promieniu BC. Prosta k przechodsi przez

punkt A i jest styczna do tego okregu w punkcie D. Znalegé
rozwartosé kata DAC.

(Zadanie to pochodzi z egzaminu wstepnego do klasy matematycznej
IX LO im. K. Hoffmanowej w Warszawie z 1989 r.)

Rozwigzanie. Narysujmy
okrag o o érodku w punkcie B
i promieniu BC. Poniewaz
tréjkat ADC jest prostokatny,
a AB = BC, wiec okrag o
przechodzi przez punkty A, C,
D. A zatem BD = BC =CD,
skad wynika, ze tréjkat BCD
jest réwnoboczny. A wiec
(DAC =90° — LBCD = 90° — 60° = 30°.

Zadanie 2. Dany jest taki tréjkat ACD, ze AC = 2CD. Wykazad,
ze LCAD < 30°.

Rozwigzanie. Oznaczmy
przez a kat DAC. Narysujmy
okrag o o srodku w punkcie C
i promieniu CD. Niech B
bedzie punktem przeciecia
odcinka AC z okregiem o.
Poniewaz AC = 2C D, wiec
AB = BC. Niech AD' bedzie
styczna do okregu o, gdzie D'
jest takim punktem okregu o,
ze pélproste AD' i AD leza po
tej same]j stronie prostej AC.
Wéwczas na mocy zadania 1 mamy o = ZCAD < LCAD' = 30°.

Zadanie 3. Niech k bedzie styczna do okregu o w punkcie A,

AC zaé dowolna cieciwa tego okregu. Dowiedé, ze kat ostry miedzy
styczna k a cieciwa AC jest réwny katowi ABC, gdzie B jest
dowolnym punktem wiekszego z tukéw AC okregu o. (W przypadku,
gdy AC jest érednica okregu o, nie ma czego dowodzi¢.)

Rozwiazanie. Niech AB' =
bedzie érednica okregu o.
Prosta B'C przecina
styczna k w punkcie D.
Tréjkaty ADC i B'DA sa \ o
podobne (LADC = LADB',
LB'AD = £ ACD), wiec o
LCAD = LAB'C = LABC. . '




Zadanie 4. Dowied¢, ze wewnatrz dowolnego tréjkata ABC istnieje
taki punkt P, ze ZPAB = (PBC = £PCA.

Rozwiazanie. Narysujmy
okrag oy, ktéry przechodzi
przez punkt A i jest styczny
do prostej BC' w punkcie B
oraz okrag oz przechodzacy
przez punkt B i styczny do
prostej AC' w punkcie C.
Okrag op przechodzi przez
dwa réine punkty prostej BC,
wiec nie moze byé do niej
styczny, a zatem nie moze

tez byd styczny do okregu o;.
Tak wiec 05 i 05 oprécz
wspélnego punktu B maja
Jjeszcze jeden wspdlny punkt.
Nazwijmy go P. Korzystajac
z zadania 3 wnosimy,

ze L/PAB = /PBC = /PCA.
Nalezy jeszcze udowodnié, ze P
lezy wewnatrz tréjkata ABC.

W tym celu narysujmy jeszcze okrag o3 styczny do prostej AB

w punkcie A i przechodzacy przez punkt C. Okrag os przechodszi
réwniez przez punkt P (zadanie 3). Zatem P jest punktem
wspdlnym trzech okregéw oy, 0z, 03. Okrag o; lezy w calodci po tej
samej stronie prostej BC co punkt A, o; lezy w calodci po tej samej
stronie prostej] AC co punkt B, o3 za$ leiy w calodci po tej samej
stronie prostej AB co punkt C. Tak wiec punkt wspélny okregéw
0y, 02, 03 musi naleze¢ do czesci wspélnej tych trzech pélplaszczyzn,
czyli do wnetrza tréjkata ABC.

Zadanie 5.

Niech P bedzie takim punktem wewnatrz tréjkata réwnoramiennego
ABC (AC = BC), ze LPAB = (PBC = LPCA = a. Wykazaé,

ze a < 30°.

Rozwigzanie. Opiszmy

okrag o na tréjkacie ABP.
Poniewas tréjkat ABC

Jest réwnoramienny oraz

LPAB = (PBC, wiec

LPAC = (PBA. A zatem
okrag o jest styczny

do prostych AC i BC
odpowiednio w punktach A

i B (zadanie 3). Niech D

bedzie punktem przeciecia
prostej C' P z okregiem o,

przy czym D # P. Wéwczas
LACP=/PAB= /PDB. Tak
wiec prosta AC jest réwnolegla
do prostej BD. Niech C' bedzie
takim punktem prostej AC,

ze AC = AC'iC # C".
Symetralna odcinka C'C' przechodzi przez punkt A, jest
frednica okregu o oraz symetralna odcinka BD, z czego
wynika, se AC' = C'D. A zatem tréjkat CDC' jest takim
tréjkatem, w ktérym 2C'D = CC’, skad na mocy zadania 2
a=LPCA=/LC'CD < 30°.

Zauwazimy, ze mamy jedynie trzy
podstawowe jednostki: kilogram,

metr i sekunde, w ktérych mierzy sie
szedt wielkodei. A wiec jedynie trzy
bezwymiarowe ich kombinacje moga by¢
niezalezne. Wybierzmy je w nastepujacy
sposéb:

F

D=

T opv22!

Np = LA

lg
Oczywidcie, dowolna ich kombinacja
tez jest bezwymiarowa, ale wybralismy
je tak, gdyz kazda z nich wiaze sie
z inna cecha badanego problemu. Stala
Reynoldsa R zwiazana jest z lepkodcis,
cieczy p, stala Froude’a Np wiaze
sity bezwladnosci (~ mv?/l) z sitami
ciezkodci (~ mg) w przeplywie cieczy.
Charakteryzuje, na przyklad, fale
i zawirowania na powierzchni cieczy
spowodowane ruchem statku. W koricu
wapblczynnik oporu czolowego Cp nie
zalezy ani od u, ani od g.

Analiza wymiarowa méwi nam,
ze bezwymiarowy wspélczynnik oporu
czolowego Cp musi byé pewng funkcja
dwéch pozostalych bezwymiarowych
wielkodci, to znaczy

Cp = f(R, Nr).
Zalézmy w koficu, ze efekt fal tworzonych
na powierzchni cieczy przez plynacy
statek jest zaniedbywalny (kraficowym
praykiadem bedzie okret podwodny).
Wéwezas stala g, odpowiedzialna za fale na
wodzie, nie powinna wejéé do rozwiazania,
a wiec stala Froude’a w powyzszym
wzorze moze byé pominieta. W jezyku
wyjsciowych wielkogci wymiarowych
dostajemy wiec ostateczny wzér na site
oporu
(%) F = pv* P f(vip/p).
W tym momencie mozna powiedziec:
no dobrze, ale przeciez nie znamy
funkeji f, wiec jaki jest pozytek
z otrzymanego wyniku? Zeby zrozumieé
korzyéé z naszych rozwazafi, zauwazmy,
ze jedli odlozyé na wykresie wartodé sily F
w zaleznodci od diugoéei [, to otraymamy
wiele réznych krzywych dla réznych
cieczy, z ktérych nic ciekawego nie da sie
odczytaé. Jedli natomiast odlozyé Cp
w zaleznodci od R, to wszystkie punkty
powinny ulozy¢ sie na jednej krzywej
dla réznych cieczy i réznych rozmiaréw
statkéw!




Na rysunku przedstawione sa wyniki
pomiaréw dla kul o réznych érednicach
poruszajacych sie w réznych cieczach.

2

Reynoldsa R
=}

1 10 100
wspotczynnik oporu czotowego Cp

Wepélczynnik oporu czolowego dla ruchu
kulki w zaleinodei od liczby Reynoldsa, Dane
ukladaja sie na jednej kraywej.

Dane rzeczywidcie ukladaja sie na jednej
krzywej dla R zmieniajacego sie o 7
rzedéw wielkodci. Tego typu krzywa
nosi nazwe krzywej skalowania. Znamy
ja z wynikéw pomiaréw. Zauwaimy,
e znalezione prawo skalowania (*)
pozwala wyciagnaé wnioski o ruchu
wielkich statkéw (! — o) z zachowania
sie malych statkédw poruszajacych sie
z duzymi predkodciami (v — oo), gdyi
oba graniczne przypadki opisane 83 ta
sama funkcja f(R). Sciéle méwiac, nie
jest to prawda, gdyz dla bardzo duzych
predkodci statkéw nalezy uwzglednié nowe
parametry, na przyklad predkosé diwieku
w cieczy, zjawiska termiczne spowodowane
tarciem itp. Powyisza obserwacja jest
podstawa, teorii modelowania, tak wainej
przy projektowaniu statkéw, samolotéw,
dugych budowli itp. z uiyciem tuneli
aerodynamicznych. Zauwazmy tez,
ze z przedstawionego przez nas prawa
skalowania wynika, ze stosunek sily oporu
do masy statku maleje ze wzrostem jego
rozmiaréw liniowych, gdyz

P

—_— =,

m I

Zadanie 8. Niech P bedzie takim punktem wewnatrz tréjkata
réwnoramiennego ABC (AC = BC), ie /PAB = /PBC = o > 30°.
Udowodnié, ze f§ = LPCA < 30°.

Rozwigzanie. Zadanie to jest
natychmiastowym wnioskiem

z zadania 5. A mianowicie:
niech P’ bedzie takim punktem
wewnatrz tréjkata ABC,

ze LP'AB=/P'BC = (P'CA
(zadanie 4). Wéwczas aby

a > 30°, punkt P musi lezeé na
krétszym z lukéw AP’ danego
okregu (zadanie 5). A zatem |
B=(PCA< tP'CA<30° |

Zadanie 7. Niech P bedzie takim punktem wewnatrz dowolnego
tréjkata ABC, ze /ZPAB = (PBC = /PCA = a. Dowieé¢,

ze a < 30°.

Rozwiazanie. Opiszmy

okrag na tréjkacie ABP. Jest
on styczny do prostej BC

w punkcie B (zadanie 3).

Przez punkt C poprowadimy
styczna CD w punkcie D
réznym od B. Zalézmy,

ze a > 30°. Tréjkat DBC

jest réwnoramienny

(DC = BC), ponadto
a=/(PBC=(PAB=(PDB.
A zatem = LDCP < 30°
(zadanie 6). Z drugiej

zas strony f > a > 30°.
Uzyskana sprzecznoéé dowodzi,
ze a < 30°.

W tym momencie zaproponowane na poczatku ZADANIE
rozwiazuje sie nieomal samo. A mianowicie:

Przez P' oznaczmy taki
punkt wewnatrz dowolnego
tréjkata ABC, ze /P'AB =
={({P'BC = (P'CA=a < 30°
A zatem jesli punkt P lezy
wewnatrz (lub na obwodzie)
ktéregos z tréjkatéw ABP',
BCP', CAP', to odpowiednio
ktéryé z katéw PAB, PBC,
PC A jest mniejszy lub réwny
@, czyli tym samym mniejszy
lub réwny 30°.




