V=44

Czoléwka ligi zadaniowej
Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwiaran
radafd 219 (WT=3,562) i 220 (WT=1,67)
z numeru 4/1991

Pawel Kubit — Krosno 43,17
Kreysstof Tawlstawskl - Warszawa 43,82
Tomass Wietecha - Tarnéw 3T .48

Termin nadsylania rozwiazan:
30 VI 1992

Klub 44

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydzialu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakeji Delty

Skrét regulaminu

Kaidy moie nadsylad rozwiazania zadafl z numeru n w terminie do koiica miesiaca

n + 3. Szkice rozwiazafi ramieszczamy w numerze n + 4. Moina nadsylaé rozwiazania
czterech, trzech, dwéch lub jednego zadania (kaide na oddzielnej kartce), moina to robié

co miesiac lub 2 dowolnymi przerwami. Rozwiazania zsadafd z matematyki i z fizyki naleiy
przesylad w oddzielnych kopertach, umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub
Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali od 0 do 1 2z dokladnodcia do 0,1. Ocene mnoiymy
przez wapbSlczynnik trudnodci danego zadania: WT = 4 — 35/N, gdzie § oznacza sume

ocen za rozwiazania tego zadania, a N - licsbe o8éb, ktdre nadeslaly rozswiazanie choéby
jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F) - i tyle punktéw otrzymuje
nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktd4w, w dowolnym czasie i w ktdrejkolwiek z dwéch
konkurencji (M lub F}, zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyika punktéw jest zaliczana
do ponownego udzialu. Trzykrotne czlonkostwo — to tytul Weterana.

Szczegdlowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/1992.

Zadania z matematykinr 237, 238

Redaguje Marcin E. KUCZMA

287. Wyznaczyé wszystkie cawérki dodatnich liczb calkowitych (z,y, 4, v) spelniajace
réwnanie z*7* + y = z*y".

2388. Wykazaé zbieinoéé i znalesé granice ciagu (3,) danego wzorem rekuren;:yjnym:
ag = 44, Q41 = 2174 dlan >1.

Zadanie 238 zaproponowal pan Dariusz Laskowski z Troszyna (woj. szczecifiskie).

Rozwiazania zadafi z numern 11/1991

Przypominamy treéé zadan:

229. Dany jest czworadcian OABC oraz tréjkat KLM o wierzcholkach K € OA, L € OB,

M € OC. Dowiedé, e jeteli na kaidym z czworokatéw ABLK i ACMK moina opisaé okrag,
to réwniei na czworokacie BOML moéna opisaé okrag.

280. Dla funkcji ciaglej f: R — R rozwazamy warunki:

(1) Istnieja réine liczby a, b, ¢, takie 3e f{a) = b, f(b) = ¢, f(e) = a.

(2) Istnieja réizne liczby t, u, v, w, takie e f(t) = u, f(u) =v, f(v) =w, f(w) =t
Udowodnié, ge (1) = (2) oraz daé preyklad pokaszujacy, te (2) ## (1).

229. Na czworodcianie K ABC opisujemy sfere. Przecina ona plaszczyzny OAB i OAC wedlug
okregéw opisanych na tréjkatach KAB i KAC, rawierajacych (odpowiednio) punkty L i M.
Waepdlplaszczyznowe punkty B, C, M, L leia na rozwaganej sferge, a wiec legg na wspdlnym
okregu.

230. Dowdéd implikacji (1) = (2). Weémy pod uwage funkeje g(z) = f(f(z)) i h(z) = g(a(z)).
Oczywiscie, g(a) = ¢, g(b) = a, g(¢c) = b. Bes straty ogélnodci moina przyjaé, ze a jest
najmniejszg & liceb a, b, c.

Preypadek I. a < b < ¢. Oznaczmy: p(z) = g(z) — z, ¥(z) = h(z) — z. Niech d

bedeie najmniejseg licebg w prredziale (a;d), taka ke p(d) = 0 (taka liczba istnieje,

bo p(a) =e¢—a > 0, p(b) = a — b < 0). Dalej, niech e bedzie najmniejszg liczbg

w przedziale (a; d), dla ktérej g(e) = b (istnieje, bo g(a) = ¢ > b, g(d) = d < b). Poniewas
¥(a) = g9(g(a)) —a=b—a >0, ¢¥(e) = g(g(e)) — ¢ = a — e < 0, znajdujemy w przedsiale (a;e)
takg liczbe ¢, ke ¥(t) = 0. Z okredlenia d wynika, ie @(t) # 0. A zatem h(t) = t # g(t).
Okredlamy: u = f(t), v = f(u) = g(t), w = f(v). Wéwezas f(w) = g(v) = h(t) = ¢; tak wigc

-cewoérka liceb (¢, u, v, w) spelnia wymagane réwnodci. Liczby ¢ i v s rééne (v = g(t) # t). Stad

{atwo wynika, e ¢, u, v, w 83 czterema réznymi licsbami.

Prezypadek II. a < ¢ < b. Rozumowanie jest podobne: okredlamy ¢ i ¢, jak w preypadku I;
okredlamy d jako najwigkseg licebe w przedziale (¢; b), dla ktérej (d) = 0, oraz okredlamy e
jako najwiekszg licebe w przedeiale (d;b), dla ktérej g(e) = ¢. W przedziale (e;b) enajdujemy
taky liczbe £, se ¥(t) = 0 i & okredlenia d wnioskujemy, te @(t) # 0. Dokoriczenie rosgumowania,

jak w prezypadku I.

Preyklad pokazujacy, ge (2) # (1). Funkcja ciagla f(z) = { :f?z :::’ : g i;ﬁ
wiasnod¢, ge f(z) < 0dla z > 0oraz f(z) > 0dla z < 0. Nie istnieje wigc tréjka réinych
liczb a, b, ¢ spelniajaca warunki wymienione w { 1]. Natomiast warunek [2) jest spelniony

na preykiad dla czwérki {t,u,u,w) = (—%, g-, —%, §)

ma te
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Zadania z fizyki nr 135, 136
Redaguje Jerzy B. BROJAN

135. Elektrony maja w mechanice kwantowej wlasnodci falowe i moga, ulegaé
interferencji. Rysunek przedstawia schemat takiego interferometru. Wystepuja

w nim zwierciadla catkowicie odbijajace A i C (te role moga pelnié odpowiednie
krysztaly) i swierciadla pélprzepuszczalne B i D. Wiazka nierelatywistycznych

. (niezbyt s'xybkich) elektronéw o energii E pada na zwierciadlo D, skad czeéé wiazki

= 8 @I biegnie dalej droga DAB, a czeéé droga DCB. Na odcinkach pionowych energia
kinetyczna elektronéw zmienia si¢ w wyniku przejécia do obszaru o innym potencjale.
Za zwierciadlem B rozdzielone wiazki nakladaja sie, a obraz interferencyjny jest
=== u rejestrowany przez detektor. O ile prazkéw przesunie sig obraz interferencyjny, gdy
réznice potencjaléw zwiekszymy od zera do U?

@ ’ D [ 138. Gdy temperatura powietrza atmosferycznego szybko maleje w miare wzrostu
| ——l wysokosci, wystepuje intensywna konwekcja (pionowe ruchy mas powietrza), natomiast
gdy temperatura maleje powoli lub roénie, konwekcja nie wystepuje. Wyjaénié
Croléwka ligi zadaniowej przyczyne tej zaleznodci i obliczyé minimalny spadek temperatury suchego powietrza

Klub 44 F ) przy wazrodcie wysokosci o 100 m, dla ktérego jeszcze wystepuje konwekcja.
po uwzglednieniu ocen rozwiszan

radaf 121 (WT=2,20) i 122 (WT=1,15)

% numeru 8/1991 Rozwiazania zadati z fizyki z numeru 11/1991
Adam Slkorski — Lublin 36,71 "
Aleksander Borowski- Aleksandréw K. 17,33 Przypominamy tredé zadan:
Tomass Wietecha — Tarndw 12,132

127. Mamy 70 jednakowych ogniw 0 oporze wewnetrznym 1 1. Jak je naleiy polaczyé, aby
Niestety, liga traci uczestnikéw: w tej przez dolaczony do baterii opornik B poplynal jak najwickszy prad? Roszwaiyé dwa przypadki:
serii roswiazania przyslali tylko pan 2} B=1%
Sikoreki i pan Wietecha. b R=210

* 138, Ogrzewamy wod¢ od temperatury Ty do T na palniku gazowym lub grzejniku
elektrycznym. Uplyw ciepla z naczynia do otoczenia na jednostke czasu wynosi Py [zakladamy
+ dla uproszczenia, fe jest staly). Sprawnodé grzejnika, tzn. stosunek ciepla przekaranego
naczyniu do ciepla wydzielonego przes grzejnik jest funkeja mocy P grzejnika

W(P)=a-bP,

gdzie a, b — dane stale dodatnie. Jak naleiy wybraé moc grzejnika, aby zuiyé najmniejsza ilodé
energii?

 127. Autor otrzymal w przypadku a) maksymalng wartodé pradu I = 4,1739 (w odpowiednich
jednostkach, wynikajacych z preyjecia jednostkowej sily elektromotorycznej ogniwa) dla baterii
skladajacej si¢ & dwéch zespoléw polaczonych szeregowo: pierwsey z dziewieciu polaczonych
réwnolegle zestawow po szedé ogniw szeregowo i drugi £ oémiu polaczonych réwnolegle
zeastawdw po dwa ogniwa sgeregowo. Identyczna wartodé pradu wystapi dla polaczonych

- réwnolegle szedciu zestawéw po deziewieé ogniw szeregowo i dwdch zestawdw po osiem ogniw
sgeregowo. W przypadku b) autor otrzymat prad I = 2,955 dla polaczonych réwnolegle
ceterech zestawéw po dwanasdcie ogniw szeregowo i dwéch zestawdw po jedenadcie ogniw
SEETegOWO.

P, Wekazéwka, jak szukac optymalnego obwodu, jest potraktowanie licsby polaczen
réwnoleglych z i szeregowych y jako emiennych ciaglych, tak e bateria ma sile
elektromotorycezng y i opér wewnetrzny %Rﬂ' (gdeie R, — opér wewnetrzny pojedynczego
ogniwa). Prad jest zatem réwny

4
=t
R+ IR,
% a jego maksymalng wartodéé prey warunku zy = N = const mozna znaleéé przesz
._ rogniczkowanie, Otrzymuje si¢ z = 1/ %ﬂ-, V= %g, Nie beda to jednak na ogdl liceby

calkowite, wigc nie obejdzie si¢ bez ,kombinowania”.

} 128. Ogznaczmy czas ogrzewania prezez £. W ciggu tego czasu doplyw ciepla z grzejnika do
naczynia jest réwny PW (P)t, odplyw ead Pyt. Doplyw netto [PW (P) — P,|t przyréwnujemy
W do wyrazenia AT, gdeie AT = T — T, — preyrost temperatury, 2 ¥ — pojemnoéé cieplna
_ haczynia wraz z zawartodcig, t2n. T = Myady * Cwody + Maacaynia * Cnacsynia- Stad wynika
réwnanie

[PW(P) — Pu)t = »AT .
. Zugycie energii jest dane wyraZeniem
X »PAT
PW(P)-P,’
Szukajac minimum ze wzgledu na P otreymujemy réwnanie

P, = —P?W'(P) = bP?,
ktérego rozwiazaniem jest P = 4 /P, /b. Wynik ten mogna bez trudu uogdlni¢ na przypadek,
gdy uplyw ciepla P, emienia si¢ zalegnie od temperatury.

E=Pt=
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