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Je8t to skr6t pracy nagrodzonej zlotym
medalem na Konkursie Uczniow8kich
Prac z Matematyki w 1991 roku.

FiZYCZnE nOWInHl

WEGLOWA PILKA
FUTBOLOWA

Natura bardzo lubi platac naukowcom figle.
O,;tatnim takim przypadkiem jest odkrycie
nowej klasy niezwykle symetrycznychi
pustych ·+1 ~rodku czasteczek wegla zwanych
fullerenami. Nazwa ta pochodzi od nazwiska
amerykanskiego architekta Richarda
Buckminstera FulIera (1895-1983), kt6rego
azurowe konstrukcje kopulowe (jak na
przyklad pawilon USA na EXPO 57) weszly
juz do historii architektury. Przed kilku
laty okazalo sie, zew odpowiednich
·.,';arunkach termicznych przy laserowym
oclparowywaniu grafitu w atmosferze helu
p:.·..••-staja czasteczki wegla przYJXlminaJace
o-,.•.e kopuly FulIera. Najlepiej zbadana
sposród nich jest zbudowana z szesciokatówl
pieciokató'\'; foremnych czasteczka ·....•.·egla
C60' idealnie w ksztalcie pilki futbolowej o
trednicy 7A. Poza czasteczka. C60 otrzymano
Jeszcze irlne fullereny, jak np. C70 o
ksc:talcie pilki do rugby i szereg wiekszych
~40. CS40 czy ~60' Wlasnosci chemiczne i
fizyczne nowych czasteczek zaczeto badac
dopiero w~ 1990 roku }Xl otrzymaniu Ichw
"".nekszych il'Jsciach przez grupe fizykóv'l"
pracujacych v; USA (Umuerslty ol Arizona)
i RFN (Instytut Mal<a P~;:.nckav;
Heidelbergu) Ze "l"I"zgleduna wystepo ....•..anie w
tullerenach piecioczlonowych pierscieni wegla
pvla.czc,nych z pierscieniami
sc:etcioc.zlonowyml Ich wlasnoscI chemIczne
przypomInaja nieco zwiazkI organiczne
nazywane aron),atycznyrm. NIezwykle
interesujace okazaly SIe za to Ich wlasnoscI
fIzyczne. Fullereny C60 krystalizuja. tworzac
strukture l~egularna plasko centrowana o
stalej ~lecl równej 14,2A. Otrzyn),ane zólte
krysztalki tworza pólprzewodmk molekularny
o przerWIe energetycznej wynoszacej okolo
2 eV. Jest to nowa, nie znana dotychczas
pastaL alotropowa wegla. Jezeli wolne
rniejsca pan),iedzy pilkami weglowymi
wypelnin1Y atoniami potasu, wówczas
atrzynluJemy pierwszy w pelm
trójwymiarowy metal molekulal-ny o wzorze
chen"iicznym K3C60. Metal ten okazal sie
nadprzewodnikiem o temperaturze
krytycznej wynoszacej 18 K. Fakt ten
wywolal zrozulniale zainte)"esowaniei dalsze
poszukiwania. Po zastapieniu potasu lnnYlni
nletalalni udalo sie ostatnio podniesc
temperatur" krytyczna do 43 K. WrÓCmy
Jednak do z""i"zku z potasem. Dalsze
lXlwiekszanie ilOSCi tego pierwiastka prowadzi
do nowej substancji o W20rze chemicznym
K6C60 i odmiennej strukturze krystalicznej.
Sa to krysztaly regularne, przestrzennie
centrowane o stalej sieci wynoszacej11,4 A.
Pilka -weglowa umieszczonaw srodku
kazdego z szescian6w otoczona jest 24
atomami potasu. Krysztal K6C60jest zn6w
pólprzewodnikiem o przerwie energetycznej
010010 1 eV. W przeciwienstwie jednak do
krystalicznego C60jest on materialem silnie
jonowym, w którym czasteczka C60 wiaze 6
nadliczbowych elektron6w dostarczanych
pI-zez otaczajace atomy potasu. Intensywne
badania fulleren6w i ich zwiazków trwaja
obecnie w wielu laooratoriach swiata i w
kazdej chwili mozemy oczekiwac nowych
zaskakujacych rezultatów.

Przypomnijmy jedno z zadan zeszlorocznej Olimpia.dy Matematycznej.
Znalezc najwieksza liczbe naturalna n o tej wlasnosci, ze istnieje(n + 1) takich
wieloscianów wllPulclychWO,WI, ... ,Wn,ze

(1) Wk jest obrazem Wo przy pewnym przesunieciu (dla k= 1,2, ... ,n).
(2) Jes?i k=I- l, to Wk iWI maja rozlaczne wnetrza.
(3) Wk iWo maja punkt wspólny dla k= 1,2, ... ,n.
(4) Wo ma srodek symetrii.

Rozwiazanie tego zadania znajduje sie w tym numerzeDelty (str. 16). Okazuje sie,
ze n = 26. Przykladem takiej sytuacji jest "Kostka Rubika".

Zauwazmy, ze rozwiazanie przenosi sie bez zmian na przypadek, gdyWo, WI, ... , Wnsa
dowolnymi, ograniczonymi, domknietymi brylami wypuklymi o niepustych wnetrzach.

Celem mojej pracy jest dow6d faktu, ze mimo odrzucenia wa.runku (4), nadal mamy
n = 26.. Zanim przejdziemy do dowodu, podamy dwa lematy. Ich dowody pomijamy.

Niech p bedzie wektorem. PrzezT(J bedziemy oznaczali przesuniecie o wektorp.

Lemat 1. Niech W bedzie ograniczona bryla wypukla o niepustym wnetrzu,
ci dowolnym wektorem dlugosci l. Wówczas istnieje takiep > 0, ze
(a) lxi> p => W i T",,,(W) nie maja punktów wspólnych.
(b) lxi < p => W i T",,,(W) maja wsp6lne punkty wewnetrzne.
(c) lxi = p => W i T",,, (W) maja punkty wspólne, ale wnetrza maja rozlaczne.

Lemat 2. Niech A i B beda ograniczonymi brylami wypuklymi o srodkach---+
symetrii PA i PB, B = T---l(A), M - srodek PAPB. Wówczas

PAPB

(A) A i B maja punkt wspólny<===? M E A i M E B ..
(B) A i B maja wspólny punkt wewnetrzny<===? M jest takim punktem.

Poniewaz dow6d naszego twierdzenia jest bardzo dlugi, wiec go tylko naszkicujemy
pokazujac glówne kroki w dowodzie.

~iech Wo,W1, ••• , Wn beda ograniczonymi i domknietymi brylami wypuklymi
) niepustych wnetrzach, spelniajacymi warunki (1) - (3). NiechPo bedzie dowolnym
punktem przestrzeni. PunktyPl, P2, ••• , Pn niech beda takie, zeWi = T--+(Wo) (ich

PoP;

istnienie wynika z (1)). Oznaczmy przez Gi zbi6r takich punktów X, zeWi ma punkt
wspólny zT--+(Wi), a przez Fi zbiór takich X-ów, zeWi i T--+(Wi) maja punktp·x p·x
wspólny, ale ;ozlaczne wnetrza. A oto glówne kroki w dowodzie:
I) Gi = T--+(Go), Fi = T--+(Fo).

POPi . POPi

2) Czescia wspólna kazdej prostej przechodzacej przezPi i zbioru Gi jest odcinek
niezerowej dlugosci o srodku wPi i koncach nalezacych doFi (wnetrze tego odcinka
nie zawiera punktów zFi). Krok 2) wynika z lematu l.
3) Gi i Fi sa srodkowo symetryczne. Ich wspólnym srodkiem symetrii jestPi.

4) Gi jest bryla wypukla, aFi jej brzegiem. (Korzystamy tu z wypuklosciWi.)
5) Wk ma punkt wspólny zWI <===? Pt E Gk (<===? Pk E Gl). Wk ma punkt wspólny
z wnetrzem WI <===? Pt nalezy do wnetrzaGk (<===? Pk nalezy do wnetrza Gl).

Niech Mi bedzie jednokladnym obrazem bryly Gi przy jednokladnosci o srodkuPi
i skali 1/2. Wiemy juz, zeMi sa ograniczonymi i domknietymi brylami wypuklymi
majacymi srodek symetrii wPi oraz Mi = T--+(Mo).

PoP;
6) Wi n Wj =I- 0 <===? Mi nMj =I- 0. Wi i Wj maja rozlaczne wnetrza<===? Mi i Mj
maja rozlaczne wnetrza. (W dowodzie wykorzystuje sie lemat 2.)

Wykazalismy wiec, ze dla dowolnego ukladu ograniczonych i domknietych
bryl wypuklych o niepustych wnetrzach:Wo, ••• , Wn, spelniajacych warunki
(1) - (3) istniej a bryly Mo, ... ,Mn spelniaj ace wszystkie warunki nalozone naWi,
a ponadto (4). A wiec sprowadzilismy problem do poprzedniego - znacznie prostszego
- zadania, z którego rozwiazania wynika, zen = 26.

Na koniec zauwazmy, ze warunek wypuklosciWo tez nie wydaje sie konieczny
(prawdopodobnie wystarczy spójnosc). Drugim ciekawym problemem zwiazanym
z moja praca byloby rozstrzygniecie, jakie bryly dajan = 26 (czy tylko
równoleglosciany?) i dokladniejsze oszacowanie liczbyn dla róznych klas wieloscianów
- chociazby dla czworoscianów.
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