27 zbiorow wypuklych bez srodka symetrii
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WEGLOWA PILKA
FUTBOLOWA

Natura bardzo lubi platac naukowcom figle
Ostatnum takim preypadkiern jest odkrycie
nowe] klasy niezwykle symetrycanych i
pustych w frodku cagsteczek wegla zwanych
fullerenarnu. Nazwa ta pochoda od nazwiska
amerykariskiego architekta Richarda
Buckrminstera Fullera (1895-1983), ktdrego
azurowe konstrukeje kopulowe (jak na
preyklad pawilon USA na EXPO 67) weszly
jug do historii architektury. Przed kilku
laty okazalo sig, z& w odpowiednich
warunkach termicanych pray laserowym
odparowywaniu grafitu w atmosferze helu
powstajs cegsteczki wegla preypominajace
owe kopuly Fullera Najlepie) zbadang
spofrad much jest zbudowana =z szefciokgtow 1
piecickatdw foremnych czasteczka wegla
Cen, idealmie w ksztalcie pilki futholowe) o
tredracy 74 Poza czasteczka Chp otrzymano
Jeszcse inne fullereny, jak np Cyy o
ksztalcie pulki do rughby 1 szereg wigkszych
Coqu. Coqp €2y Cggp. Wiasnosei chemiczne i
fizyczne nowych czgsteczek saczeto badac
dopierc w 1990 roku po otrzymaniu ich w
wigkszych ilotciach przez grups fizvkow
pracujacych w UZA (University of Arizona)
1 RFN (Instytut Maxa Plancka w
Hewdelbergu) Ze wegledu na wystepowanie w
fullerenach piecicczlonowych plericienn wegla
polaczonych = plerscieniami
szescioczlonowym ich wilasnotcr chermczne
prayporninajs nieco zwigzki organiczne
nazywane aromatycenymi Niezwykle
interesujace ckazaly sie za to ich wiasnoic
fizyezme Fullereny Cpg krystalizu)s tworzsc
strukture regularns plasko centrowans o
stale) siect rowne) 14,2 A Otrzymane zolte
krysstalki tworza pélprzewodmk molekularny
O przerwie energetyczne] wynoszgces] okolo
28V, Jest to nowa, me znana dotychczas
postad alotropowa wegla  Jezell wolne
migjsca pomigday pilkarm weglowymi
wypehumy atomami potasu, wowczas
otrzymujemy pierwszy w pelni
trojwyrmiarowy metal molekularny o wzarze
chemicznym KzCgp Metal ten ckazal zig
nadprzewodnikiem o temperaturze
krvtycene] wynoszacej 18 K. Fakt ten
wywolal zrozumiale zainteresowanie | dalsae
poszukiwama. Po zastgpieniu potasu mnymi
metalarmi udalo sig ostatnio podniesc
temperaturs krytyczna do 43 K Wroemy
Jednak do zwiazku z potasem. Dalsze
powiekszanie iofci tego pierwiastka prowada
do nowe) substancji o wzorze chemicznym
KgCqg 1 odmiennej strukturze krystaliczne]
S to krysztaly regularne, przestrzennie
centrowane o stale] sieci wynoszsgce] 11,44
Pilka weglowa umieszceona w frodku
kazdego z szefciandw otoczona jest 29
atomami potasu. Krysatal KgCgp jest znow

I8 O praerwie energetyczne)
okolo 1 eV. W przeciwienstwie jednak do
krystalicznego Cgq jest on materialem silnie
Jonowym, w ktdrym ceasteczka Cgp wisze B
nadhicgbowych elektrondw dostarczanych
przez otaceajace atomy potasu. Intensywne
badania fullerendw i ich awigzkéw trwajs
obecnie w wielu laboratoriach fwiata | w
kazdej chwill mazemy oczekiwad nowych
zaskakujacych rezultatow

Marcin KASPERSKI

Przypomnijmy jedno z zadan zeszlorocznej Olimpiady Matematycznej.
Znalezé najwickszq liczbe naturalng n o tej wlasnodcs, Ze istnieje (n + 1) takich
wielodciandw wypuklych Wo, Wy, ... ,W,, zZe

(1) Wy jest obrazem Wy przy pewnym przesuni¢ciu (dlak = 1,2,...,n).

(2) Jesli k # 1, to Wy i Wi majq rozligezne wnetrza.

(3) Wi i Wy majg punkt wspéiny dlak =1,2,...,n.

(4) Wo ma drodek aymetr.

Rozwiazanie tego zadania znajduje si¢ w tym numerze Delty (str. 16). Okazuje sie,
ze n = 26. Przykladem takiej sytuacji jest ,,Kostka Rubika”.

Zauwaimy, ze rozwiazanie przenosi si¢ bez zmian na przypadek, gdy Wo,W;,...,W, 83
dowolnymi, ograniczonymi, domknietymi brylami wypuklymi o niepustych wnetrzach.

Celem mojej pracy jest dowéd faktu, e mimo odrzucenia warunku (4), nadal mamy
n = 26.. Zanim przejdziemy do dowodu, podamy dwa lematy. Ich dowody pomuamy.
Niech § bedzie wektorem. Przez T- qussemy oznaczali przesunigcie o wektor B.

Lemat 1. Niech W bedzie ograniczona bryla wypukla o niepustym wnetrzu,
& dowolnym wektorem diugodci 1. Wéwczas istnieje takie p > 0, zZe

(a) |z| > p= W i T.5(W) nie maja punktéw wspélnych.

(b) |z| < p = W i T.5(W) maja wepblne punkty wewnetrzne.

(c) |z| = p = W i T.2(W) maja punkty wspélne, ale wnetrza maja rozlaczne.

Lemat 2. Niech A i B beda ograniczonymi brytami wypuklymi o érodkach
symetrii P4 i Pp, B = T_*{A) M - drodek P, Pp. Wéwczas

(A) Ai B maja punkt wspolny <> MecAiMEeB.
(B) A i B maja wspdlny punkt wewnetrzny <= M jest takim punktem

Poniewaz dowdd naszego twierdzenia jest bardzo dlugi, wiec go tylko naszkicujemy
pokazujac gléwne kroki w dowodzie.

Niech Wy ,W,,...,W, beda ograniczonymi i domknietymi brytami wypuklymi
' niepustych wnetrzach, speiniajacymi warunki (1) - (3). Niech P, bedzie dowolnym
punktem przestrzeni. Punkty Py, Ps,..., P, niech beda takie, ze W; = T (Wu) (ich

istnienie wynika z (1)). Oznaczmy przez G; zbiér takich punktéw X, ze W. 'ma punkt
wspélny z T_. (W), a przez F; zbiér takich X-6w, ze W; i T_}?(W;] maja punkt

wspblny, ale rozlaczne wnetrza. A oto gléwne kroki w dowodszie:

1).6y= T_.{Gu) F;= T,_.(Fo)

2) Czes::la. wspélna, ka.zdej proste} przechodzacej przez P; i zbioru G; jest odcinek
niezerowe]j dtugosci o §rodku w P; i koricach nalezacych do F; (wnetrze tego odcinka
nie zawiera punktéw z Fy). Krok 2) wynika z lematu 1.

3) Gi i F; 83 érodkowo symetryczne. Ich wspélnym érodkiem symetrii jest P;.

1) G jest bryla wypukla, a F; jej brzegiem. (Korzystamy tu z wypuklodci W;.)

5) Wi ma punkt wspélny z W; <= P; € Gi (<= P € Gi). Wi ma punkt wspélny
z wnetrzem Wi <=> P, nalezy do wnetrza G (<= P naleiy do wnetrza Gi).

Niech M; bedzie jednokladnym obrazem bryly G; przy jednokladnodci o érodku P;
i skali 1/2. Wiemy juz, ze M; sa ograniczonymi i domknigtymi brytami wypuktymi
majacymi érodek symetrii w P; oraz M; = T___+ (Ma).

) WinW; #£D <= M;NM; #0. W; i W; majarozh,czne wnetrza <> M; i M;
maja roz}a.csne wnetrza. (W dowodzie wykorzystuje sig lemat 2.)

Wykazaliémy wiec, Ze dla dowolnego ukladu ograniczonych i domknietych

bryt wypuklych o niepustych wnetrzach: Wy,...,W,, speiniajacych warunki

(1) — (3) istnieja bryly My,..., M, spelniajace wszystkie warunki nalozone na W;,

a ponadto (4). A wiec sprowadziliémy problem do poprzedniego — znacznie prostszego
- zadania, z ktérego rozwiazania wynika, ze n = 26.

Na koniec zauwazmy, e warunek wypuklodci Wy tez nie wydaje sie konieczny
(prawdopodobnie wystarczy spéjnoéé). Drugim ciekawym problemem zwiazanym

z moja praca byloby rozstrzygnigcie, jakie bryly daja n = 26 (czy tylko
réwnoleglodciany?) i dokladniejsze oszacowanie liczby n dla réznych klas wielodcianéw
- chociazby dla czworodciandw.
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