System reprezentantéw,
czyli rzecz o tlumaczach,
komisjach itp.

Przemystaw GRZEGORZEWSKI

Polska firma translatorska §wiadczaca uslugi w zakresie tlumaczes

kabinowych z polskiego na angielski, francuski, hiszpanski i niemiecki

otrzymata zlecenie na obsluge miedzynarodowej konferencii.

Kazda osoba zatrudniona w tej firmie zna co najmniej jeden jezyk
obcy. Interesuje nas odpowiedZ na pytanie, kiedy firma ta moze
przyjaé zlecenie, tzn. czy istnieje taki sposéb doborn tlumaczy,
ktérymi dysponuje firma, aby zapewniona byla jednoczesna obsluga
wymaganych jezykéw.

Rozpatrzmy inny przyklad, tzw. problem komisji. Otéz w pewnej
instytucji (np. sejmie) dziala kilka komisji, przy czym czlonkowie
owej instytucji (poslowie) moga nalezeé do kilku komisji
Jednoczesnie. Nasuwa sie pytanie, czy w tej sytuacji jest mozliwe
wybranie przewodniczacych kazdej komisji w taki sposéb, aby kaida
komisja miala innego przewodniczacego.

Te dwa przyklady sa ilustracja matematycznego problemu znanego
pod nazwa wyboru systemu reprezentantéw.

Weimy pod uwage ciag X,, X»,..., X,, podzbioréw pewnego
skoriczonego zbioru Z (podzbiory te sa, by¢ moze, réwne).
Systemem reprezentantéw dla ciagu X, Xs, ..., X,, nazywamy
taki ciag 71, 2, ..., Z, parami réznych elementéw, ze z; € X;
dla:=1,2,...,n. Szukamy odpowiedzi na pytanie, czy dla danego
ciagu zbioréw X, X»,..., X,, istnieje system reprezentantéw,
innymi slowy, czy z kazdego zbioru X; mozna wybraé po jednym
elemencie w taki sposéb, by byly one parami rézne. Jeszcze
inaczej, interesuje nas, czy istnieje taka réznowartoéciowa funkcja

Fi{1,2,..:5n)— U X, ze f(i) = z; € X;. System reprezentantéw
1=1
bedziemy oznaczali przez (z;,z2,...,z,).

Przeanalizujemy to zagadnienie na przykladzie wspomnianego na
wstepie problemu tlumaczen. Niech Z = {4, B, C, D} oznacza zbiér
zatrudnionych w firmie tlumaczy. Niech X; oznacza zbiér tych
0sb, ze zbioru Z, ktére znaja jezyk angielski, X5 tych, ktére znaja
francuski, X5 — hiszpanski, X, — niemiecki.

a) Zalézmy, e X; = {A, B,C, D}, X, = {A, D}, X5 = {C},

X4 = {C, D}. W tym przypadku, jak latwo zauwasy¢, (B, A, C, D)
jest poszukiwanym systemem reprezentantéw (w terminach naszego
przykladu osoba B powinna prowadzi¢ thumaczenie na jezyk
angielski, A —na francuski, C' - na hiszpanski, a D — na niemiecki).
Zatem dla danego ciagu zbioréw istnieje rozwiazanie i jest ono
jedyne (firma moze przyjaé zlecenie).

identyczne réwnanie rekurencyjne, jak
w przypadku krélikéw. Pozostaje okreslié
warunki poczatkowe: To = 2 (przyjmujemy
dziadkéw za O-pradziadkéw), T = 3

i jasne jest, Ze ogdlnie zachodzi po prostu
Tn =Fogs-

Problem 2.
Eify skaczqc po schodach czasams

przeskakujg po dwa achodki. Na tle sposobdw
moze elf wskoczyd na n schodéw?

Tym razem od razn poddamy sie
i zaczniemy rozumowanie indukcyjne.
Oznaczmy przez E, liczbe sposobéw,

za pomocy ktérych elf moze wskoczyé
na n schodéw. Aby wskoczyé na n-ty
achodek, elf musi to zrobié ze schodka
n—1lub n — 2. W zwiazku z tym

E. =E._\+ E._2. Zauwazajac jeszcze,
ie Ey =1, E; = 2 dostaniemy oczywista
odpowiedZ, ze E, = Fr4,.

Problem 3.
Ile jest eleganckich sposobdw posadzenia
igcznie n pani 1. pancw na podiuzne; fawte.
Eleganckich, czyli takich, aby zadne dwie
panie nie stedzialy obok siebie (interesujg
nas jedynie roine wzajemne rozmieszczenia
pari { pandw, to znaczy interesuje nas tylko,
kidre miejsca sq zajete przez panie, a ktdre
przez pancw).

Widagé, e jezeli mamy do dyspozycji
samych panéw, to mozemy ich posadzié¢ na
jeden sposéb. Jedna pania z n — 1 panami
mozna posadzié¢ na n sposobéw. Z dwiema
juz bedzie troche klopotu. Z trzema — tym
bardziej. Latwo zauwazyé, se pan nie moze
by¢ wiecej niz [n/2] ([z] — najmniejsza

liczba calkowita wieksza lub réwna z).

Rekurencja ze wzgledu na liczbe
paf przy ustalonym n jest trudna

do wyprowadzenia. Zastanéwmy sie
jednak, czy nie daloby sie przeprowadzié
rozumowania rekurencyjnego ze wzgledu
na n?

Oznaczmy przez S, liczbe takich
n-posadzen, se zadne dwie panie nie siedza
obok siebie i zalézmy, ze znamy S dla
wszystkich k < n. Zliczajac wszystkie
n-posadzenia musimy zdecydowad, czy na
n-tym miejscu bedzie siedziala pani, czy
tez pan. Jezeli pani, to na n — 1 miejscu
musi siedzie¢ pan, a na pierwszych n — 2
miejscach mozemy posadzié¢ dowolny

z Sn—2 ukladéw. Jezeli pan, o ze wzgledu
na to, ze pan na n-tym miejscu nie

czyni zadnego klopotu, widzimy, Ze na
pierwszych n — 1 miejscach mozemy uzyé
dowolny z S, ukladéw. Eacznie,




oczywiscie, znowu uzyskujemy
n = Sn—l + Sn—2. A poniewa'.i 31 =
i S: = 3, wiec 3,. = F;-H.z.

Jezeli Czytelnik odnidsl wragenie, Ze kaide
rozumowanie rekurencyjne daje w wyniku
liczby Fibonacciego, to pragne go uspokoié,
Ze nie jest az tak dobrze, Wystarczy nieco
zmienié kazdy z tych trzech probleméw
(np. dopuscié, aby elfy skakaly takie po
trzy schodki, albo rozwazyé posadzenia
przy okraglym stole), aby nie tylko
warunki poczatkowe, ale i same réwnania
wyszly inne.

Z liczbami Fibonacciego niewiele dzialo
sie przez pare wiekdéw i ofo francuski
astronom Jean Dominique Cassini (ten
od szczeliny w pierdcieniach Saturna)
udowodnilt w 1660 roku bodaj pierwsze
twierdzenie o liczbach Fibonacciego:

Fo_1Fnyy — F2=(-1)".
Tozsamodé Cassiniego byla podstawa

do skonstruowania ulubionego przez Lewisa
Carrolla paradoksu o rozcieciu kwadratu..

D &

Jezeli kwadrat o boku F,, = F,—y + Fn_2
jednostek (w oryginale Carrolla n = 6)
rozetniemy wzdiui zaznaczonych linii

i ulozymy z uzyskanych czesci ,prostokat”
— tak jak na rysunku, to zyskamy (dla

n parzystych) lub zgubimy (dla n
nieparzystych) jeden maly kwadracik.

W przyktadzie z rysunku pole kwadratu
wynosi F7 = 64, pole zaé ,prostokata”:
F; . Fs = 65, mimo i ,,prostokat”
zbudowali$my z tych samych figur. Rzecz
jasna, wyjadnienie tego paradoksu lezy

w tym, ze w wyniku podanej konstrukcji
katy A'BC' oraz A'OD' nie sa réwne.

W rzeczywistodci wiec ,,prostokat”

bedzie mial réwnoleglobokowa dziure

(o polu 1). A poniewaz, jak wynika

z tozsamosei Cassiniego, katy A'BC' oraz
A'OD' réinig sie bardzo niewiele, wiec ta
rownolegiobokowa dziura bedzie bardzo
waska — prakfycznie niezauwazalna.

b) Jednakze dla innego ciagu zbioréw (innego rozkladu znajomosci
jezykéw wéréd pracownikéw firmy), np. dla X, = {4, B,C, D}, -
X, = {D}, X5 = {C}, X4 = {C, D} nie istnieje system

reprezentantéw.

¢) Z kolei moze sie zdarzy¢, ze dla pewnego ciagu zbioréw

istnieje wiecej niz jeden system reprezentantéw. Na przyklad dla
X, = {B,C,D}, X; = {AJ‘D}I X3 = {C}: Xy = {A,C,D} mamy
dokladnie dwa systemy reprezentantéw: (B, A,C, D) i (B, D,C, A).

Widzimy wigc, e istnienie systemu reprezentantéw zalezy od ciagu

rozpatrywanych zbioréw. Warunki, jakie musi spelniaé 6w ciag, aby
istnial dlad system reprezentantéw, okreéla nastepujace twierdzenie
Philipa Halla.

Twierdzenie.
Na to, aby ciag zbioréw skoriczonych X, X3, ..., X,, mial system
reprezentantéw, potrzeba i wystarcza, aby dla kazdego zbioru
indekséw I C {1,2,...,n} spelniony byl nastepujacy warunek
(warunek Halla):

Ux

i€l
(1X| oznacza liczbe elementéw zbioru X).

2 |1

Zauwazmy, ze w sytuacji b), dla ktérej nie istnial system
reprezentantéw, warunek Halla nie byt spelniony, bo
leUXa UX4| = 2 = |{2,3,4}| =3

Naturalne staje si¢ obecnie pytanie o mozliwodé ewentualnych
uogdlnienn powyzszego twierdzenia. Otéz istnieje taka ,nieskoriczona”
wersja twierdzenia Halla, mianowicie:

Dowolna indeksowana rodzina zbioréw skoriczonych (X;)ier ma
system reprezentantéw wtedy i tylko wtedy, gdy kazda jej skoriczona
podrodzina (X;):cr, gdzie I jest skoriczonym podzbiorem T, spehia
warunek Halla.

Powyzsze twierdzenie przestaje, niestety, by¢ prawdziwe, gdy

choé jeden ze zbioréw X; jest nieskoriczony. Nie znamy takze
zadnych warunkéw koniecznych i dostatecznych na istnienie systemu
reprezentantéw dla dowolnej rodziny zbioréw.

Twierdzenie Halla okreélajac warunki istnienia systemu
reprezentantéw odpowiada w zasadzie na postawiony przez nas
problem. Jest to twierdzenie wazne, a zarazem piekne dzieki swojej
prostocie. Nie ma ono jednak wiekszego znaczenia z algorytmicznego
punktu widzenia, bowiem sprawdzenie warunku Halla wymaga
rozwazenia wszystkich 2" mozliwych podzbioréw zbioru indekséw
{1,2,...,n}. Twierdzenie to jest nieefektywne, tzn. méwi, przy
jakich zalozeniach istnieje system reprezentantéw, ale nie wskazuje
sposobu jego wyznaczenia. Najszybszym znanym algorytmem
konstruujacym system reprezentantéw dla danego ciagun zbioréw,

o ile taki system istnieje, jest algorytm Hopcrofta-Karpa. Problem
ten mozna réwniez rozwiazac sprowadzajac go do wyznaczenia
maksymalnego przeplywu zero-jedynkowego w odpowiedniej sieci
(zainteresowanych odsylam do literatury, tam tez mozna znalezé
dowody przytoczonych twierdzen).



Twierdzenie Halla ma jednakze znaczenie nie tylko poznawcze czy
estetyczne. Jest ono uzytecznym narzedziem wykorzystywanym
w dowodzeniu innych waznych twierdzei. Takim klasycznym
zastosowaniem uogélnionej wersji twierdzenia Halla jest dowdd
réwnolicznosci baz przestrzeni liniowej, ktéry zamiescimy na
zakoriczenie.

Twierdzenie. .

Niech L bedzie przestrzenia liniowa nad cialem K, a X i Y dwiema
bazami tej przestrzeni.

Bazy te sa réwnoliczne, tzn. | X| = |Y|.

Dowéd.

Kazdy wektor z € X ma przedstawienie (jednoznaczne) postaci
n
Y aiyi, gdzie y; € Y, a; € K, a; # 0. Oznacamy przez Y, te

‘welkt.ory z bazy Y, ktére wystepuja w rozwinieciu wektora z
wigledem bazy Y (tzn. Yz = {y1,¥2,...,yn}). Okazuje sie,

ze kazda skoriczona podrodzina rodziny zbioréw (Y..).ex spelnia
warunek Halla. Gdyby tak bowiem nie bylo, to mielibydmy

|Yz, UYz, U...UY,, | < k dla pewnego ciagu 2y, %2,..., Zk,

co oznaczaloby, ze kaidy spoéréd liniowo niezaleznych wektoréw

Z1, T2, .., Tk Wyraza sie jako kombinacja liniowa wektoréw ze
zbioru co najwyzej k — l-elementowego Y, UY,, U...UY,,, co jest,
oczywiscie, niemozliwe.

Istnieje zatem system reprezentantéw dla rodziny (Y;).ex, czyli
istnieje pewna réznowartoéciowa funkcja f : X — Y. Wobec symetrii
zagadnienia istnieje réwniez réznowartoéciowa funkcja g: ¥ — X.
Zatem na mocy twierdzenia Cantora-Bernsteina | X| = |Y|.

c.b.d.o.

Literatura:

W. Lipski, Kombinatoryka dla programistéw, WNT, Warszawa 1989.
W. Lipski, W. Marek, Analiza kombinatoryczna, PWN, Warszawa
1986. '

Moéwimy, ze dwa zbiory A i B sa réwnoliczne, jezell istnieje odwzorowanie
[+ A — B réiznowartoéciowe i na. A wiec kaidy punkt a zbioru A zostal
polaczony w pare z dokladnie jednym punktem f(a) zbioru B i kaidy
punkt b zbioru B zostal polaczony z dokladnie jednym punktem f=*(b)
zbioru A. Jezeli zbiory A i B sa skoficzone, to takie polaczenie w pary
jest motzliwe jedynie w przypadku, gdy zbiory A i B maja tyle samo
elementéw. A wiec pojecie réwnolicznodci jest uogdlnieniem pojecia réwnej
liczby elementéw na przypadek, gdy zbiory e3 dowolne — skoticzone lub
nieskoriczone.

Twierdzenie Cantora-Bernsteina brzmi tak:

Jedli zbiér A jest réwnoliczny z pewnym podzbiorem zbioru B, zbiér B
zad jest réwnoliczny z pewnym podzbiorem zbioru A, to zbiory A i B sq
réwnoliczne.

Intuicyjnie twierdzenie to jest cczywiste. Moina je bowiem — uiywajac
jeuyka obrazowego ~ przeformulowad tak:

Jedli zbidr A ma nie wigcej elementsw niz zbidr B, zbidr B zaf ma nie
wigcey elementdw niz zbidr A, to zbiory A ¢ B majq tyle samo elementéw.

Kolejng ciekawa wlasnodcia liczb
Fibonacciego jest istnienie granicy
lim Fp41/F,. Granica ta wynosi
n—oo

¢ = (V/5 + 1)/2, zbieinosé zas jest bardzo
gzybka. Liczba ¢ sama w sobie kryje wiele
tajemnic, m.in. wyraza tzw. zloty stosunek
dajacy mile dla oka proporcje ksztaltu
prostokata. Proporcja ta byla czesto
uiywana przez starozytnych artystéw.

Liczby Fibonacciego do dzié kryja w sobie
wiele wciaz odkrywanych faktéw. Ukazuje
gie nawet pismo Fibonacci Quarterly,

w ktérym co kwartal publikowane 83 nowe
wyniki dotyczace tych liczb. Zaskakujace,
ie dopiero w 1972 roku E. Zeckendorf
udowodnil nastepujaca ciekawa, a zarazem
elementarna wlasnodé liczb Fibonacciego:
Twierdzente. Kaida liczba naturalna n ma
jednoznaczne przedstawienie w postaci

n=Fp, +Fpy+...+ F,,

gdzie ki > ks> ... >k >0,

symbol zaé ¢ > j oznacza, e i > j+ 1.
(Ostatnia nieréwnoéé pozwala na uzywanie
tylko jednej jedynki: Fy.)

Innymi slowy — liczby Fibonacciego moga
sluzyé jako baza binarnego systemu
pozycyjnego. Rozwiniecie kaidej liczby n
bedzie w tym ukladzie takim ciagiem zer

i jedynek, ie zadne dwie jedynki nie beda
sasiadowaly, zad na { — 1 miejscu od prawej
wystapi jedynka wtedy i tylko wtedy,

gdy liczba F; wystepuje w rozwinieciu

# twierdzenia Zeckendorfa. Dla przykladu

50 = 34 + 13+ 3 = (10100100) .

Algorytm zamiany liczb na uklad
Fibonacciego jest prosty: naleiy do
rozkladu braé jak najwieksze liczby
Fibonacciego, na ktdre jest jeszcze miejsce.

Poniewaz kazda liczba Fibonacciego F,,

ma rozklad 100...000, wiec jest jasne,
n=32 ser

Ze musimy umieé zapisaé liczby mniejsze

od F, (lacznie z zerem jest ich F,) na

n — 2 pozycjach. Praypomnijmy sobie,

ile jest takich ciagéw zerojedynkowych

o n — 2 elementach, e Zadne dwie jedynki

nie wystepuja kolo siebie. Oczywidcie,

jest ich tyle, ile jest posadzefi pafi

(jedynek) i panéw (zer) na lawie przy

n — 2 nakryciach tak, aby zadne dwie

panie ze sobg nie sasiadowaly, czyli

wlagnie F,,. Wykazaliémy wiec, e na n — 2

pozycjach jest wystarczajaco duzo miejsca

do reprezentacji F, liczb za pomoca

weleganckich” ciagdéw zerojedynkowych.

Aby udowodnié¢ twierdzenie Zeckendorfa,

wystarczy wykazad, e po pierwsze




