Jak nie swiecg gwiazdy?

Tomasz KWAST

Gwiazdy, a wiec 1 Slorice, §wieca dzieki zachodzacym w ich
wnetrzach reakcjom termojadrowym. Kto o tym slyszal, tak sie
prawdopodobnie do tego faktu przyzwyczail, ze nie wyobraza sobie,
iz kiedy$§ mozna bylo przypuszczaé co innego. Zrozumiale byloby,
gdyby przed odkryciem przemian jadrowych astronomowie nie

mieli zadnego pogladu na przyczyny éwiecenia gwiazd. Tymczasem
rozwazane byly rézne hipotezy, moze naiwne z dzisiejszego punktu
widzenia, a odrzucenie przedostatniej — robiacej podéwczas wrazenie
catkiem dobrej — nastapilo dzieki osiagnigciom wcale nie astronoméw.

Aby méc zrozumieé, co dzieje sie na Sloricu, musimy wpierw zdoby¢
przekonanie, ze prawidlowo znamy jego odleglo$é od Ziemi; od tej
odleglosci wszystko dalej zalezy. Otéz znajac prawa ruchu planet
mozna uprawiaé mechanike nieba nie znajac zadnych odleglodci

— wystarczy znaé stosunki odleglosci. W mechanice nieba za
Jednostke odleglogei przyjmuje sie érednia odlegloéé Ziemi od Slorica
i nie trzeba sie troszczyé, ile to jest metréw. Jest to jednak wazne,
gdy chcemy poznaé fizyczne waruni&i na Stoficu. Wystarczy wiec
zmierzy¢ w metrach jakakolwiek odleglodé jakiejkolwiek planety

czy planetoidy od Ziemi — np. dzié radarowo. I tak nieco okreznymi
drogami stwierdzono, ze do Storica jest r = 1,5 x 10*! m — jest to
tzw. jednostka astronomiczna (j.a.). Promiefi Slorica otrzymujemy
juz natychmiast; wynosi on tyle, co iloczyn odleglodci i promienia
katowego tarczy Slofica. Wynik brzmi: R = 6,96 x 10% m.

Nastepny krok to zorientowanie sie, jaka jest moc i temperatura
Slorica. Potrzebny jest tu nastepny pomiar: ilosé energii
padajacej prostopadle na jednostke powierzchni Ziemi w ciagu
sekundy. Mniejsza o szczegély techniczne — pomiar tej tzw. stalej
slonecznej jest wykonalny rozmaitymi metodami i daje wynik
S =1,36 kW/m?. Iloé¢ energii przenikajacej przez sfere
o promieniu 1 j.a. jest réwna ilodci energii przenikajacej przesz
powlerzchnie Slonica, czyli przez sfere o promieniu R - jest to
bowiem ten sam strumien energii. Pelna moc Slofica wynosi wiec

L =4nr’8 = 3,82 x 10°° W,
a jego powierzchnia promieniuje z natezeniem

L
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Wreszcie temperature mamy z prawa Stefana-Boltzmanna,
gloszacego, ie ' = oT*, gdzie 0 = 5,67 x 108 W/m?K*. Latwo
wiec dostajemy temperature powierzchni Storica T = 5770 K.

W takiej temperaturze wszelkie substancje istnieja tylko w stanie
gazowym (no, chyba Ze rzecz si¢ dzieje na gwieZdzie neutronowej!),
a przyczyna tej temperatury, czyli Zrédlo energii moze, w zasadzie,
by¢ na powierzchni lnb we wnetrzu Slorica. Rozpatrzmy wpierw
pierwsza mogliwosé. Pomysl, ze Slofice moze jest plonaca bryla
wegla czy innego paliwa chemicznego, jest wrecz zenujacy. Skad
tlen w przestrzeni kosmiczne)? Gdzie produkty spalania? Ponadto
spalanie wegla nie daje tak wysokiej temperatury. Wreszcie
Cazytelnik sam moze obliczy¢, ze bryla wegla o masie Sloiica spalilaby
si¢ (gdyby plonela z moca L) w kilka tysiecy lat. A skad znamy
mase Slorica M = 1,989 x 10%° kg?

Liczby

Fibonacciego

Piotr CHRZASTOWSKI

Kiedy Leonardo Bonacci z Pizy, zwany
Fibonaccim, opublikowal w 1202 roku
swoja stynna ksiagzke Liber abaci stanowiaca,
kompendium z algebry na znakomitym
jak na éwczesng Europe poziomie, nie
przypuszczal zapewne, e liczby, ktdre
wprowadzit dla rozwiazania jednego

z zadafi, zostana nazwane jego imieniem.
Tym bardziej chyba nie przypuszczal,

ze blisko 800 lat pdiniej beda czesto
uzywane w informatyce, gdzie wystapia
przy analizie wielu algorytméw, a takie
przy konstrukeji efektywnych typéw
danych.

Oryginalne zadanie, ktére Fibonacci
rozwazal, dotyczylo rozmnazania

gig krélikéw. Chodzilo mianowicie

o okreélenie, ile par krélikéw bedzie liczyla
po 12 miesiagcach populacja zaczgta przez
jedna pare, przy zalozeniu, Ze po urodzeniu
kazda para krélikéw dojrzewa przez
pierwszy miesiac, a poczawszy od drugiego
wydaje na $wiat potomstwo co miesiac
(przyjmuje sig przy tym, e kaida para
jednorazowo plodsi jedna parg kréliczat).
Przy tych zalozeniach rozumowanie
Fibonacciego przebiegalo nastepujaco:

Pontewaz pierwsza para w pierwszym
miesigcu dage jako potomsiwo pare, wice

w tym miesiqeu bedg dwie pary; z nich jedna
para, a mianowicte pierwsza, rodzi réwniez
w nasiepnym miesigeu, wige w drugim
miesiqeu bedg 8 pary; z nich w nastepnym
miestqceu beda dawaly potomstwo dwie pary,
a wige w trzecim miesiqgeu urodzq sie jeszcze
dwse pary krolikéw 1 liczba par krédlikéw

w lym miesigeu osiggnie wartosé 5...

Dalej analogiczny wywéd clagnie sie ag
do dwunastego miesiaca, aby po kilku
dodawaniach dojéé do liczby 377, bedacej
koficowym wynikiem, Idea wywodu daje
sie stredcié¢ nastepujaco:

W pierwszym miesiacu mamy dwie pary,
w drugim — trzy. Cheac uzyskaé liczbe par
krélikéw w miesiacu n + 2 powinnigmy do
ich liczby z miesiaca n + 1 dodaé te, ktére
istnialy w miesiacu n i wydaly wlasnie na
§wiat kolejne (by¢ moze pierwsze) mlode.

Zaléimy, zgodnie 7 tradycja oznaczania
liczb Fibonacciego (a niezgodnie
2z oryginalem), Ze zaréwno pierwsza, jak




i druga liczba Fibonacciego sa jedynkami
(tak jak gdyby w pierwszym miesiacu
macierzysta para powstala, a w drugim
- jeszcze dojrzewala). Definiujemy zatem
F[ = 1, Fg = 1,

Faya=F; + Fn+'1 dla n>1.
Kolgjne liczby, uzyskane bezposrednio
z definicji, to

F1 Fy Fs Fy Fs F¢ Fr Fs Fo Fio Fiy F13 Fis...
1 1 2 8 5 8 13 21 34 55 B89 144 233...

Pomyst doprawdy ciekawy: zamiast
podaé wynik zadania, podaje sie jedynie
sposdb, w jaki kazdy moze do niego
dojéé. Czy mozna uznaé to zadanie za
rozwiazane?

Jeieli mamy ochote odrzucié tego typu
palgorytmiczne” rozwiazania, to zdajmy
sobie sprawe, e w wielu przypadkach
trudno jest inaczej zaatakowad problem,
niz w taki, rekurencyjny, sposéb, w jaki
zrobil to Fibonacci.

Przykladowo rozwaimy trzy takie
problemy:

Problem 1.
Ile pra-pra-...pra- dziadkéw i babé ma
S —

pazezeli truteri?

Trzeba, oczywidcie, wiedzieé, ze u pszczol
trutnie majg tylko matke — krélowa,
powstaja bez udzialu ojca, podczas gdy
krélowe maja juz dwoje rodzicéw — inna
krélows i trutnia. Drzewo genealogiczne
trutnia wyglada wiec tak:

? d‘ Q PRAPRADZIADKOWIE
O"T

PRADZIADKOWIE

DZIADKOWIE

MATKA

TRUTEH

Niech T, oznacza liczbe n-praprzodkéw.
Widzimy juz, Ze na poziomie pierwszych
pradziadkéw truteii ma dwie prababcie

i jednego pradziadka, lacznie troje;

pietro wyzej — na poziomie drugich
pradziadkéw — piecioro: trzy praprababcie
i dwéch prapradziadkéw. Ogdlnie

na poziomie n-tych pradziadkéw ma
doktadnie T,,—, n-prababé oraz T2
n-pradziadkéw — lacznie Ty, = Th-1 + Th-2
n-praprzodkéw. Otrzymali§my zatem

2 g
T—a = éLM’ gdzie T'
jest okresem obiegu Ziemi wokdl Slorica (czyli po prostu rokiem
gwiazdowym), a stala grawitacji G jest znana z pomiaréw
fizycznych. Tak wiec hipoteza ,,weglowa” prowadzi natychmiast do
wielu sprzecznosci; odrzucamy réwniez inna, zgodnie z ktéra energia
Slonica bylaby energia spadajacych na nie meteorytéw. Gdyby
bowiem meteoryty spadaly na Slofice z predkoscia rzedu predkosci
ucieczki v = \/2GM/R, to dla zapewnienia obserwowanej mocy

musialyby te meteoryty spadaé¢ w tempie

Oczywidcie, z trzeciego prawa Keplera:

Pod takim samym ostrzalem znajdowalaby si¢ tez Ziemia,

a musialoby na nia spadaé meteorytéw w przyblizeniu 10* razy
mniej, tyle razy bowiem powierzchnia Ziemi jest mniejsza od
powierzchni Slofica. Tymczasem szacuje sie, ze na Ziemie spada
okolo 10° kg materii meteorowej dziennie, czyli w przyblizeniu 1 kg/s
zamiast 2 X 10'!. Rozbieznosé zbyt wielka.

Zajmijmy sie wiec druga mozliwodcia: frédlo energii Slorica

tkwi w jego wnetrzu. W polowie XIX w. Helmholtz wysunal
hipoteze, ze Sloiice czerpie swa energie z kurczenia sig, tzn. jego
promieniowanie jest przetworzona energia grawitacyjna. Energia

ta, wyzwolona przy skurczeniu sie Slofica do obecnej postaci wynosi
GM?/R razy pewien czynnik zaleiny od szczegbléw budowy
wewnetrznej. Droga doéé drobiazgowych rozwazafn mozna wykazad,
ze czynnik ten niezbyt rézni sie od jednodci dla kazdej zwyczajnej
gwiazdy. Latwo zatem obliczyé, ze Slorice, wiecac wedhig tego
mechanizmu i z taka moca jak obecnie, powinno mieé w przyblizenin
(GM?2/R) : L = 10" s = 32 mln lat. W czasach Helmholtza

czas ten wydawal sie juz bardzo dlugi, a jednak i te hipoteze

trzeba bylo odrzucié. Mianowicie, oceny wieku Ziemi zaréwno na
podstawie pomiaréw promieniotwdrczosei skal, jak i tempa przemian
geologicznych zaczely o rzedy wielkodei przekraczaé dziesiatki
miliondéw lat. Dzi$ wiemy, ze zapadanie sie gwiazdy bywa frédlem
jej energii, ale albo w bardzo wczesnym etapie jej zycia (gdy zapada
sie jeszcze oblok, z ktérego gwiazda powstaje), albo w bardzo
pbéénym (gdy gwaltownie zapada sie jej geste jadro, cazyli eksploduje
supernowa).

Rozwiazanie problemu nastapilo dopiero po odkryciu przemian
jadrowych. W latach czterdziestych naszego stulecia Hans Albrecht
Bethe zaproponowal mechanizm produkcji energii w gwiazdach

w wyniku laczenia si¢ jader wodorowych w jadra helu. Hipoteza ta
jest nie do obalenia do dzié, a nawet przeciwnie — jest juz porzadnie
ugruntowana teoria, uhonorowana Nagroda Nobla.

A idea jest prosta. Spojrzawszy do dowolnych tablic fizycznych
kazdy stwierdzi, ze jadro atomu helu jest nieco lzejsze od czterech
protonéw, nieduzo, zaledwie o 0,0285 jednostki masy atomowej.
Jednak wlasnie ten ubytek masy pomnozony przez kwadrat predkosci
dwiatla daje 26,72 MeV, a to pomnozone przez jaka$ fantastyczna
liczbe reakcji zachodzacych w Sloricu w ciagu sekundy daje obliczone
przez nas L. Jak widaé, ubywa 0,0071 masy w kazdej reakcji

i gdyby czysto wodorowe Slorice zuzylo ten woddr doszczetnie,

to tez tyle straciloby na masie. A przy obecnej mocy starczyloby
tego paliwa na 0,0071Mc?/L = 3,3 x 108 s = 10! lat. Jest to
ocena, oczywiscie, zawyzona, niechby nawet o rzad wielkodci, i tak
pozostanie nam $wiadomosé, ze tym razem znaleflidmy jakad czastke
prawdy o Wszechswiecie.



System reprezentantéw,
czyli rzecz o tlumaczach,
komisjach itp.

Przemystaw GRZEGORZEWSKI

Polska firma translatorska §wiadczaca uslugi w zakresie tlumaczes

kabinowych z polskiego na angielski, francuski, hiszpanski i niemiecki

otrzymata zlecenie na obsluge miedzynarodowej konferencii.

Kazda osoba zatrudniona w tej firmie zna co najmniej jeden jezyk
obcy. Interesuje nas odpowiedZ na pytanie, kiedy firma ta moze
przyjaé zlecenie, tzn. czy istnieje taki sposéb doborn tlumaczy,
ktérymi dysponuje firma, aby zapewniona byla jednoczesna obsluga
wymaganych jezykéw.

Rozpatrzmy inny przyklad, tzw. problem komisji. Otéz w pewnej
instytucji (np. sejmie) dziala kilka komisji, przy czym czlonkowie
owej instytucji (poslowie) moga nalezeé do kilku komisji
Jednoczesnie. Nasuwa sie pytanie, czy w tej sytuacji jest mozliwe
wybranie przewodniczacych kazdej komisji w taki sposéb, aby kaida
komisja miala innego przewodniczacego.

Te dwa przyklady sa ilustracja matematycznego problemu znanego
pod nazwa wyboru systemu reprezentantéw.

Weimy pod uwage ciag X,, X»,..., X,, podzbioréw pewnego
skoriczonego zbioru Z (podzbiory te sa, by¢ moze, réwne).
Systemem reprezentantéw dla ciagu X, Xs, ..., X,, nazywamy
taki ciag 71, 2, ..., Z, parami réznych elementéw, ze z; € X;
dla:=1,2,...,n. Szukamy odpowiedzi na pytanie, czy dla danego
ciagu zbioréw X, X»,..., X,, istnieje system reprezentantéw,
innymi slowy, czy z kazdego zbioru X; mozna wybraé po jednym
elemencie w taki sposéb, by byly one parami rézne. Jeszcze
inaczej, interesuje nas, czy istnieje taka réznowartoéciowa funkcja

Fi{1,2,..:5n)— U X, ze f(i) = z; € X;. System reprezentantéw
1=1
bedziemy oznaczali przez (z;,z2,...,z,).

Przeanalizujemy to zagadnienie na przykladzie wspomnianego na
wstepie problemu tlumaczen. Niech Z = {4, B, C, D} oznacza zbiér
zatrudnionych w firmie tlumaczy. Niech X; oznacza zbiér tych
0sb, ze zbioru Z, ktére znaja jezyk angielski, X5 tych, ktére znaja
francuski, X5 — hiszpanski, X, — niemiecki.

a) Zalézmy, e X; = {A, B,C, D}, X, = {A, D}, X5 = {C},

X4 = {C, D}. W tym przypadku, jak latwo zauwasy¢, (B, A, C, D)
jest poszukiwanym systemem reprezentantéw (w terminach naszego
przykladu osoba B powinna prowadzi¢ thumaczenie na jezyk
angielski, A —na francuski, C' - na hiszpanski, a D — na niemiecki).
Zatem dla danego ciagu zbioréw istnieje rozwiazanie i jest ono
jedyne (firma moze przyjaé zlecenie).

identyczne réwnanie rekurencyjne, jak
w przypadku krélikéw. Pozostaje okreslié
warunki poczatkowe: To = 2 (przyjmujemy
dziadkéw za O-pradziadkéw), T = 3

i jasne jest, Ze ogdlnie zachodzi po prostu
Tn =Fogs-

Problem 2.
Eify skaczqc po schodach czasams

przeskakujg po dwa achodki. Na tle sposobdw
moze elf wskoczyd na n schodéw?

Tym razem od razn poddamy sie
i zaczniemy rozumowanie indukcyjne.
Oznaczmy przez E, liczbe sposobéw,

za pomocy ktérych elf moze wskoczyé
na n schodéw. Aby wskoczyé na n-ty
achodek, elf musi to zrobié ze schodka
n—1lub n — 2. W zwiazku z tym

E. =E._\+ E._2. Zauwazajac jeszcze,
ie Ey =1, E; = 2 dostaniemy oczywista
odpowiedZ, ze E, = Fr4,.

Problem 3.
Ile jest eleganckich sposobdw posadzenia
igcznie n pani 1. pancw na podiuzne; fawte.
Eleganckich, czyli takich, aby zadne dwie
panie nie stedzialy obok siebie (interesujg
nas jedynie roine wzajemne rozmieszczenia
pari { pandw, to znaczy interesuje nas tylko,
kidre miejsca sq zajete przez panie, a ktdre
przez pancw).

Widagé, e jezeli mamy do dyspozycji
samych panéw, to mozemy ich posadzié¢ na
jeden sposéb. Jedna pania z n — 1 panami
mozna posadzié¢ na n sposobéw. Z dwiema
juz bedzie troche klopotu. Z trzema — tym
bardziej. Latwo zauwazyé, se pan nie moze
by¢ wiecej niz [n/2] ([z] — najmniejsza

liczba calkowita wieksza lub réwna z).

Rekurencja ze wzgledu na liczbe
paf przy ustalonym n jest trudna

do wyprowadzenia. Zastanéwmy sie
jednak, czy nie daloby sie przeprowadzié
rozumowania rekurencyjnego ze wzgledu
na n?

Oznaczmy przez S, liczbe takich
n-posadzen, se zadne dwie panie nie siedza
obok siebie i zalézmy, ze znamy S dla
wszystkich k < n. Zliczajac wszystkie
n-posadzenia musimy zdecydowad, czy na
n-tym miejscu bedzie siedziala pani, czy
tez pan. Jezeli pani, to na n — 1 miejscu
musi siedzie¢ pan, a na pierwszych n — 2
miejscach mozemy posadzié¢ dowolny

z Sn—2 ukladéw. Jezeli pan, o ze wzgledu
na to, ze pan na n-tym miejscu nie

czyni zadnego klopotu, widzimy, Ze na
pierwszych n — 1 miejscach mozemy uzyé
dowolny z S, ukladéw. Eacznie,




oczywiscie, znowu uzyskujemy
n = Sn—l + Sn—2. A poniewa'.i 31 =
i S: = 3, wiec 3,. = F;-H.z.

Jezeli Czytelnik odnidsl wragenie, Ze kaide
rozumowanie rekurencyjne daje w wyniku
liczby Fibonacciego, to pragne go uspokoié,
Ze nie jest az tak dobrze, Wystarczy nieco
zmienié kazdy z tych trzech probleméw
(np. dopuscié, aby elfy skakaly takie po
trzy schodki, albo rozwazyé posadzenia
przy okraglym stole), aby nie tylko
warunki poczatkowe, ale i same réwnania
wyszly inne.

Z liczbami Fibonacciego niewiele dzialo
sie przez pare wiekdéw i ofo francuski
astronom Jean Dominique Cassini (ten
od szczeliny w pierdcieniach Saturna)
udowodnilt w 1660 roku bodaj pierwsze
twierdzenie o liczbach Fibonacciego:

Fo_1Fnyy — F2=(-1)".
Tozsamodé Cassiniego byla podstawa

do skonstruowania ulubionego przez Lewisa
Carrolla paradoksu o rozcieciu kwadratu..

D &

Jezeli kwadrat o boku F,, = F,—y + Fn_2
jednostek (w oryginale Carrolla n = 6)
rozetniemy wzdiui zaznaczonych linii

i ulozymy z uzyskanych czesci ,prostokat”
— tak jak na rysunku, to zyskamy (dla

n parzystych) lub zgubimy (dla n
nieparzystych) jeden maly kwadracik.

W przyktadzie z rysunku pole kwadratu
wynosi F7 = 64, pole zaé ,prostokata”:
F; . Fs = 65, mimo i ,,prostokat”
zbudowali$my z tych samych figur. Rzecz
jasna, wyjadnienie tego paradoksu lezy

w tym, ze w wyniku podanej konstrukcji
katy A'BC' oraz A'OD' nie sa réwne.

W rzeczywistodci wiec ,,prostokat”

bedzie mial réwnoleglobokowa dziure

(o polu 1). A poniewaz, jak wynika

z tozsamosei Cassiniego, katy A'BC' oraz
A'OD' réinig sie bardzo niewiele, wiec ta
rownolegiobokowa dziura bedzie bardzo
waska — prakfycznie niezauwazalna.

b) Jednakze dla innego ciagu zbioréw (innego rozkladu znajomosci
jezykéw wéréd pracownikéw firmy), np. dla X, = {4, B,C, D}, -
X, = {D}, X5 = {C}, X4 = {C, D} nie istnieje system

reprezentantéw.

¢) Z kolei moze sie zdarzy¢, ze dla pewnego ciagu zbioréw

istnieje wiecej niz jeden system reprezentantéw. Na przyklad dla
X, = {B,C,D}, X; = {AJ‘D}I X3 = {C}: Xy = {A,C,D} mamy
dokladnie dwa systemy reprezentantéw: (B, A,C, D) i (B, D,C, A).

Widzimy wigc, e istnienie systemu reprezentantéw zalezy od ciagu

rozpatrywanych zbioréw. Warunki, jakie musi spelniaé 6w ciag, aby
istnial dlad system reprezentantéw, okreéla nastepujace twierdzenie
Philipa Halla.

Twierdzenie.
Na to, aby ciag zbioréw skoriczonych X, X3, ..., X,, mial system
reprezentantéw, potrzeba i wystarcza, aby dla kazdego zbioru
indekséw I C {1,2,...,n} spelniony byl nastepujacy warunek
(warunek Halla):

Ux

i€l
(1X| oznacza liczbe elementéw zbioru X).

2 |1

Zauwazmy, ze w sytuacji b), dla ktérej nie istnial system
reprezentantéw, warunek Halla nie byt spelniony, bo
leUXa UX4| = 2 = |{2,3,4}| =3

Naturalne staje si¢ obecnie pytanie o mozliwodé ewentualnych
uogdlnienn powyzszego twierdzenia. Otéz istnieje taka ,nieskoriczona”
wersja twierdzenia Halla, mianowicie:

Dowolna indeksowana rodzina zbioréw skoriczonych (X;)ier ma
system reprezentantéw wtedy i tylko wtedy, gdy kazda jej skoriczona
podrodzina (X;):cr, gdzie I jest skoriczonym podzbiorem T, spehia
warunek Halla.

Powyzsze twierdzenie przestaje, niestety, by¢ prawdziwe, gdy

choé jeden ze zbioréw X; jest nieskoriczony. Nie znamy takze
zadnych warunkéw koniecznych i dostatecznych na istnienie systemu
reprezentantéw dla dowolnej rodziny zbioréw.

Twierdzenie Halla okreélajac warunki istnienia systemu
reprezentantéw odpowiada w zasadzie na postawiony przez nas
problem. Jest to twierdzenie wazne, a zarazem piekne dzieki swojej
prostocie. Nie ma ono jednak wiekszego znaczenia z algorytmicznego
punktu widzenia, bowiem sprawdzenie warunku Halla wymaga
rozwazenia wszystkich 2" mozliwych podzbioréw zbioru indekséw
{1,2,...,n}. Twierdzenie to jest nieefektywne, tzn. méwi, przy
jakich zalozeniach istnieje system reprezentantéw, ale nie wskazuje
sposobu jego wyznaczenia. Najszybszym znanym algorytmem
konstruujacym system reprezentantéw dla danego ciagun zbioréw,

o ile taki system istnieje, jest algorytm Hopcrofta-Karpa. Problem
ten mozna réwniez rozwiazac sprowadzajac go do wyznaczenia
maksymalnego przeplywu zero-jedynkowego w odpowiedniej sieci
(zainteresowanych odsylam do literatury, tam tez mozna znalezé
dowody przytoczonych twierdzen).



Twierdzenie Halla ma jednakze znaczenie nie tylko poznawcze czy
estetyczne. Jest ono uzytecznym narzedziem wykorzystywanym
w dowodzeniu innych waznych twierdzei. Takim klasycznym
zastosowaniem uogélnionej wersji twierdzenia Halla jest dowdd
réwnolicznosci baz przestrzeni liniowej, ktéry zamiescimy na
zakoriczenie.

Twierdzenie. .

Niech L bedzie przestrzenia liniowa nad cialem K, a X i Y dwiema
bazami tej przestrzeni.

Bazy te sa réwnoliczne, tzn. | X| = |Y|.

Dowéd.

Kazdy wektor z € X ma przedstawienie (jednoznaczne) postaci
n
Y aiyi, gdzie y; € Y, a; € K, a; # 0. Oznacamy przez Y, te

‘welkt.ory z bazy Y, ktére wystepuja w rozwinieciu wektora z
wigledem bazy Y (tzn. Yz = {y1,¥2,...,yn}). Okazuje sie,

ze kazda skoriczona podrodzina rodziny zbioréw (Y..).ex spelnia
warunek Halla. Gdyby tak bowiem nie bylo, to mielibydmy

|Yz, UYz, U...UY,, | < k dla pewnego ciagu 2y, %2,..., Zk,

co oznaczaloby, ze kaidy spoéréd liniowo niezaleznych wektoréw

Z1, T2, .., Tk Wyraza sie jako kombinacja liniowa wektoréw ze
zbioru co najwyzej k — l-elementowego Y, UY,, U...UY,,, co jest,
oczywiscie, niemozliwe.

Istnieje zatem system reprezentantéw dla rodziny (Y;).ex, czyli
istnieje pewna réznowartoéciowa funkcja f : X — Y. Wobec symetrii
zagadnienia istnieje réwniez réznowartoéciowa funkcja g: ¥ — X.
Zatem na mocy twierdzenia Cantora-Bernsteina | X| = |Y|.

c.b.d.o.

Literatura:

W. Lipski, Kombinatoryka dla programistéw, WNT, Warszawa 1989.
W. Lipski, W. Marek, Analiza kombinatoryczna, PWN, Warszawa
1986. '

Moéwimy, ze dwa zbiory A i B sa réwnoliczne, jezell istnieje odwzorowanie
[+ A — B réiznowartoéciowe i na. A wiec kaidy punkt a zbioru A zostal
polaczony w pare z dokladnie jednym punktem f(a) zbioru B i kaidy
punkt b zbioru B zostal polaczony z dokladnie jednym punktem f=*(b)
zbioru A. Jezeli zbiory A i B sa skoficzone, to takie polaczenie w pary
jest motzliwe jedynie w przypadku, gdy zbiory A i B maja tyle samo
elementéw. A wiec pojecie réwnolicznodci jest uogdlnieniem pojecia réwnej
liczby elementéw na przypadek, gdy zbiory e3 dowolne — skoticzone lub
nieskoriczone.

Twierdzenie Cantora-Bernsteina brzmi tak:

Jedli zbiér A jest réwnoliczny z pewnym podzbiorem zbioru B, zbiér B
zad jest réwnoliczny z pewnym podzbiorem zbioru A, to zbiory A i B sq
réwnoliczne.

Intuicyjnie twierdzenie to jest cczywiste. Moina je bowiem — uiywajac
jeuyka obrazowego ~ przeformulowad tak:

Jedli zbidr A ma nie wigcej elementsw niz zbidr B, zbidr B zaf ma nie
wigcey elementdw niz zbidr A, to zbiory A ¢ B majq tyle samo elementéw.

Kolejng ciekawa wlasnodcia liczb
Fibonacciego jest istnienie granicy
lim Fp41/F,. Granica ta wynosi
n—oo

¢ = (V/5 + 1)/2, zbieinosé zas jest bardzo
gzybka. Liczba ¢ sama w sobie kryje wiele
tajemnic, m.in. wyraza tzw. zloty stosunek
dajacy mile dla oka proporcje ksztaltu
prostokata. Proporcja ta byla czesto
uiywana przez starozytnych artystéw.

Liczby Fibonacciego do dzié kryja w sobie
wiele wciaz odkrywanych faktéw. Ukazuje
gie nawet pismo Fibonacci Quarterly,

w ktérym co kwartal publikowane 83 nowe
wyniki dotyczace tych liczb. Zaskakujace,
ie dopiero w 1972 roku E. Zeckendorf
udowodnil nastepujaca ciekawa, a zarazem
elementarna wlasnodé liczb Fibonacciego:
Twierdzente. Kaida liczba naturalna n ma
jednoznaczne przedstawienie w postaci

n=Fp, +Fpy+...+ F,,

gdzie ki > ks> ... >k >0,

symbol zaé ¢ > j oznacza, e i > j+ 1.
(Ostatnia nieréwnoéé pozwala na uzywanie
tylko jednej jedynki: Fy.)

Innymi slowy — liczby Fibonacciego moga
sluzyé jako baza binarnego systemu
pozycyjnego. Rozwiniecie kaidej liczby n
bedzie w tym ukladzie takim ciagiem zer

i jedynek, ie zadne dwie jedynki nie beda
sasiadowaly, zad na { — 1 miejscu od prawej
wystapi jedynka wtedy i tylko wtedy,

gdy liczba F; wystepuje w rozwinieciu

# twierdzenia Zeckendorfa. Dla przykladu

50 = 34 + 13+ 3 = (10100100) .

Algorytm zamiany liczb na uklad
Fibonacciego jest prosty: naleiy do
rozkladu braé jak najwieksze liczby
Fibonacciego, na ktdre jest jeszcze miejsce.

Poniewaz kazda liczba Fibonacciego F,,

ma rozklad 100...000, wiec jest jasne,
n=32 ser

Ze musimy umieé zapisaé liczby mniejsze

od F, (lacznie z zerem jest ich F,) na

n — 2 pozycjach. Praypomnijmy sobie,

ile jest takich ciagéw zerojedynkowych

o n — 2 elementach, e Zadne dwie jedynki

nie wystepuja kolo siebie. Oczywidcie,

jest ich tyle, ile jest posadzefi pafi

(jedynek) i panéw (zer) na lawie przy

n — 2 nakryciach tak, aby zadne dwie

panie ze sobg nie sasiadowaly, czyli

wlagnie F,,. Wykazaliémy wiec, e na n — 2

pozycjach jest wystarczajaco duzo miejsca

do reprezentacji F, liczb za pomoca

weleganckich” ciagdéw zerojedynkowych.

Aby udowodnié¢ twierdzenie Zeckendorfa,

wystarczy wykazad, e po pierwsze




— maksymalna, liczba reprezentowalna na
n — 2 pozycjach w ukladzie Fibonacciego
jest F,, —1, a po drugie — Ze kazde dwa
rézne ,eleganckie” ciagi zerojedynkowe
wyznaczaja rézne liczby w ukladzie -
Fibonacciego. Elementarne te fakty
pozostawiamy bez dowodu, aby nie psué
do konica Czytelnikowi przyjemnoéci
odkrywania praw dotyczacych liczb
Fibonacciego.

W kaidym w miare normalnym ukladzie
pozycyjnym do przyjemnoéci nalezy
wykonywanie dzialafi sprowadzajacych

sie do dopisywania zer na kodicu liczb
bad# skreélania tych najmniej znaczacych
cyfr. Odpowiada to zazwyczaj mnozeniu

i dzieleniu przez baze ukladu. Czemu
odpowiadaja te operacje na liczbach

w ukladzie Fibonacciego? Oczywidcie,
przesunieciu indekséw o jeden w prawo lub
w lewo. Ze wzgledu na to, ie Fn41 =~ ¢ F,,
dopisanie zera na koricu liczby bedzie
odpowiadalo pomnozenin, a skredlenie
ostatniej cyfry — podzielenin przez wartodé
bliska, ¢. Spytamy sie natychmiast,

do czego moge sie przydaé mnozenie

i dzielenie przez ¢7

Okazuje sie, ze catkowicie przypadkowo
jedna mila angielska to 1,609344 km,
podczas gdy ¢ ~ 1,618034 — czyli

bardzo podobnie. Mozemy wiec uzyé

tej niezwyklej reprezertacji do szybkiej
przyblizonej zamiany kilometréw na

mile i na odwrét. Dla przykladu:
jedziemy samochodem po autostradzie

w Stanach Zjednoczonych i widzimy
ograniczenie do 55 mil (bardzo czeste
ograniczenie). Szybko rozwijamy 55

w ukladzie Fibonacciego (akurat 55

jest dziesiata liczba Fibonacciego)

i przesuwamy o 1 dostajac 89 km. Blad

— mniejszy od 0,5. Na odwrét — chcemy
sie dowiedzied, ile to jest w milach 30 km?
Prosze bardzo! 30 = 21 + 8 + 1. Bierzemy
liczby Fibonacciego z indeksami o 1
mniejszymi, czyli 13 + 5 + 1 = 19 mil (przy
tej metodzie ostatnia jedynke zostawiamy
ze wzgledu na to, ze Fy = 1).

Inna, bardzo ciekawa wlasnoéé liczb
Fibonacciego dotyczy ich podzielnosci:
NWD(F, Frn) = Fywp(n,m) »
czyli — innymi slowy — najwiekszy wspélny
dzielnik dwdch liczb Fibonacciego jest
réwniez liczbg Fibonacciego o indeksie
réwnym najwiekszemu wspSlnemu
dzielnikowi ich indekséw. Twierdzenie to
zostalo uzyte w 1970 roku przez Jurija
Matiasewicza przy dowodzie bardzo
waznego twierdzenia méwiacego, ze nie

Czy matematyk musi byé ateista?

W literaturze polskiej (i w ogéle slowiariskiej) korica XIX wieku

i pierwszej polowy XX wieku doéé czesto trafiajacym sie sztafazem
jest male miasteczko. Warto przywolaé i dzis jego obraz przed
oczy, a to dlatego, ze wracal przeciez mamy do dawnych, dobrych,
sprawdzonych sytuacji, a jeszcze bardziej dlatego, ze juz za dwa
lata ofwiata przestanie wreszcie ciazyé na barkach panstwa i bedzie
w rekach gmin (a wiec w przewaszajacej czedci wlasnie malych
miasteczek).

Z bogatego, kolorowego pejzazu lksinowéw, P-skéw czy jak tam

im bylo, chce przywolaé tylko jeden element. Otéz czestym
skladnikiem takiego malomiasteczkowego zycia byla malutka

grupka miejscowych ateistéw. Jedli wierzy¢ literaturze, nalezal tam
przewaznie (z niewiadomych powodéw) szewc, aptekarz, rzadziej
lekarz i bardzo czesto matematyk — profesor miejscowego gimnazjum.
Zbierali sie owi ateidci u ktéregoé z nich i, jak sadzila miejscowa
spolecznoéé, przewaznie raczyli sie réznymi nalewkami. Autorzy
opisujacy te prowincje mieli do powolywanych przez siebie do zycia
ateistéw stosunek pelen poblazliwej zyczliwodci, a to giéwnie dlatego,
ze w dobrym tonie bylo potepianie dewocji i chwalenie wszystkiego,
co sie jej przeciwstawialo.

Oderwijmy sie jednak od minionej rzeczywistoéci prowincjonalnej

i zastané4wmy sie, dlaczego wéréd ateistéw tak chetnie wymieniany
byl matematyk (o ile pamietam, ten z Szatana z siédmej klasy tez
ma ten grzech na sumieniu)? A moze rzeczywiscie bylo coé takiego,
co prowincjonalnego matematyka ku ateizmowi popychalo?

Istotnie, cof takiego bylo. Autorem owego czego$ byl zyjacy sto

lat wczedniej od naszych bohateréw Pierre Simon (de) Laplace.
Napisalem de w nawiasie nie bez powodu. Laplace byl bowiem
charakterologicznie (przepraszam za rusycyzm) bohaterem naszych
czaséw. Juz na studiach zaskarbil sobie uznanie d’Alemberta (a wiec
6wezesnej opozycji), co dalo mu profesure w szkole wojskowe;]

w Paryziu, by wystartowaé stamtad do funkcji urzedniczych

przy Ludwiku XVI. Podczas rewolucji (jako syn drobnego
wlasciciela ziemskiego) organizowal z Lagrange’'m Ecole Normale

i Ecole Polytechnique, by potem staé sie ulubionym uczonym
Napoleona i nastepnie (jako syn drobnego wladciciela ziemskiego)
Ludwika XVIII. Slowem {atwos¢ zmiany przekonar ulatwita mu
uprawianie czysto matematycznej dzialalnosct niezaleznie od zmian
politycznych (to cytat ze Struika).

To, co nas tu interesuje, zawarte jest w jego monumentalnym dziele
Meécanigue celeste, a mozna to zaprezentowaé cytatem:

Inteligencya, ktéra by w danym momencie znala wszystkie sily
ozywiajqce nature oraz wzajemne polozenia bytdw tworzacych ja

1 przy tym bylaby dostatecznie wielka, by dane te poddad analizie,
mogtaby w jednym wzorze objac ruch najuiekszych cial Wszechswiata
it naymniejszych atomdw: nic nie byloby dla niej niepewne 1 mialaby
przed oczyma zardwno przysztodé, jak przesziosé. Umysl ludzks

daje slabe pojecie o teg inteligencyt, ktdrey doskonalosé mozna bylo
osiqgnal tylko w astronomaii.

Cytat ten nie wydaje sie wyznaniem wiary ateisty. A jednak
(zupelnie bez intencji autora) stal sie wyznaniem wiary
konsekwentnie ateistycznego ruchu filozoficznego, ktéry zwie sie
determinizmem. Jedli bowiem pela znajomoéé stanu rzeczy pozwala
(to niewazne, ze nie nam) przewidzieé wszystko i to dowolnie
dokladnie, to wéréd jednoznacznie zdeterminowanych obiektéw
znaleZ¢ sie¢ musimy i my sami. A tym samym nasza dusza



nie$miertelna istnieé nie moze, gdyz pozbawiona wolnej woli istnieje algorytm pozwalajacy na

(jako zdeterminowana) bylaby obiektem $miechu wartym. sprawdzenie, czy dane réwnanie

Nie ponosilibysmy zadnej odpowiedzialnodci za nasze grzechy, algebraiczne o wspélczynnikach

bo bylyby one na nas wymuszone przez nieunikniona koniecznoéé itd.  catkowitych (dowolnej liczby zmiennych
e . : G . 5 i dowolnego stopnia) ma rozwiazanie

De!:er.mmmm,ljako kierunek mtie!ektua.lny, cleszy.} sie sporyrrf . % Hoibach cakowityahi Poviadsante to

wzieciem wérédd uczonych drugiej polowy XIX wielu (szcze_go.lme Test negaty WY e hWiazaniem duissiateso

wéréd matematykdw i fizyké6w stosujacych jego najsprawniejsze problemu Hilberta.

narzedzia — réwnania rézniczkowe i mechanike analityczna). [ zgasl ;

z koricem stulecia, gdy jego wielbiciele badZ wymarli, badZ zdali Teraz, kiedy juz chyba zgodzimy sie,

sobie jasno sprawe, ze grzesza najciezszym grzechem w religiach ze liczby Fibonacciego s ciekawe, a poza

judejsko-chrzescijanskich, czyli pycha (dla tej czedci w 98% tym rozwiazania calkiem normalnych

probleméw wyrazaja sie wygodnie za ich

katolickiej publicznodci, ktéra nie wie, ze pycha jest najcigzszym
grzechem, objasniam, Ze za to szatan zostal wykluczony z grona
anioléw i stracony z Nieba).

pomoca, powstaje pytanie, czy rzeczywiscie
nie ma jakiegod sposobu, aby wprost,
bez rekurencji, méc obliczyé n-ta liczbe

Jednak w naszych prowincjonalnych miasteczkach (podwdjnie Fibonacciego?
prowincjonalnych, bo w Europie Wschodniej) determinizm przetrwal,
i to za sprawa matematykéw, o pél stulecia duzej. Ot6z jui w XIX wieku zostal udowodniony

i i : L. - przez J. Bineta przyprawiajacy o zawrét
Tak wiec nie martwmy sie. Matematyk (nawet uprawiajacy réwnania lows wies

rézniczkowe) nie musi by¢ ateista. Wystarczy tylko, by uwierzyl, i n
5 e . 3 . YT & 1 V5 +1 V-1

ze on 1 jego matematyka nie sa w stanie przy zadnej bazie danych Jisies i) 5 it

i przy zadnej mocy obliczeniowe]j objasnié calosci $wiata, Tylko, czy : a : / ' /
taka rezygnacja z potencjalnych choéby mozliwodci uprawianej nauki Az trudno uwierzy¢, e wzdr ten moze

nie okalecza czlowieka bardziej niz ateizm? vtk dawadulls kaxdegq wlicaby
naturalne.

Marek KORDOS §

i Zadania

Redaguye Michal WOJCIECHO WSKI

M 622. Na okregu napisano 50 liczb. Kazda z nich jest réwna 1 lub —1. Nalezy
obliczy¢ ich iloczyn zadajac pytania o iloczyny trzech kolejnych liczb. Jaka najmniejsza
liczbe pytari trzeba zadad?

Rozwiazanie na str. 12

M 623. Na rzece o szerokoéci 100 m (brzegi rzeki sa liniami prostymi) znajduje sig
pewna liczba wysp o lacznym obwodzie 800 m. Udowodnié, de ruszajac z dowolnego
punktu na jednym brzegu mozna przeplynaé lédka na drugi brzeg po drodze nie
dluzszej niz 300 m.

Rozwiazanie na str. 12

M 624. Na obwodnicy (droga w ksztalcie petli) znajduje sie pewna liczba stacji
benzynowych zawierajacych w sumie iloéé paliwa wystarczajaca dla zrobienia
samochodem jednej petli. Udowodni, Ze istnieje taka stacja, ze podstawiony pod nig
samochéd z pustym bakiem bedzie mégl przejechaé cala obwodnice.

Rozwiazanie na str. 12

Redaguje Jarostaw KULPA

F 327. Oszacuj, ile razy drednia droga swobodna s elektronu w miedzi

w temperaturze { = 20°C jest wieksza od odleglodci miedzy najblizszymi atomami.
Dane dotyczace miedzi: gestodé d =9 - 10° kg/m®, opér whasciwy p =1,55-107% ('m,
masa molowa p = 0,064 kg/m?, sie¢ jest plasko centrowana (cztery atomy

na komérke).

Rozwiazanie na str. 11

F 328. Ocern rzad wielkodci minimalnej predkodci v, jaka moga mieé jony chloru
w krysztale soli kuchennej w poblizu temperatury zera bezwzglednego. Stala
sieci NaCl: a = 5,6 A, masa molowa Cl: g = 0,035 kg/mol.

Rozwiazanie na str. 12




