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Gdy symbol nieoznaczony
Liczy¢ granic nie pozwala
To najlepiej jest skorzystaé
Z reguly de I'Hospitala
Ludolfina

Cgy cheae otworzy¢ konserwe ugywamy w tym celu lasera
gazowego dugej mocy? Do rzadkodci nalezy préba zabicia
muchy, breeczacej na seybie, za pomocy wiertarki elektrycznej.
Chorego na lekki katar nie wysylamy od razu do szpitala...

sepital - po francusku 1'hospital

Regula de |'Hospitala jest wielce preydatnym, ale i bardzo
subtelnym twierdzeniem. Przypomnijmy: Dane sa funkcje

[ i g okredlone na podebiorach zbioru liceb rzeczywistych,

o wartodciach w R, rézniczkowalne w sasiedetwie liczby p
(zamiast liceby mozna rozwagaé p = oo, a sasiedstwo moze byd

jednostronne), przy czym g'(t) # 0 dla dowolnego t 2 sasiedztwa.

Jedli lim f(¢) = lim g(t) = 0 (albo o0) i jedli istnieje granica
t—p t—p
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Propozycja sugerowana w zacytowanym jako motto wierssyku
Ludolfiny nie jest zbyt dobra. Dlaczego? Dla oséb 2 niewielkim
dodwiadczeniem matematycznym uszycie tak potegnego
i delikatnego narzedzia wiagze sie 2 dugym ryeykiem.

Po zagnajomieniu sig z regula de I'Hospitala niejeden bedzie
prébowal obliczac za jej pomoca kagdg prawie granice. A czy
naleiy rozwigzywad zadanie przy uzyciu poteznej ,machiny
matematyczne]” w sytuacji, gdy mozna to zrobié¢ zupelnie
elementarnie? Ponadto, jedli korzysta sie & jakiegod twierdzenia,
to nalezy dokladnie znaé jego sformulowanie, a w szczegdlnoédei
zalozenia. W twierdzeniu de I'Hospitala obok efektownej

tezy istnieje cala lista drobnych, lecz istotnych zatozen

~ ktdre niewatpliwie nalezy sprawdzi¢ przed zastosowaniem
reguly. Dodajmy, #e istniejg matematycy, ktdrzy uwagaja
(niejednokrotnie nie ber racji), ze korzystajac z jakiegos
twierdzenia wypada wczedniej zaznajomic sie 2 jego dowodem.
A dowdd reguly de I'Hospitala nie jest prosty...

Przy zbyt pochopnym stosowaniu reguly de 'Hospitala tatwo
o ,wypadek przy pracy". Przed czym warto przestrzec?
1) Obliczajac granice, mozna ,z rogpedu” napisaé:
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A to przecieZ nie zawsze jest prawda! Co dokladnie méwi
twierdzenie? Mozna w ten sposdb np. dojéé do wniosku,
ze funkcja: z — 3—"";&5 nie ma granicy przy z dagzacym
do nieskoriczonodei, bo po odpowiednim zrézniczkowaniu
otreymamy m

2) Az sig prosi, by obliczajgc granice lim ’i:" rastosowad regule
z—0

de 'Hospitala i zréznicekowad licenik 1 mianownik. Ale zaraz,
zaraz! Ile wynosi pochodna funkcji sinus? To nie jest trudne,
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»Prey brzegu moge zachowywad si¢ paskudnie”
(z wykladu dla studentdw matematyki)

weér mozna wyprowadsié & definicji pochodnej. No to
wyprowadeamy i musimy po drodge skorzystad z faktu, ge ...
lim 82 = 1. Bledne kolo!

z—0

3) Mamy zbadad ﬂl-i_.mm ;IT'::"_‘H”—M’. Niektérey zastosujg tu
regule de "'Hospitala. Cey wolno jednak résniczkowaé ciagi?
Nawet jedli mogna , podprowadzi¢" problem pod odpowiednie
twierdzenie, to nalegy to uzasadnié¢ - i rozwiazujac zadanie,
wystrzegad sie gapisu typu: (n? + 1)".

4) Oblicemy granice ,IT}, -"ﬁ% Po chwili zastanowienia
zauwagymy, te wystarczy licznik i mianownik podzieli¢ prees z°,
a wynik otreymamy blyskawicegnie. Zagorzalym zwolennikom
reguly de 'Hospitala syczymy milego réznicekowania (i to nie
raz!).

5) A teraz :]1_.m° ;—;%ﬁﬂ;—);. Weory na pochodne funkcji

arctg s znane (i doprowadzajg do milych wielomianéw), wigc
dlaczego ich nie wykorzystaé — rachunki szybko dadeg wynik.
Tyle ze bledny... Dlaczego?
6) Przyklad, w ktérym az sie prosi o grézniczkowanie:
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jednak powagny blad. Gdzie?
7) Pomytka, ktéra jest niejako konsekwencjg czestego, nawet
poprawnego, stosowania reguly de I'Hospitala. Trzeba

grégniczkowad iloraz "_L}—R. Moze pojawi¢ sie réwnosé
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Nie strzelajmy z armaty do wrébli. Jesli mamy otworzyd
konserwe, to przede wszystkim uiywajmy otwieracza. Gdy
zadanie nie wyglada na zbyt trudne, sprébujmy najpierw
poradzi¢ sobie z nim za pomoca metod najprostszych. A laser
i inne subtelne narzedzia niewatpliwie sie preydadzg, 1 to nie
raz... Przed ich uzyciem zapoznajmy sie jednak z instrukcjg
obslugil
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Mamy lim = 1. Rozumowanie to zawiera
z—3
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