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Gdy symbol nieoznaczony
Gdy symbol nieoznaczony
Liczyc granic nie pozwala
To najlepiej jest skorzystac
Z reguly de I'Hospitala

Ludolfina

Czy chcac otworzyc konserwe uzywamy w tym celu lasera
gazowego duzej mocy? Do rzadkosci nalezy próba zabicia _
muchy, brzeczacej na szybie, za pomoca wiertarki elektrycznej.
Chorego na lekki katar nie wysylamy od razu do szpitala ...

Galeria Jednego Cytatu
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A
szpital - po francusku l'hospital

Krzysztof CIESIELSKI, Zdzislaw POGODA

"Przy brzegu moze zachowywac sie paskudnie"
(z wykladu dla studentów matematyki)

Nie strzelajmy z armaty do wróbli. Jesli mamy otworzyc
konserwe, to przede wszystkim uzywajmy otwieracza. Gdy
zadanie nie wyglada na zbyt trudne, spróbujmy najpierw
poradzic sobie z nim za pomoca metod najprostszych. A laser
i inne subtelne narzedzia niewatpliwie sie przydadza, i to nie
raz ... Przed ich uzyciem zapoznajmy sie jednak z instrukcja
obslugi!

wzór mozna wyprowadzic z definicji pochodnej. No to
wyprowadzamy i musimy po drodze skorzystac z faktu, ze ...

lim 8i~ % = 1. Bledne kolo!
%-0

3) Mamy zbadac lim 3 1 n'.:c~ ),. Niektórzy zastosuja tu"-00 ta 11R nn

regule de I'Hospitala. Czy wolno jednak rózniczkowac ciagi?
Nawet jesli mozna "podprowadzic" problem pod odpowiednie
twierdzenie, to nalezy to uzasadnic - i rozwiazujac zadanie,
wystrzegac sie zapisu typu:(n2 + l)'.
4) Obliczmy granice lim %33';0.8'3%' Po chwili zastanowienia%-0 % 'SIn %

zauwazymy, ze wystarclY licznik i mianownik podzielic przezx3,

a wynik otrzymamy blyskawicznie. Zagorzalym zwolennikom
reguly de l'Hospitala zyczymy milego rózniclIkowania (i to nie
raz!).

5) A teraz lim ~r(t~2)" Wzory na pochodne funkcji%-0 arc g %

arctg sa znane (i doprowadzaja do milych wielomianów), wiec
dlaczego ich nie wykorzystac - rachunki szybko dadza wynik.
Tyle ze bledny ... Dlaczego?
6) Przyklad, w którym az sie prosi o zrózniczkowanie:-l
l· In(2-%) M l' 2-% l R ..
lm 1 ( -2)' amy lm -1- = . ozumowame to zawiera:%-2 n % 2:-2 __

%-2

jednak powazny blad. Gdzie?
7) Pomylka, która jest niejako konsekwencja czestego, nawet
poprawnego, stosowania reguly de I'Hospitala. Trzeba

zrózniczkowac ilorazffH. Moze pojawic sie równosc

f'(x)

g'(x) .(f(X)) ,g(x)

Przy zbyt pochopnym stosowaniu reguly de I'Hospitala latwo
o "wypadek przy pracy". Przed czym warto przestrzec?
l) Obliczajac granice, mozna "z rozpedu" napisac:

lim f(x) = lim f'(x) = ...
%-p g(x) %-p g'(x)

A to przeciez nie zawsze jest prawda! Co dokladnie mówi
twierdzenie? Mozna w ten sposób np. dojsc do wniosku,

Ze funkcja: x ---+ %+:;n % nie ma granicy przyx dazacym
do nieskonczonosci, bo po odpowiednim zrózniczkowaniu

otrzymamy 1+\08% •••

2) Az sie prosi, by obliczaj ac granice lim8i~ % zastosowac regule
%-0

de I'Hospitala i zrózniczkowac licznik i mianownik. Ale zaraz,
zaraz! Ile wynosi pochodna funkcji sinus? To nie jest trudne,

Po zaznajomieniu sie z regula de I'Hospitala niejeden bedzie
próbowal obliczac za jej pomoca kazda prawie granice. A czy
nalezy rozwiazywac zadanie przy uzyciu poteznej "machiny
matematycznej" w sytuacji, gdy mozna to zrobic zupelnie
elementarni e? Ponadto, jesli korzysta sie z jakiegos twierdzenia,
to nalezy dokladnie znac jego sformulowanie, a w szczególnosci
zalozenia. W twierdzeniu de I'Hospitala obok efektownej
tezy istnieje cala lista drobnych, lecz istotnych zalozen
- które niewatpliwie nalezy sprawdzic przed zastosowaniem
reguly. Dodajmy, ze istnieja matematycy, którzy uwazaja
(niejednokrotnie nie bez racji), ze korzystajac z jakiegos
twierdzenia wypada wczesniej zaznajomic sie z jego dowodem.
A dowód reguly de I'Hospitala nie jest prosty ...

Propozycja sugerowana w zacytowanym jako motto wierszyku
Ludolfiny nie jest zbyt dobra. Dlaczego? Dla osób z niewielkim
doswiadczeniem matematycznym uzycie tak poteznego
i delikatnego narzedzia wiaze sie z duzym ryzykiem.

Regula de I'Hospitala jest wielce przydatnym, ale i bardzo
subtelnym twierdzeniem. Przypomnijmy: Dane sa funkcje
f i g okreslone na podzbiorach zbioru liczb rzeczywistych,
o wartosciach w R, rózniczkowalne w sasiedztwie liczby p
(zamiast liczby mozna rozwazac p= 00, a sasiedztwo moze byc
jednostronne). przy czymg'(t) -t O dla dowolnego t z sasiedztwa.
Jesli lim f(t) = lim git) = O (albo 00) i jesli istnieje granicat-p l-p

(moze byc niewlasciwa) limt.;..!!l(l) = 0/, to lim M(l) = 0/.l-p a t t-p g t
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