C pewnej nieré6wnosci

Udowodnimy na poczatku nastepujace
Twierdsenie. Jeieli0<a1<a3<...<a,,0<b; <by<...< by, oraz
J1,72y+++3Jn jest permutacjg.ciagu 1,2,...,n, to
@1bn + ...+ anbs < ardj, +... 4 anb;, <arhi+...a,b,.
Dowéd. Naszkicujemy tylko uzasadnienie prawej nieréwnoéci (dowéd
lewej jest analogiczny). Dowdd indukeyjny sprowadza sie do wykazania
nastepujacej niedwnosci:
ar1be +arby < arby + arhe .
Ta zaé nieréwnodé réwnowaina jest nastepujacej oczywistej nieréwnodci:
al(bl - bi) +dj(b1 - 51] = (G; - G])(bk - h) >0.
Pokagemy teraz kilka zastosowai udowodnionego przez nas twierdzenia.
Prsyklad 1. Jegeli z,,...,2, > 0, to
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Za Zz3 n z:
Dowdéd. Niech ay,...,a, bedzie taky permutacja ciagu z,...,Zna,
ie gy < ... < an. Wéwczas jeieli przyjmiemy b; = 1/an41-; dla
t=1,...,n,t0b <...<b,. Stad dla pewnej permutacji (j;) mamy
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Prayklad 2. Jezeli0<a; €az<...<ap0raz0<b; <b3<...< by, to
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z«.‘bi 2 a1ba +azbs + ...+ anby,
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D aibi > a1bs +azby+ ...+ Gno1by +Gabs,
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Zﬂibi 2 a1bp +azby +... 4+ anba-i.

=1
Dodajac stronami i przypatrujac sie uwasinie prawej stronie otrsymamy
iadana nieréwnodé.

Przyklad 3. Jezeli funkcje f i g 83 ciagle, nieujemne i niemalejace na
przedziale [0,1], to

j f(z)g(z)dz > j f(z)dz j 9(z)dz

Dowéd. Ustalmy n. Niech a; = f(£), b; = g(£). Korzystajac
z przykladu 2 mamy nieréwnoéé:

n g ¥ n . n
1 1 1 1 1 1 1
2r(Es() 52 (2r(0) 1) (£ 1)
Stad przechodzac do granicy przy n dazacym do nieskoriczonoéci
otrzymamy teze.

Podobnie mozna udowodnié, ze jezeli funkcja f jest niemalejaca, funkcja
zad g jest nierosnaca, to
1
/ g(z)dz
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j.f(z)ﬁ'(z) dz < ja"(x)dz
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doéwiadczalnie. Czy przez to postulat ten
staje sie zrozumialy, czy umiemy sobie
wyobrazié, jak to jest moiliwe? Watpie.
Do tego trzeba sie przyzwyczaié. Moina
si¢ zapytaé, a jak to jest z raucaniem
kamienia 3 pedzacego pociagu. Kamiefi
na pewno porusza sie szybciej niz kamier
rzucony przez dréinika. Czy fizyka
kdmienia jest inna nii fizyka éwiatla?
Byloby to réwniez niezrozumiale. Otéz,
szczegblna teoria wzglednoédci umie te
sprzecsnoéci pogodsié. Fizyka kamienia

i fizyka éwiatla jest jedna. Wazory
szczegdlne] teorii wzglednoéci ea, sluszne

i dla dugych, i dla malych predkodci.

Dla matych predkoédci przewidywania
szczegdlnej teorii wzglednodci prawie nie
réznia sie od tego, czego oczekiwalibydmy
na podstawie wzoréw fizyki klasycznej,
ktére sa w tym zakresie predkoéci wzorami
przyblizonymi, ale dajacymi bardzo

dobre wyniki. Kamief porusza si¢ wolno
w stosunku do predkodci éwiatla, wiec
mozna z powodseniem stosowaé wzory
uproszczone. Dla obiektéw poruszajacych
sie z predkodciami poréwnywalnymi do
predkodci dwiatla robié tego nie wolno.

Pokaimy to na przykladzie. Niech pociag
jedzie z predkodcia stu kilometréw na
godzing. Niech predkoéé rzuconego
kamienia wzgledem pociagu wynosi 10
kilometréw na godzine. Z doédwiadczenia
wiemy, ze predkodé kamienia wzgledem
ziemi bedzie réwna sumie tych obu
predkoéci, czyli 110 kilometréw na
godzing. Szczegblna teoria waglednoédci
méwi co innego. Predkoéé ta bedzie
mniejsza od sumy predkodci i wyniesie
nie 110 km/h, ale mniej, z tym 3e réinica
wystapi na pietnastym miejscu po
przecinku. Dla predkosdci spotykanych

w Zyciu codziennym jest to réinica nie do
zauwagenia. Co innego, gdyby i pociag,

i kamiefi poruszaly sie z predkosdcia

np. polowy predkodci dwiatla. Wtedy
predkoéé wypadkowa nie réwnalaby sie
sumie, czyli predkoéci dwiatla, tylko

0,8 predkodci dwiatla. A to juz byloby
zauwazalne.

Jak to wiec jest z tym tytulowym
przyspieszaniem? Oté3, pdki poruszamy
sie z predkodciami malymi w poréwnaniu
z predkodcia dwiatla, to- moZemy normalnie
przyspieszaé. Rakieta kosmiczna porusza
gie wolno. Przy wlaczonym silniku nabiera
coraz wickszej predkodci. I to jest dla nas
zrozumiale. A gdyby to byla superrakieta
pedzaca z predkoécia bliska predkodci
éwiatla, to co wtedy? Réwniei moina by
wiaczyé jakié silnik, np. fotonowy. Silnik
méglby pracowal, a rakieta zwiekszalaby
energie, ale prawie nie zwiekszalaby sie

jej predkodé. Jak to mozliwe? Otéi,
wezrastalaby masa rakiety. O tym, ze kaidy
z nas ma mase kilku ton i przeiyt juz
tysiac lat, opowiem w nastepnym artykule.




