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Czolówka ligi zadaniowej

Klub 44 M
po uW1Jglednieniu ocen rozwiazan

zadan 219(V',lT=3.52) i 220 (WT=1,67)
z numeru 4/1991

Pa.wel Kublt - Kro.nl) 43,17
Krzyn,tof Za.whlo.wlkl- Wa.rsza.wa. 42,82
1'oma.1Z W lete-cha. - Ta.rn6·w 31,'8

Termin nad8ylania rozwiazan:
30 IV 1992

Klub 44

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydzialu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i RedakcjiDelty

Skrót regulaminu
Kazdy moze nadsylac rozwiazania zadan z numerun w terminie do konca miesiaca
n + 3. Szkice rozwiazan zamieszczamy w numerzen + 4. Mozna nadsylac rozwiazania
czterech, trzech, dw6ch lub jedliego zadania (kazde na ~ddzielnej kartce). mozna to robic
co miesiac lub z dowolnymi przerwami. Rozwiazania zadan z matematykii z fizyki nalezy
prze.ylac w oddzielnych kopertach, umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44M lub
Klub 44 F. Oceniamy zadaniaw skali od ° do 1 z dokladnoscia do 0,1. Ocene mnoiymy
przez wspólczynnik trudnotci danego zadania:WT = 4 - 3S/N, gdzie S oznacza sume
ocen za rozwiazania tego zadania. aN - liczbe 08ób, które nadeslaly rozwiazanie chocby
jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji(M lub F) - i tyle punktów otrzymuje
nad8ylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktów. w dowolnym czasie i w którejkolwiek z dwóch
konkurencji (M lub F). z08taje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka punktów je8t zaliczana
do ponownego udzialu. Trzykrotne czlonkostwo - to tytul Weterana.
Szczególowy regulamin •.ostal wydrukowanyw numerze 7/1990.

x,y,z

Zadania z matematyki nr 233, 234
233. Dowiesc, ze dla dowolnych liczb dodatnich
zachodzi nierównosc

y2 _ x2 Z2 _ y2 x2 _ Z2--+---+--->0.
z+x x+y y+z-

234. Róznice symetryczna pary zbiorów okreslamy
wzorem A -'- B:= (A\B) U (B\A). Dla wiekszej liczby
zbiorów okreslamy indukcyjnie:

Al -'- A2 -'- ... -'- AA: := Al -'- (A2 -'- ... -'- AA:).

Redaguje Marcin E. KUCZMA

Niech dane beda liczby naturalnen,k ~ 2. Obliczyc
wartosc sumy

L lAl -'- A2 -'- ... -'- AA: I ,

gdzie sumowanie przebiega po wszystkich
uporzadkowanych ukladach(Al' A2, ... , AA:) podzbiorów
zbioru {l, ... ,n}, zas symbol lXI oznacza liczbe elementów
(moc) zbioru X.

Zadanie 234 zaproponowal pan Tomasz Wietecha
z Tarnowa jako kontynuacje zadania 214(Delta 1/1991).

Rozwiazania zadan z matematyki z numeru 9/1991
Przypominamy tresc zadan:

:':'6. Wyznaczyc wszY8tkie funkcje
I :No - No (No = {O, l, 2, ... }), 8pelniajace równanie
l(f(n)) + I(n) = 2n + 6 dla n E No.

liczby parzystej a ~ ° oraz I(b) = b + 2 dla kazdej liczby
nieparzystej b ~ l. Krótko:

I(n) == n + 2 dla n E No .

Jest to jedyna funkcja spelniajaca warunki zadania.

226. Oznaczmy zA:=aA:-daA: dla k = 1,2,3, ... i zauwazmy, ze

n n

bn = L(1- ZIt):S L tA: = -In IIZA:= Inan -lnao,
A:=1 A:=1 A:=1

~ '" tA: 1 IIbn == ..i.;V - ZA:)~ L..t 2 == - 2" In ZIt ==

A:=1 A:=lto+l A:=A:o+l
1

= -(lnan-lnaA:o)'2

Wobec monotonicznosci ciagów(an) i (bn) wynika stad, Ze ciagi
te sa albo oba zbiezne, albo oba rozbiezne.

nn

(n) -1 n
an == ao IIZA: ,bn = L(1- ZA:).

A:=1 A:=1

Liczby ZA:spelniaja nierównosci° < ZA::S 1, wiec ciag (bn) jest
niemalejacy·
Jezeli ciag (ZA:)nie dazy do 1, to zarówno ciag(an), jak i (bn),
jest rozbiezny.
W dalszym ciagu zakladamy, ze lim ZA:= l. Ciag o wyrazach
tA: == - In ZA:spelnia warunki:

tA:~O dla k==1,2,3, ... ;limtA:=0.

Istnieje taki numer ko, ze tA: :S 1 dla k > ko. Mamy wiec
dwustronne oszacowanie

{ e-tk ~ 1 - tA: dla k ~ 1,
ZA: == lItA; tA:- < -- = 1 - -- < 1 - - dla k > ko.

etk - 1 + tA: 1 + tA: - 2

Zatem dlan > ko zachodza nierównosci:

225. Zalózmy, ze funkcjaI spelnia podany warunek.
Wybierzmy dowolna liczbe Zo E No i przyjmijmy ZA:+l= l(zA:)
dla k'= 0,1,2, ... Tak okreslony ciag (ZIt) spelnia zaleznosc
rekurencyjna

Z6 = 22zo - 2lz1 + 54, Z7 = 43z1 - 42zo - 72, ...

Biorac w szczególnosci jako Zo liczby° i 1 otrzymujemy ta
metoda ciagi(alt) i (bA:)o wyrazach

ao == 0, al == 1(0). , as = llal - 12, a6 == 54 - 2lal,

bo = 1, b1 = 1(1), , b6 = 76- 2lb1, b7 == 43b1-114, ....

Liczby (calkowite) aó,a6,b6,b7 maja byc nieujemne; stad
wnosimy, zeal == 2, b1 = 3. Mozemy teraz obliczyc poczatkowe
wyrazy:

ao == 0, al == 2, a2 == 4, a3 == 6, ,

bo = 1, bl == 3, b2 = 5, bs = 7, .

Zgadujemy wzory ogólne aA:=2ic, bA:== 2k + 1; dowody
indukcyjne sa natychmiastowe. ZatemI(a) == a + 2 dla kazdej

Tak wiec

Zs = 3z1 - 2zo, z4 = 6zo - 5z1 + 18, Zs== 11z1 - 10zo - 12,

:':'6. Dla danego niemalej ""ego ciagu liczb dodatnich
ao l al, a2, ... okreslaU1Y

(ao al an-l)
bn = n - - + - + ... + -- .

al a2 an.

Udowodnic, ze ciag(bn) jest zbiezny wtedy i tylko wtedy, gdy
ciag (an) jest zbid.ny.



131. Mlynek Segnera (stosowany np. do podlewania ogrodów) dziala na zasadzie
odrzutu: do rurki z zagietymi koncami doprowadza sie w srodku wode, która wyplywa
przez konce wprawiajac rurke w ruch obrotowy. Jesli potraktujemy mlynek jako silnik

(obracajacy jakies urzadzenie), to ile wynosi jego moc? Pompa zasila mlynek woda pod
cisnieniem p, a doplyw wody na jednostke czasu jest równyT' Dlugosc kazdej z czesci
rurki wynosi r, a predkosc katowa -w. Pominac lepkosc wody.

132. Solenoid bez rdzenia ma ksztalt linii srubowej on zwojach, dlugosci l i promieniu

przekroju r, przy czym ~« r «l. Obliczyc sile sciskajaca solenoid (dzialajaca na
konce wzdluz osi), gdy plynie przez nia prad o natezeniul.

Zadania z fizyki nr 131, 132 Redaguje Jerzy B. BROJAN

Ro.wl".anla .adan z n.ykl • numeru 9/1991
Prr;ypominamy tresc udan

128. Pud ••lko, ~ którego wyehodr.l\ dwa p••.ewo<ly, r,awiera
kondl'neatof, opornik i ('{'wke o pOlnija.lni(" JnalYll~ oporz(',
poll\czone w nil'znany sposób. Po prr.ylol.('uiu napiecia stalego
stwierd~ono, z" op6r pud('lka wynosi 100 n, i taki sam op6r
wykap,ujE' ono w obwod"if" prl\du Pfl.t"luicun<'go har(h.o wielkif'j

('r.eetotliwolfci. Po prr.ylof;t"uiu napiecia siu\18oidaluf'go "lodu}
impedaneji (~l\wada) okM.al si~ r6wny50 n prr.y er.estotliwo~d
100 Hr. i 80 o pny cr.~stotliwo~ci 200 Hr. NarY80wa{ 8ch('mat
obwodu i wyr.naer.y<' warto~ci L i C.

12 •• Ciecz l••pka wypelnia prze8trz ••n pomi~dzy dwoma dlugimi
cylindrami obraeaj aeymi si~ wokól wspólnej osi, prr.y (zym
wewn~trzny eylinder ma pr'mu ••nrl i pre,lkc 4c katowa w l,
a zewnetrzny promien r, i pr~dkoU katowl\ w, Jakim wzorem
wyraza si~ zale7.lIoM pr~dko~ci cieczy od odl('glo~d r od osi"
Pnyjl\c, ze przeplyw j(,8t 8t'\ejollarllY (nH'z\ldIlY od <zasn)
i huuilla.rl1Y

(l)

123. Istnieja tylko dwa obwodyR/.G, których impedancja Z jest równa R zarówno dlaw = O,

jak i dla w = 00 (rysunek). Poniewaz dla czestotliw06ci posrednich podane w tresci zadania
wartosci Z sa mniejsze odR, wiec - znajduj ac w standardowy sposób wzory na impedancje
- przekonujemy sie, ze drugi z narysowanych obwodów jest wykluczonyi pozostaje nam tylko
pierwszy, którego impedancja jest dana wyrazeniem

1 1 G2w2

Z2 = R2 + (1 - LGw2)2 ,

Przeksztalcajac ten wzór otrzymujemy

(~ _ ~) -1/2 = l_l _ LwiZ2 R2 Gw

Oznaczmy lewa strone równania symbolemY; wyliczajac jej wartosc dlaR = 100 O
i ZI = 50 O otrzymujemy Y1 = 57,74O, a dla Z2 = 80 O mamy Y2 = 133,33 O. Uklad równan

Y1 = 1_1__ Lw 11, Y2 = 1_1_ - LW21I GWI GW2

przy podanych wartosciach liczbowych ma dwa rozwiazania:

( l J ) (Y1 Y2)-1
G= 2-2 -+- =9,60IJF,

wl w2 Wl W2

L

c

L

R

c

(2)
( 1 1 ) (Y2 Yl ) -I

G = - - - - - - = 134 IJF,
wr w~ W2 WI

Czolówka ligi r.adalliowcj
Klub •• F

po uwzglednif'niu ocen rozwiazan
r.adan 117 (WT=2.93) i 118 (WT=1.60)

z numeru 4/1991
Pd.\'I('t PerkOW1kl - Szczf>cin 31,65
•0\. da. m Sikorski Lublin 30,34

Andrzt'j a"rOWlki - Alf"k,a.nrl.rf';w K. 14.11
Andruj Nowogrod-zki-- Chocia.ll~w 11.08

Wyrazy uznania dla p. Sikorskiego.
który w imponuj&<:Ylu stylu 7.Inif'r7,a

po tytul WeL1!!rana Klubu 44F.

124. Zgodnie z definicja wspólczynnika lepk06ci cieczyf'/ przy poslizgu warstw cieczy po sobie
wystepuje sila tarcia (lepk06ci) dana w&orem

F dll

S = "dx'
gdzie S - powierzchnia warstw, dll - zmiana predk06ci przy ;>rzesunieciu odx w kierunku
prostopadlym do powierzchni. W naszym przypadku slizgajace sie po sobie warstwy maja
ksztalt wspólsradkowych cylindrów, a sila tarcia wynika z róznicy ich predkosci katowych.
Do powyiszego wzoru nalezy wiec podstawic dll= rdw, skad

dw
F = Sf'/r-.

dr

Równowaga (przepiyw stacjonarny) wystapi wtedy, gdy moment sily dr.ialajacy na kazda
warstwe cylindryczna od wewnatrz bedzie równy momentowi sily dzialajacemu od zewnatrz,
zatem

M = Fr = Snr2 dw = eona!,
dr

Poniewaz pole powierzchni bocznejS walca jest proporcjonalna dor, wiec otrzymujemy
dw b

r3 - = eona! a stad w:= a + - .
dr r2

Predkosc liniowaII = wr zalezy wiec od r wedlug wzoruII = ar + ~. Stale a i b mozna
wyznaczyc z warunkówWI == a + !,-, «.'2 = a + !,. Równowazna, lecz ogólniejsza i bardziej

r l ,.2
zaawansowana metoda rozwiazania opiera sie na równaniu Naviera-Stokesa, z którego wynika
warunek !:lu = O.
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