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Croléwka ligi sadaniowej
Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwiazan
zadad 210 (WT=8,62) i 220 (WT=1,67)
% numeru 4/1991
Fawel Kublt - Krosnao 43,17

Kreyratof Sawltlawskl- Warssawa 43,82
Tomass Wietecha — Tarndw 37,48

Termin nadsylania rozwigzan:
30 1V 1992

Klub 44

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki 1 Mechaniki,
Wydzialu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrét regulaminu

Kaidy moée nadsylad rozwiazania zadad 2 numeru n w terminie do korica miesiaca

n + 3. Szkice rozwiazan samieszczamy w numerze n -+ 4. Mo#éna nadsylad rozwiagania
caterech, irzech, dwdch lub jedicgo zadania (kaide na oddzielnej kartce), moina to robi¢

co miesiac lub 2 dowolnymi przerwami. Rozwiazania radad s matematyki i s fizyki naleiy
przesylad w oddzielnych kopertach, umieszezajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub
Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali od 0 do 1 z dokladnodeig do 0,1, Octene mnoiymy
prrez wepblceynnik trudnoéei danego radania: WT = 4 — 39/N, gdzie 5 oznacza sume

ocen za rozwissania tego sadania, a N — liczbe oséb, ktére nadeslaly rozwiazanie chofby
jednego zadenia z danego numeru w danej konkurencji (M lub F) — i tyle punktéw otrzymuje
nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym crasie i w ktérejkolwiek z dwéch
konkurencji (M lub F), zostaje on calonkiem Klubu 44, a nadwyika punktéw jest zaliczana
do ponownego udrialu. Trzykrotne czlonkostwo — to tytul Weterana.

Szczegblowy regulamin sostal wydrukowany w numerze 7,/1990.

Zadania z matematyki nr 233, 234

238. Dowiedé, ze dla dowolnych liczb dodatnich z,y, z

zachodzi nieréwnodé
yﬂ_zz 22 —y? o . 5

z+z z4+y y+eg = ~

2

234. Réinice symetryczna, pary zbioréw okreélamy
wzorem A = B := (A\B) U (B\A). Dla wigkszej liczby
zbioréw okredlamy indukeyjnie:

Ay~ A=~ ...~ A ::Aj,"-(Ag'— .-.‘—Ak).

Redaguje Marcin E. KUCZMA

Niech dane beda liczby naturalne n, k > 2. Obliczyé
wartodé sumy

Z|A1 o IR SRR 74
gdzie sumowanie przebiega po wszystkich
uporzadkowanych ukladach (A;, Az,..., Ax) podzbioréw
zbioru {1,...,n}, zaé symbol | X| oznacza liczbe elementéw
(moc) zbioru X,

Zadanie 234 zaproponowal pan Tomasz Wietecha
z Tarnowa jako kontynuacje zadania 214 (Delia 1/1991).

Rozwigzania zadai z matematyki z numeru 9/1991
Przypominamy treéé zadan:

226. Wyznacryd waryntkie funkcje
[N + Ng (Np = {0,1, 2, 1}, spelniajace rédwnanie
¢ N

J=2n+ 6 dlan € Np

fin))+ f(n

in) jest zbiciny wtedy i tylko wtedy, gdy

ciag [anx) jest sbhiesny

225. Zaldémy, ge funkcja f spelia podany warunek.
Wybiersmy dowolng liczbe zg € Ny i preyimijmy zpyq = f(zi)
dla k=0,1,2,... Tak okredlony ciag (z)) spelnia zalesnod¢
rekurencyjng
Tht2 = 2zZp — 241 +6.
Tak wiec
zz = 3z) — 239, 74 = 629 — 52, + 18, z5 = 11z; — 10zp — 12,
zg = 2229 — 21z + 54, 7 = 43z, — 4229 — i
Biorac w szcregdlnodei jako zg liczby 0 i 1 otreymujemy tg
metodsg ciagi (ax) i (bx) o wyrazach
ap =0, a; = f(0), ..., a5 = 11lay — 12, ag = 5‘4—21a1, e
bp=1, by = f(1), ..., bg = 76— 21b;, by = 43b; — 114, ....
Liczby (catkowite) as, ag,bg, b7 maja by¢ nieujemne; stad
wnosimy, ge a; = 2, by = 3. Mozemy teraz obliczy¢ poceatkowe
wyrazy:
GUIO, a) =2, ag :4, 63:6, ey
b():l, blzs, bz=5, 53:-7, R
Zgadujemy weory ogdlne ap = 2k, by = 2k + 1; dowody
indukcyjne s3 natychmiastowe. Zatem f(a) = a + 2 dla kaidej

liceby pargystej a > 0 oraz f(b) = b + 2 dla kagdej liczby
nieparzystej b > 1. Krétko:
fin)=n+2 dla n€Ng.

Jest to jedyna funkcja spelniajaca warunki zadania.

228. Ogznacemy z; = ag—;1/ag dla k=1,2,3,... i zauwaimy, fe
n <k n
an = ap Hz* . b,,:Z[l—-::k).
k=1 k=1

Liceby z) spelniajg nieréwnodci 0 < zx < 1, wige ciag (bn) jest
niemalejacy.
Jeteli ciag (z)) nie dasgy do 1, to zaréwno ciag (an), jak i (b,),
jest rogbiegny.
W dalsgym ciagu gakladamy, ge limz; = 1. Ciag o wyrazach
ty = — Inzy spelnia warunki:
tp 20 vdla- =128, ... i limtp =0,
Istnieje taki numer kg, ge tp < 1 dla k > kg. Mamy wiec
dwustronne oszacowanie
et > 1 -ty dla k> 1,
BER Tt g S e B ogupsa
etk 1+ 14 g 2

Zatem dla n > ko zachodeg nieréwnosci:

n n n
b..=E{l—zk)£zuz—lnnzk=lnan—Inau.

k=1 k=1 k=1

n n n
bnzzgl—zk)z Z i'£=—£]n H T =

k=1 k=kg+1 4 : k=kgy+1

1
= E(]ncf.Iﬂl =1Inay,).

Wobec monotonicenodei ciagdbw (an) i (bn) wynika stad, ge ciagi
te sg albo oba zbiegne, albo oba rozbiegne.



Zadania z fizyki nr 131, 132 Redaguje Jerzy B. BROJAN

131. Miynek Segnera (stosowany np. do podlewania ogrodéw) dziala na zasadzie
odrzutu: do rurki z zagietymi koficami doprowadza sie w drodku wode, ktéra wyplywa
przez korfice wprawiajac rurke w ruch obrotowy. Jesli potraktujemy miynek jako silnik
(obracajacy jakied urzadzenie), to ile wynosi jego moc? Pompa zasila miynek woda pod
ciénieniem p, a doplyw wody na jednostke czasn jest réwny 2. Diugoéé kaidej z czedci
rurki wynosi r, a predkoéé katowa — w. Pomina¢ lepkodé wody.

1832. Solenoid bez rdzenia ma ksztalt linii srubowej o n zwojach, dlugodci I i promieniu
przekroju r, przy czym L « r < I. Obliczy¢ sile éciskajaca solenoid (dzialajaca na

n

kofice wzdluz osi), gdy plynie przez nia prad o nategeniu I.

Roawlasania sadan = fleykl 8 numeru 8/1981

Preypominamy tredé eadan

138. Pudelko, » ktérego wychodey dwn prrewaody, zawiern reest lzy dwon 1l !

kondensator, opornik i cewke o pomijalnie malym k Pre)

polacrone w nieznany sposdb. Po preyloteniu napigcin staleg: I !

stwierdrono, te opdr pudelka wynosi 100 (1, i taki sam opds 1k ket \ 1k o

wykaruje ono w obwodrie pradu praemicns rdro wielkie] cry ofd r od
rentatliwadel. Po preyloteniu napiecia modul arny (n Y it
npedancii (zawada) okaral sie rdwny vy exgatotliwaod

100 He'i B0 (] pray crestotliwodei 200 Hz. Narysownsd achemat

hwodu | wyenaceyd wartodei L i«

R 128. Istniejg tylko dwa obwody RLC, ktérych impedancja Z jest réwna R zarowno dla w = 0,
jak i dla w = oo (rysunek). Poniewag dla crestotliwodei podrednich podane w tredei gadania
wartodci Z 83 mniejsze od R, wiec — gnajdujac w standardowy sposéb weory na impedancjeg
- przekonujemy sig, ge drugi ¢ narysowanych obwodéw jest wykluczony i pozostaje nam tylko

"I pierwsazy, ktérego impedancja jest dana wyrageniem
C i IR | o) C?w?
Z: R? (1-LCw?)?’
C Prezeksstalcajac ten wedr otreymujemy
1 1\l 1
R (ot e =
Oznaczmy lewg strong réwnania symbolem Y'; wyliczajac jej wartodé dla R = 100 {1
i Z; =500 otreymujemy ¥; = 57,74 0, adla Z; = 80 {1 mamy ¥; = 133,33 1. Uklad réwnan
1 i
% Yis lor= ool WaElkas= fus
Cuw; Cuwa

prey podanych wartodciach liccbowych ma dwa rozwigzania:

-1
() p=Ywrt¥is gy C_—,(.I__L)(l_,l_.,.)_’?_) e

S 2 2
w3 — wi wi  owi wy Wy

P =1
(2) p=Ds e iy, c:(-‘i—%) (ﬁ-ﬂ) = 134 uF,
wy —wy wy w3 wa Wi

124. Zgodnie & definicjy wspdlczynnika lepkosci cieczy n przy poélizgu warstw cieczy po sobie
wystepuje sila tarcia {lepkaéci) dana wegorem

Floady

3" Ta"
gdeie § — powierzchnia warstw, dv — emiana predkodei przy preesunieciu o dz w kierunku
prosiopadlym do powierzchni. W naseym preypadku élizgajace sie po sobie warstwy maja
ksetalt wspélérodkowych cylindrdw, a sila tarcia wynika 2 régnicy ich predkodei katowych.
Do powyzszego wroru nalefy wiec podstawié¢ dv = rdw, skad

dw
F = Sqr;- .

Réwnowaga (przepiyw stacjonarny) wystapi wtedy, gdy moment sily drzialajacy na kagdg

warstwe cylindrycena od wewnatre bedzie réwny momentowi sily deialajgcemu od zewnatre,
Croléwka ligi zadaniowe]

gatem
Klub 44 F dis
po uwzglednieniu oren roswiazan M = Fr= Snr®— = conat,
radad 117 (WT=2.03) i 118 (WT=1,60) - _ , , A - -
£ numeru 4/1991 Poniewag pole powierzchni bocznej § walca jest proporcjonalna do r, wiec otrzymujemy
Pawel Perkowak] - Szcaecin 31,65 .'idw — -
Adam Sikoraki Lublin 30,34 T constys astad. w =g 3"
Andrze] Borowsk! - Alekrandriw K. 14,11 b
Andriej Nowogrodaki- Choclandw 12.08  Predkoéé liniowa v = wr zalezy wigc od r wedlug wzorn v = ar + o Stale a i b moina
Wyrazy uznania dla p. Sikorskiego. wyznaczy¢ ¢ warunkéw w; = a + ;Qf‘ U= 4 :é; Rownowaina, lece cgdinicjaza’i bardsie)
ktéry w imponujacym stylu zinierza zaawansowana metoda rozwiazania opiera sig na réwnaniu Naviera-Stokesa, z ktérego wynika

po tytul Weterana Klubu 44F. warunek A7 = 0.



