Ile jest toruséw?

Zacenijmy od pytania: czy toruséw jest wieces niz walcdw?

Udcidlijmy: przez walec bgdziemy rozumieli powierzchnie
powstaly przez obracanie prosiei wzgledem ustalonsj
prostej réwnoleglej do niej; przez torus — powierzchnie
powstalg przez obracanie okregu wzgledem ustalonej
prostej leZacei w tej samej co on plaszczyinie i rozlacznej
% nim.
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Rys. 1

Wéwezas odpowied# na pytanie bedzie brzmiala: fyle
samo, bo, jak latwo zauwaiyé, i walcéw, i toruséw jest
nieskoriczenie wiele. Jedli jednak zmodyfikujemy pytanie
i bedzie cno brzmialo: czy rdénych toruséw jest wigcej niz
réznych walcdw?, to odpowieds moze by¢ inna. Zalety

to od jasnego okreflenia, jakie walce czy jakie torusy
uwagamy za réine. W geometrii euklidesowej za takie
same uwaga si¢ figury podobne - maja one bowiem takie
same wiasnodci geometryczne. Nie ma takiej wlasnosci
geometrycznei, ktéra przystugiwalaby jednemu kwadratowi
(czy tréjkatowi réwnobocznemu), a nie przystugiwataby
innemu.

Kaidy powie: to nieprawda, mogg sie réinié wielkodecia, Jest
to jednak tylko konsekwencja faktu, fe w szkole uczymy aie
nie geometrii euklidesowej, lecr geometrii metryczne] (whrew
powstechnemu przekonaniu)

Z euklidesowego punktu widzenia odpowiedZ na
zmodyfikowzne pytanie bedzie nastepujaca: rdznych
toruséw jest wiecej niz réznych wa'céw. Walce bowiem sa
wsezystkie figurami podobnymi, czyli ,réinych walcdw”
jest jedna szfuka. Réinych toruséw natomiast jest nadal
nieskoriczenie wiele — te, dla ktérych stosunki % (patrz
rysunek 1) sa réine, nie 83 figurami podobnymi.

Proste stwierdzenie, ze czegod jest nieskoficzenie wiele, na
og6l matematykéw nie zadowala. Tam, gdzie jest mowa

o nieskoficzonoéci, moga si¢ dziaé réine rzeczy (np. moina
dowiedé, se punktéw odcinka jest tyle samo co punktéw
plaszczyzny) i dlatego, gdy czegoé jest nieskoriczenie wiele,
pytamy: jak? rozumiejac przez to nie tylko postulat
okreflenia rodzaju nieskoficzonodci, lecz takie postulat
okredlenia jakiejé czytelnej strukiury owego nieskoficzonego
zbioru.

Zanim odpowiemy na tak rozumiane tytulowe pytanie,
poniekad zmienimy temat. Otéz w wielu dzialach
matematyki (np. geometria riemannowska, geometria
algebraiczna) przez torus rozumie sig cod innegoc niz
okreéliliémy na poczatku. Zeby objasni¢ powédd zmiany
pojecia torusa, przyjrzyjmy sie wadom zwyklego torusa,

o ktérym méwilismy dotad. Walec (ktéry znalazt sie w tym
artykule, by éwieci¢ dobrym przykiadem) jest

10

Marek KORDOS

jednorodny metrycsnie, co oznacza, ée moina go bez
rozciagania (czy dciagania) przesuwad i przekrecaé po
nim samym tak, by dowolnie wskazany punkt moina bylo
nalozyé na dowolnie wskazeny inny. Zwyczajny torus

nie ma tej wlasnoéci. Mozna go co prawda przekrecaé

po nim samym, ale tylko ,w jedna strone”. Nie mozna
jednak (bez rozciagania i éciagania) przekrecié go np. tak,
aby jakid punkt lezacy najblizej osi obrotu znalaz} sie

od tej osi najdalej. Poniewai matematycy wysoce cenia
jednorodnoéé, wiec wymyélili inne pojecie torusa. Takie,
by ten nowy torus (nazwijmy go torusem abstrakcyjnym)
byl metrycznie jednorodny. Aby jego okreélenie sprawialo
mniej trudnoéci, zaczniimy od innej definicji walca.

Walec (zwyczajny) po rozcieciu wzdluz tworzacej (prostej
réwnoleglej do osi) stanie si¢ pasem plaszczyzny.

Oenywidcie, rozcigty walec trzeba rozgiaf, zanim begdzie pasem
plasrczysny. Operacja ta jednak nie zmienia iadnej 2 odleglodci
na powierachni (nie w przestrzeni, lecz na powierzchni). Tego
rodzaju operacje (tj. nie smieniajace odleglodci na powierschni)
tu i dalej uznajemy za dopuszczalne,

Mozna go wiec traktowad jak pas sklejony brzegami.
Mozina jednak na walec spojrzeé jeszcze inaczej: jest to
(cala) plaszczyzna zwinigta w rurke, Od mniej wigcej stu
lat operacja ,,zwijania w rurke” zostala zmatematyzowana
w nastepujacy sposdb. :

Wybierzmy (na plaszczyinie) jakié wektor v, czyli jakied
przesuniecie, | rozwazmy wazystkie przeksztalcenia,

jakie moZna uzyekaé przez skladanie takich przesunigé

i przesunieé do nich odwrotnych. Otrzymamy w ten
aposéb grupe przeksztalcedi nazywana Cu. Sklada sie ona
z przesunieé o wektory kv, gdzie k jest dowolng liczba
catkowita. Jedli w jakimé zbiorze (tu: na plaszczyZnie)
dziala jakad grupa G (tu: Cs), to wsazystkie elementy tego
zbioru sa podzielone na rozlaczne klusy zwane orbitami:
wraz z punktem P orbite tworza te wszystkie punkty, ktére
83 obrazami P przy zasfosowaniu ktéregos z przeksztalcen
grupy G. (Czytelnik moze sam sprawdzié, e orbity sa
rzeczy widcie rozlaczne.)

Grupa przeksatalceni to taki niepusty z2bidr przeksstalced,
w ktérym wran z kazdym przeksrtalceniem jest praeksztalcenie
do niego odwrotne, a wrazs z kazdymi dwoma - ich zlozenie

Jedli narysujemy na plaszczyinie pas o brzegach
prostopadlych do v i o szerokodci |v|; przy czym jeden

z brzegéw zaliczymy do pasa, a drugi nie, to w pasie tym
kazda orbita bedzie reprezentowana przez dokladnie jeden
punkt.

Rys. 2. Jednakowymi znaczkamil oznaczone sa punkty naleiace
do tej samej orbity.



Potraktujmy teraz kaida orbite jako punkt nowej

&a‘.bstra.kcyjnej) przestrzeni. Przestrzenia ta okaie sig walec.
eby to sobie uzmystowié (i wyobrazi¢ sobie, jak z orbity

moze staé si¢ jeden punkt), przedstawmy sobie plaszczyzne

jak cienka, calkowicie przezroczysta folig i awiimy ja tak,

by punkty 2 jeﬂnej orbity naloiyly sie, bydmy widzieli je

w tym samym miejscu — rzeczywidcie mamy walec.

Opisans tu operacje preejdcia od jakiejd przestrzeni IT do
przestrzeni orbit grupy G tej przestrzeni nazywa sig cagsto
dzieleniem przez grupe, a otrzymana przestrzed orbit nazywa
sig ilorazowa i oznacza I1/G.

Podejdcie takie dobrze demonstruje fakt, e otrzymany
walec lokalnie dziedzicay wlasnoéci metryczne plaszczyzny,
z ktérej powstal. Poniewaz ona byla jednorodna, wiec
jednorodny jest i on.

Usyskane tu dziedsicrenic wlasnodei metrycanych wymaga,

by grupa, praez ktéra dzielimy, skladala sie 2 izometrii i byla
jednostajnie nieciagla, co oznacza, e kaidy punkt w kaidej

z irometrii grupy odsuwa gi¢ co najmuiej o 2 géry zadang
odleglofé. Grupa obrotdw o k - 90° wezgl¢dem danego punktu jest
preykladem grupy, ktéra nie jest jednostajnie nieciagla, nawet
gdy wylaczymy drodek obrotu.

Sprébujemy teraz uzyskaé w analogiczny sposdb torus
abstrakeyjny, czyli coé bardzo podobnego do ewyczajnego
torusa, ale cod, co jest metrycznie jednorodne.

Tym razem na plaszczyénie bierzemy pod uwage dwa
nieréwnolegle wektory v i w. I znéw znajdujemy
najmniejsza grupe, w ktérej sa przesuniecia o te wektory.
Grupa ta nazywa sie pl i sklada sie z przesunieé o wektory
kv + lw, gdzie k i | 83 dowolnymi liczbami calkowitymi.

Stosowniejszny nazwa tej grupy byloby Cp X g, Nazwa pl

preyjela aig¢ dlatego, te tak oznaczono te grupe w International
Tables for X -ray Cristallography. Tego rodzaju grupy maja
bowiem konkretue | wazne zastosowania w fizyce ciala stalego.

Jedli przejdziemy teraz do przestrzeni orbit grupy pl na
plaszczyinie, to otrzymamy abstrakcyjny torus.

Powstaje pytanie, dlaczego takie cod uparto sie nazywaé
torusem. Wyjadnienie mozna uzyskaé postugujac

gig ugytym juz przedstawieniem plaszczyzny jako
przezroczystej folii. Teraz rysujemy na niej réwnoleglobok,
ktérego boki sa, odpowiednio, wektorami v i w.
Zapomnijmy na chwile o wektorze w i zwinmy folie
zgodnie z dzialaniem grupy Coo wyznaczone] przez

wektor v — otrzymamy walec. Pewne punkty orbity
kazdego punktu nakryja sie, a pewne nie.
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Rys. 3. Po swinigeiu plaszceyany w walec utofsamione punkty
orbity grupy pl ukladajg sie w orbite grupy Cw.
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Mozna zauwasyd, te aby nakryé wezystkie punkty orbity,

trzeba teraz zwinaé walec zgodnie z dzialaniem grupy Cu
wyznaczonej przez wektor w. Tego ju# fizycznie zrobi sie
nie da — walec jest sztywny.

Sztywnodé walca wynika z picknego theorema egregium
udowodnionego preez Gaussa, ale to jus zupelnie inna historia.

Myélowo moina jednak ten eksperyment wykonaé:
zwijamy walec rozciagajac go ,z jednej atrony”
i wyobraZajgc sobie, Ze tego nie robimy.

Od razu widaé, ie jednym ze sposobbéw zwiniecia jest ,was
polykajacy awéj ogon™ — niewatpliwie powsfaje w ten
sposdb torus.

—_— -—

Rys. 4. Oczywidcie, zwijanie walca tak nie wyglada, be ma on
nieskorficrony dlugodé.

Nie jest to jednak zwykly torus, bo odlegiodci na nim nie
83 takie, jakie wytworzyly sie w wyniku rozciggania folii,
lecz takie, jakie byly ieszcze przed zwijaniem — moina
sobie wiec wyobrazaé torus abstrakeyjny jak zwykly torus,
na ktérym odlegloéé mierzy sig inaczej. Mierzy sig tak,

by dlugodé okregu punkiéw najblizgszych osi obrotu byla
taka sama, jak dingodé okregu punktéw najdalszych od osi.
Innymi slowy, tak jak walec to sklejony brzegami pas, tak
torus to réwnoleglobok o sklejonych przeciwleglych bokach.

—>

Rys. 5

Zauwaimy tez, ze abstrakcyjny torus lokalnie zachowuje
sie jak walec — taka jest konsekwencja przyjetego zaloienia
o sposobie mierzenia na nim odleglodci.

N

Rys. 6. Tak wyglula kawalek metrycanie jednorodnego torusa.
W calodci nie moina go narysowaé, bo metrycznie jednorodny
torus nie miedei sig w przestrzeni euklidesowej.

Naprawde istotng réinice miedzy torusem zwyczajnym
i abstrakeyjnym dostrzezemy zwijajac walec w inny sposéb
- mozna go zwinaé jak obracana na lews strone skarpetke.

Rye. 7



I wtedy okage sie, Ze nie mozna stwierdzicé, ktéry

2 wekiordw v i w odpowiada ,gruboéci” detki (jaka
jest torus na rysunku 1), a ktéry ,promieniowi ” detki.
Na rysunknu 4 ,gruboéci” odpowiadal wektor v, a na
rysunku 7 — wektor w.

Tera? mozemy przystapié do uogélnionego pytania o to,
jak wiele jest réznych abstrakcyjnych toruséw. Czyli do
pytania o to, na ile nie podobnych siatek réwnoleglobokdéw
mozna rozbié plaszczyzne. A nawet wigcej — jaka jest
struktura zbioru takich, réznych w podanym wyzej sensie,
siatek.

Pierwsza uwaga dotyczy dotad stosowanego (nielegalnie)
uproszczenia. Rysowaliémy mianowicie (rysunki

3i5) wektory v i w jako prostopadle. Pisaliémy

o réwnolegloboku stale rozpatrujac jego szczegblny
przypadek — prostokat. Pozwolilo to nam uniknaé sytuacji,
w ktérej obszar sloiony z pojedynczych reprezentantéw
kazdej orbity jest réwnolegiobokiem mniejszym niz
réwnoleglobok rozpiety na wektorach v i w. Rysunki 819
pokazuja takie sytuacje (ktére dla wektoréw prostopadlych
zdarzy¢ sig nie moga). W kaidej jednak takiej sytuacji
mozna wektory v i w zastapié innymi, v' i w', ktére
odpowiadaja bokom réwnolegloboku powstalej siatki.

swnlek ot cimat

Rys. 8. Siatka wysnaczona praes wektory v i w jest identyczna
z siatka wyznaczona przez wektory v' i w'. Dowdd tego faktu
warto sacsgf od spostrzeienia, fe v/ = —2v — w, w' = 3v 4+ 2w.

Rys. 9. Dla danej siatki i danego wektora v, krétszego nis w,
rawsze moina dobraé taki wektor w', by otrzymaé te¢ sams
siatke i by rzut prostokatny wektora w' na wektor v byl nie
dlugszy nis polowa |v|. Tutaj taki bedzie wektor w — 3v lub
w— 2v.

Droga do tego bedzie taka. Bjerzemy pod uwage jakié
(jeden) punkt P iszukamy najbliZszego mu punktu jego
orbity (niech bedzie to Q) — jeéli jest takich kilka (a zawsze
83 co najmniej dwa), bierzemy dowolny z nich. Jako v’

przyjmujemy wektor .ﬁj

PoniewaZ pracujemy z dokladnoécia do podobiefistwa, wiec
mozemy zalozyé, ze dla kaide]j siatki otrzymaliémy ten sam
wektor v'. Do niego dobierzemy teraz wektor w'.

Z przyjrzenia sie rysunkowi 9 wynika, Ze zawsze moze nim
byé wektor f’ﬁ, gdzie R leiy w pasie o szerokodci |v'|,

o brzegach prostopadlych do v', dla ktérego P leiy na
érodkowej. Co wiecej, z minimalnodci PQ wynika, ie R
nle leiy we wnetrzu kola o promieniu |v'| i rodku P.

Rys. 10

W ten sposéb uzyskalismy pewng reprezentacje toruséw
abstrakcyjnych - jest to figura zlozona z punktéw R
otrzymanych dla réznych siatek, a wiec pas bez brzegéw
z wycietym wnetrzem kola.

Rys. 11

Jest to reprezentacja dobra, ale nie jednoznaczna.
Rysunek 12 dobitnie wskazuje, Ze punkty R; polozone
symetrycznie wzgledem prostej PQ, wzgledem érodkowej
pasa i wzgledem punktu P dadza nam siatki takie same,
a tylko inaczej polosone. Kaida wiec siatka jest na
rysunku 11 reprezentowana przez co najmniej dwa, a na
ogédl cztery punkty R.

R'fl Ry
P Q
Ry Ry

Rys. 12. Aby przekonad sig, ze siatki wyznaczone preez
wektory ﬁ i PR, sa takie same, naleiy je narysowaé. Okaie
sig, e dla+ = 1,3 otraymamy te sama siatke, a dla i = 2,4
siatke symetryczna wzgledem prostej PQ.



Usuniecie tej wady prowadzi do figury z rysunku 13, ktéry
nazywany jest geometryczna interpretacjg przesirzeni
toruséw (abstrakeyjnych).

60°

Rys. 13. To. e zaznaczone kaly raeceywidcic majy taks
rozwartod, Czytelnik obliczy bez trudu (kat mi¢day kraywymi
to kat migdzy stycenymi do nich).

W konstruowaniu tej interpretacji byla pewna dowolncdé.
Kaidy z Czytelnikéw moze wybraé inng droge
poszukiwania geometrycznej interpretacji przestrzeni
torusbéw. Jedli jednak zdecyduje sie, by interpretacja ta
byla obszarem (ew. z pewnymi fragmentami brzegu),

to otrzyma jedng z figur widocznych na rysunku 14

w czeéci zabarwionej (lub jeszcze inne figury mieszczace
sie w nie zabarwionej czedci pélplaszczyzny), Wzajemna
zaleznodé miedzy tymi obszarami upewnia matematykéw,
ze geometryczna interpretacja przestrzeni toruséw
naprawde mowi coé o torusach — obszary te mozna
otrzymal z dowolnego z nich za pomoca symetrii osiowych
wzgledem tych fragmentéw brzegu, ktdre sa pdlprostymi
lub odcinkami, i inwersji wzgledem tych fragmentéw
brzegu, ktére 83 tukami okregéw. Obszary te s3 wiec

w zdrowy, geometryczny sposdb réwnowazne.

Bws 14 Wsaystkie katy oharardw sa rfwne 90° 60° lub 0F
st yrrnedé ). ==t

Inwersja wzgledem ckregu o drodku € i promieniu r
to przeksztalcenie, ktédre kaidemu punktowi X # OQ
preyporzadkowuje taki punkt X', ie OX' . OX = r? oraz
uXxiiox'.
przeprowadza proste i okregi na proste i okregi.

Inwersja zachowuje katy miedey kreywymi oraz

Dalsze badania przestrzeni toruséw polegaja na takim
zmetryzowaniu pdlplaszczyzny, w ktérej mieszcza, sie
reprezentujace te przestrzef figury, by opisane wyzej
przekszialcenia byly izometriami. Odpowiednim sposobem
mierzenia odleglodci okazuje sie metryka zamieniajaca
pélplaszczyzne na plaszczyzne Bolyai-Lobaczewskiego.
Cstatecznie przestrzen toruséw okazuje sie byé tréjkatem
prostokatnym niewladciwym o kacie 60° na plaszczyZnie
Bolyai-fobaczewskiego, o czym warto moze bardziej
szczegdlowo napisaé przy innej okazji.

W artykule zaklada sic milczaco, ge jedyny sposéb uczynienia
torusa jednorodnym metrycznie to nadanie mu metryzacji
lokalnie identycznej » plaszczyzna euklidesowy. Nie jest to
zaloienie arbitralne — dowodzi tego, fe tak jest, twierdrenie

Gaussa-Bonneta,

_ i Zadania

Redaguje Michal WOJCIECHO WSKI

M 619. W weszlach figury z rysunku 1 (szedciokat foremny rozbity na 24 tréjkaty)
wpisano parami réine liczby. Udowodni¢, ze znajdzie sie co najmniej 7 takich
tréjkatéw, iz liczby zapisane w ich wierzchotkach rosna w kierunku przeciwnym do

ruchu wekazédwek zegara.
Rozwiazanie na str, 7

Rys |

M 620. Czy mozna siatke przedstawions na rysunku 2 (kaida kraweds ma dlugoéé 1)

= przedstawié jako sume pigciu lamanych dlugodci 87
Rozwigzanie na str, 7

M 621. W n-kacie foremnym naleiy kaidy bok i kaida przekatng pomalowaé pewnym
kolorem tak, by iadne dwa spedréd tych odcinkéw majace punkt wspélny, nie byly

pomalowane tym samym kolorem. Ilu co najmniej koloréw nalezy niyé?

Rozwiazanie na str. 7

Redaguje Jaroslaw KULPA

F 825. Oszacuj czas zderzenia pilki futbolowej z betonowa éciana. Dane dotyczace
pitki: masa m = 0,6 kg. promiefi pitki r = 11 cm, réinica cifnied miedzy ciénieniem
wewnatrz pilki a cidnieniem atmosferycznym p = 0,9 atm (90 kPa).

Rozwiazanie na str. 16

F 328. Serce ludzkie przepompowuje g = 5 litréw krwi na minute oraz
wytwarza nadciénienie p & 100 mmHg (13 kPa). Na ile dni pracy sztucznego
serca o identycznych parametrach i aprawnodci n = 50% starczyloby energii ze
standardowego akumulatora samochodowego (Q =48 A-h, U = 12 V)?

Rozwiazanie na str. 16
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