
Ile jest torusów? Marek KORD OS

Zacznijmy od pytania.: czy torus6w jest wiecej niz walc6w?

Uscislijmy: przez walec bedziemy .rozumieli powierzchnie
powstala przez obracanie prostej wzgledem ustalonej

prostej równoleglej do niej; przez torus - powierzchnie
powstala przez obracanie okregu wzgledem ustalonej
prostej lezacej w tej samej <:0 on plaszczyznie i rozlacznej
z nim.

R.ys. l

jednorodny metrycznie,co oznacza, ze mozna go bez

rozciagania (czy sciagania) prze~uwac i przekrecac po
nim samym tak, by dowolnie wskazany punkt mozna bylo
nalozyc na dowolnie wskaz,wy inny. Zwyczajny torus
nie ma tej wlasnosci. Mozna go co prawda przekrecac
po nim samym, ale tylko "w jedna strone". Nie mozna

jednak (bez rozciagania i sciagania) przekrecic go np. tak,
aby jakis punkt lezacy najblizej osi obrotu znalazl sie
od tej osi najdalej. Poniewaz matematycy wysoce cenia
jednorodnosc, wiec wymyslili inne pojecie torusa. Takie,

by ten nowy torus (nazwijmy go torusem abstrakcyjnym)
byl metrycznie jednorodny. Aby jego okreslenie sprawialo
mniej trudnosci, zacznijmy od innej definicji walca.

Walec (zwyczajny) po rozcieciu wzdluz tworzacej (prostej

równoleglej do osi) stanie sie pasem plaszczyzny.

Oczywi~cie, rozciety walec trzeba rozgiac, zanim b~dzie pasem
plaszczyzny. Operacja ta jednak nie zmienia zadnej z odleglo~ci
na powierzchni (nie w przestrzeni, lecz na powierzchni). Tego
rodzaju operacje (tj. nie zmieniajace odleglo~ci na powierzchni)
tu i dalej \11.najemy za dopuszczalne.

Ryg, 2. Jedllakowynli znaczkalui oznaczone sapunkty nalezace
do tej samej orbity.

Grupa przek8ztalcel\ to taki l1iepusty zbi6r przeksztalcen,
w którym wraz z kazdym pneksztalcel1iem jest przeksztalcenie
do niego odwrotne. a wraz z kazdymi dwoma - ich zlozenie.
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Jesli narysujemy na plaszczyznie pas o brzegach

prostopadlych dov i o szerokosci lvi; przy czym jeden
z brzegów zaliczymy do pasa, a drugi nie, to w pasie tym
kazda orbita bedzie reprezentowana przez dokladnie jeden

punkt.

Mozna go wiec traktowac jak pas sklejony brzegami.
Mozna jednak na walec spojrzec jeszcze inaczej: jest to

(cala) plaszczyzna zwinieta w rurke. Od mniej wiecej stu
lat operacja "zwijania w rurke" zostala zmatematyzowana
w nastepujacy sposób.

Wybierzmy (na plaszczyznie) jakis wektor v, czyli jakies
przesuniecie, i rozwazmy wszystkie przeksztalcenia,
jakie mozna uzyskac przez skladanie takich przesuniec
i przesuniec do nich odwrotnych. Otrzymamy w ten
sposób grupe przeksztalcen nazywanaCoo• Sklada sie ona
z przesuniec o wektory kv, gdziek jest dowolna liczba

calkowita. Jesli w jakims zbiorze (tu: na plaszczyznie)
dziala jakas grupa G (tu:Coo), to wszystkie elementy tego
zbioru sa podzielone na rozlaczne kh.sy zwane orbitami:
wraz z punktem P orbite tworza te wszystkie punkty, które
sa obrazami P przy zastosowaniu któregos z przeksztalcen

grupy G. (Czytelnik moze sam sprawdzic, ze orbity sa
rzeczywiscie rozlaczne.)

Kazdy powie: to nieprawda, moga si~ r6zni~ wielko~cia. Jest
to jednak tylko konsekwencja faktu, ze w szkole uczymy si~
nie !;eometrii euklidesowej, leC1. geomotrii metrycznej (wbrew
pow8zechnelllu przekona.niu).

Wówczas odpowiedz na pytanie bedzie brzmiala:tyle

lamo, bo, jak latwo zauwazyc, i walców, i torusów jest
nieskonczenie wiele. Jesli jednak zmodyfikujemy pytanie.
i bedzie ono brzmialo: czy róznych torus6w jestwiecej niz

róznych walc6w?, to odpowiedz moze byc inna. Zalezy
to od jasnego okreslenia, jakie walce czy jakie torusy
uwazamy za rózne. W geometrii euklidesowej zatakie

same uwaza sie figury podobne - maja one bowiem takie
same wlasnosci geometryczne. Nie ma takiej wlasnosci
geometrycznej, która przyslugiwalaby jednemu kwadratowi
(czy trójkatowi równobocznemu), a nie przyslugiwalaby
innemu.

Zanim odpowiemy na tak rozumiane tytulowe pytanie,
poniekad zmienimy temat. Otóz w wielu dzialach

matematyki (np. geometria riemannowska, geometria
algebraiczna) przez torus rozumie sie cos innego niz
okreslilismy na poczatku. Zeby objasnic powód zmiany
pojecia torusa, przyjrzyjmy sie wadom zwyklego torusa,

o którym mówilismy dotad. Walec (który znalazl sie w tym

artykule, by swiecic dobrym przykladem) jest

Z euklidesowego punktu widzenia odpowiedz na
zmodyfikowane pytanie bedzie nastepujaca: róznych

torw6w jest wiecej niz róznych walc6w.Walce bowiem sa
wszystkie figurami podobnymi, czyli "róznych walców"
jest jedna sztuka. Róznych torusów natomiast jest nadal

nieskonczenie wiele - te, dla których stosunkik (patrz
rysunek l) sa rózne, nie sa figurami podobnymi.

Proste stwierdzenie, ze czegos jest nieskonczenie wiele, na
ogól matematyków nie zadowala. Tam, gdzie jest mowa

o nieskonczonosci, moga sie dziac rózne rzeczy (np. mozna
dowiesc, ze punktów odcinka jest tyle samo co punktów
plaszczyzny) i dlatego, gdy czegos jest nieskonczenie wiele,
pytamy: jak? rozumiejac przez to nie tylko postulat

okreslenia rodzaju nieskonczonosci, lecz takze postulat
okreslenia jakiejs czytelnej struktury owego nieskonczonego
zbioru.
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Potraktujmy teraz k3.Zdaorbite jako punkt nowej

(abstrakcyjnej) przestrzeni. Przestrzenia ta okaze sie waiec.
Zeby to sobie uzmyslowic (i wyobrazic sobie, jak z orbity
moze stac sie jeden punkt), przedstawmy sobie plaszczyzne
jak cienka, calkowicie przezroczysta folie i zwinmy ja tak,
by punkty z je'dnej orbity nalQzyly sie, bysmy widzieli je
w tym samym miejscu - rzeczywiscie ma.my walec.

Opisana tu operacje przejgcia od jakiejg przestrzenin do
przestrzeni orbit grupy G tej przestrzeni nazywa sie czesto
dzieleniem przez grupe, a otrzymana przestrzen orbit nazywa

sie ilorazowa. i oznacza n/G.

Podejscie takie dobrze demonstruje fakt, ze otrzymany
walec lokalnie dziedziczy wlasnosci metryczne plaszczyzny,
z kt6rej powstal. Poniew3.Z ona byla. jednorodna, wiec
jednorodny jest i on.

U~Y8kane tu dziedzkzenie wlasnoti'ci Illetrycznych wymaga,
by grupa, przez która dzielimy, skladala sie z izometrii i byla
jednostajnie nieciagla, co oznacza, ze kazdy punkt w kazdej
z izometrii grupy odsuwa sie co najmniej o z góry zadana
odlegloM. Grupa obrotów ok· 900 wzgledem danego punktu jest
przykladem grupy, która nie jest jednostajnie nieciagla, nawet
gdy wylaczymy grodek obrotu.

Spr6bujemy teraz uzyskac w analogiczny sposób torus
abstrakcyjny, czyli cos bardzo podobnego do zwyczajnego
torusa, ale cos, co jest metrycznie jednorodne.

Tym razem na plaszczyznie bierzemy pod uwage dwa
nier6wnolegle wektory v i w. I zn6w znajdujemy
najmniej szli,grupe, w kt6rej sa przesuniecia o te wektory.
Grupa ta nazywa sie pl i sklada sie z przesuniec o wektory
kv + Iw, gdzie k i I sa dowolnymi liczbami calkowitymi.

Stosowniejsza nazwa tej grupy hylobyCoo X Cao. Nazwa 1>1
przyjela sie dlatego, ze tak oznaczono te grupe wInternatIOnal
Tabl •• for X ray CriBtallography. Tego rodzaju grupy maja
h(,wieln konkretne i wazne 7~a8to8owania w fi1,YC(' ciala stal(>go.

Jesli przejdziemy teraz do przestrzeni orbit grupy pl na
plaszczyznie, to otrzymamy abstrakcyjny torus.

Powstaje pytanie, dlaczego takie cos uparto sie nazywac
torusem. Wyjasnienie mozna uzyskac p08lugujac
sie uzytym juz przedstawieniem plaszczyzny jako
przezroczystej folii. Teraz ry8ujemy na niej równoleglobok,
kt6rego boki 8a, odpowiednio, wektorami v iw.
Zapomnijmy na chwile o wektorze w i zwinmy folie
zgodnie z dzialaniem grupyCoo wyznaczonej przez
wektor v - otrzymamy walec. Pewne punkty orbity
kazdego punktu nakryja sie, a pewne nie.tt:161616Il>
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Rys. 3. Po zwinieciu plaszczyzny w walec uto1.samione pUllkty
orbity grupy pl ukladaja sie w orbite grupyCoo•
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Mozna zauwazyc, ze aby nakryc w8zystkie punkty orbity,
trzeb3. teraz zwinac walec zgodnie z dzialaniem ~rupyCoo

wyznaczonej przez wektor w. Tego juz fizycznie zrobic sie
nie da - walec jest sztywny.

Sztywnosc walca wynika z pieknego theorema egregium
udowodnionego przez Gaussa, ale to juz zupelnie inna historia.

Myslowo mozna jednak ten eksperyment wykonac:
zwijamy walec rozciagajac go "z jednej strony"
i '-'1yobra.iajac sobie, ze tego nie robimy.

Od razu widac, ze jedny!l' ze sposob6w zwiniecia jest "waz
polykajacy sw6j ogon" - niewatpliwie powstaje w ten
spos6b torus.

Rys. 4. Oczywigcie, zwijanie walca tak nie wygl~a, bo ma on
nieskonczona dlugosc.

Nie jest to jednak zwykly torus, bo odleglosci na nim nie
sa takie, jakie wytworzyly sie w wyniku rozciagania folii,
lecz takie, jakie byly jeszcze przed zwijaniem - mozna
sobie wiec wyobr3.Zac torus abstrakcyjny jak zwykly torus,
na kt6rym odleglosc mierzy sie inaczej. Mierzy sie tak,
by dlugosc okregu punktów najblizszych osi obrotu byla
ta.ka sama, jak dlugosc okregu punkt6w najdalszych od osi.
Innymi slowy, tak jak walec to sklejony brzegami pas, tak
torus to r6wnoleglobok o sklejonych przeciwleglych bokach.

Ry •. 5

Zauw3.Zmytez, ze abstrakcyjny torus lokalnie zachowuje
sie jak walec - taka jest konsekwencja przyjetego zalozenia
o sposobie mierzenia na nim odleglosci.

(_l)
Rys. 6. Tak wygl'ld" kawalek !llctryczllic Jednorodnego toru.a.
W calosci nie mozna go narysowac, bo metrycznie jednorodny
torus nie miesci 8ie w prze8trzeni euklide80wej.

Naprawde istotna r6znice miedzy torusem zwyczajnym
i abstrakcyjnym dostrzezemy zwijajac walec w inny spos6b
- mozna. go zwinac jak obracana na lewa strone skarpetke.

Rys. 7



I wtedy okaze sie, ze nie mozna stwierdzic, który
z wektorów v iw odpowiada "grubosci" detki (jaka
jest torus na ryl'unku l), a który "promieniowi" detki.
Na rysunku 4 "grubosci" odpowiadal wektor v, a na
rysunku 7 - wektorw.

Teraz mozemy przystapic do uogólnionego pytania o to,
jak wiele jest róznych abstrakcyjnych torusów. Czyli do
pytania o to, na ile nie podobnych siatek równolegloboków
mozna rozbic plaszczyzne. A nawet wiecej - jaka jest
struktura zbioru takich, róznych w podanym wyzej sensie,
siatek.

Pierwsza uwaga dotyczy dotad stosowanego (nielegalnie)
uproszczenia. Rysowalismy mianowicie (rysunki
3 i 5) wektory v iw jako prostopadle. Pisalismy
o równolegloboku stale rozpatrujac jego szczególny
przypadek - prostokat. Pozwolilo to nam uniknac sytuacji,
w której obszar zlozony z pojedynczych reprezentantów
kazdej orbity jest równoleglobokiem mniejszym niz
równoleglobok rozpiety na wektorach v iw. Rysunki 8 i 9
pokazuja takie sytuacje (które dla wektorów prostopadlych
zdarzyc sie nie moga).W kazdej jednak takiej sytuacji
mozna wektory v iw zastapic innymi, v' iw', które
odpowiadaja bokom równolegloboku powstalej siatki.
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Rys. 8. Siatka wY1.nac?ona przez wektory vi w jest identyuna
f. siatka, wY1.naC1.onl\pne1. wektoryv' i Wf. Dowód tego faktu
warto zaczac od spostrzezenia. ze v'= -2v - W, w' = 3v + 2w.

Rys. O. Dla danej siatki i danego wektora v, króts1.ego nizw,
1.awsze mOZna dobra~ taki wektorWf, by otrzyma~ t«: sama
siatke i by rzut prostokatny wektoraw' na wektor v byl nie
dluzszy niz polowa lvi. Tutaj taki b«:dzie wektorw - 3v lub
w- 2v.

Droga do tego bedzie taka. Bjerzemy pod uwage jakis
(jeden) punkt P i szukamy najblizszego mu punktu jego
orbity (niech bedzie toQ) - jesli jest takich kilka (a ZaWsze
sa co najmniej dwa), bierzemy dowolny z nich. Jako v'

przyjmujemy wektor PQ.

Poniewaz pracujemy z dokladnoscia do podobienstwa, wiec
mozemy zalozyc, ze dla kazdej siatki otrzymalismy ten sam
w~ktor v'. Do niego dobierzemy teraz wektorw'.

Z przyjrzenia sie rysunkowi 9 wynika, ze zawsze moze nim

byc wektor PR, gdzie R lezy w pasie o szerokosciIv'l,
o brzegach prostopadlych do v', dla któregoP lezy na
Brodkowej. Co wiecej, z minimalnosciPQ wynika, zeR
nie lezy we wnetrzu kola o promieniuIv'l i srodku P.

R

Q

Rys. 10

W ten sposób uzyskalismy pewna reprezentacje torusów
abstrakcyjnych - jest to figura zlozona z punktówR
otrzymanych- dla róznych siatek, a wiec pas bez brzegów
z wycietym wnetrzem kola.
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Rys. 11

Jest to reprezentacja dobra, ale nie jednoznaczna.
Rysunek 12 dobitnie wskazuje, ze punktyR; polozone
symetrycznie wzgledem prostejPQ, wzgledem srodkowej
pasa i wzgledem punktuP dadza nam siatki takie same,
a tylko inaczej polozone. Kazda wiec siatka jest na
rysunku 11 reprezentowana przez co najmniej dwa, a na
ogól cztery punkty R.

Q

Rys. 12. Aby przekon~ sie, Ze siatki wyznaczone przez

wektory PQ i J'i"it; Sl\ takie same, nalezy je narysow~. Okaze
sie, ze dlai = 1,3 otrzymamy te sama siatke, a dlai = 2,4
siatf<e symetryczna wzgledem pro. tejPQ.



Usuniecie tej wady prowadzi do figury z rysunku 13, który
nazywany jest geometryczna interpretacja przestrzeni
torusów (abstrakcyjnych).

Rys. 13. To. ze1,aZUaCZOIIl.: ki\ty rl',('c •••.ywi~('i(' rnajq taka
rozwartos~. Czytelnik obliczy bez trudu (k'lt miedzy krzywymi
to ka.t miedzy stycznymi do nich).

W konstruowaniu tej interpretacji byla pewna dowolnosc.
Kazdy z Czytelników moze wybrac inna droge
poszukiwania geometrycznej interpretacji przestrzeni

torusów. Jesli jednak zdecyduje sie, by interpretacja ta
byla obszarem (ew. z pewnymi fragmentami brzegu),
to otrzyma jedna z figur widocznych na rysunku 14
w czesci zabarwionej (lub jeszcze inne figury mieszczace
sie w nie zabarwionej czesci pólplaszczyzny). Wzajemna
zaleznosc' miedzy tymi obszarami upewnia matematyków,
ze geometryczna interpretacja przestrzeni torusów
naprawde mówi cos o torusach - obszary te mozna

otrzymac z dowolnego z nich za pomoca symetrii osiowych
wzgledem tych fragmentów brzegu, które sa pólprostymi
lub odcinkami, i inwersji wzgledem tych fragmentów
brzegu, które sa lukami okregów. Obszary te sa wiec
w zdrowy, geometryczny sposób równowazne.

Rys. 14. Wszystkie katy ohR7,arAW ~" r/iWllP gn°. 60° lub 0° I

+"ty ..,.ll":iC). -t
Inwersja wzgledem okregu o srodku Oi promieniu r
to przeksztalcenie. kt6re kazdemu punktowi X ic O

przyporzadkowuje taki punkt X'. ze ())2 . OX = r' oraz
OXlrOX'. Inwersja zachowuje ka,ty miedzy krzywymi oraz
pneprowadza proste i okregi na proste i okregi.

Dalsze badania przestrzeni torusów polegaja na takim
zmetryzowaniu pólplaszczyzny, w której mieszcza sie
reprezentujace te przestrzen figury, by opisane wyzej
przeksztalcenia byly izometriami. Odpowiednim sposobem
mierzenia odleglosci okazuje sie metryka zamieniajaca

pólplaszczyzne na plaszczyzne Bolyai-Lobaczewskiego.
Ostatecznie przestrzen torusów okazuje sie byc trójkatem
prostokatnym niewlasciwym o kacie 60° na plaszczyznie
Bolyai-Lobaczewskiego, o czym warto moze bardziej
szczególowo napisac przy innej okazji.

W artykule zaklada sie milcza,co, ze jedyny spos6b uczynienia
torusa jednorodnYln llletrycznie to nadanie mu tnetryzacji
lokalnie identycznej z plaszczyzna euklidesowa. Nie jest to
zalozenie arbitralne - dowodzi tego. ze tak jest, twierdzenie
Gaussa.-Bonncta.

Zadania

Rys. 2

RedaguJe Michal WOJCIECHO WSKI

M 619. W wezlach figury z rysunku l (szesciokat foremny rozbity na 24 trójkaty)
wpisano parami rózne liczby. Udowodnic, ze znajdzie sie co najmniej 7 takich
trójkatów, iz liczby zapisane w ich wierzcholkach rosna w kierunku przeciwnym do
ruchu wskazówek zegara.
Rozwiazanie na str. 7

M 620. Czy mozna siatke przedstawiona na rysunku 2 (kazda kra.wedz ma dlugosc l)
przedstawic jako 8ume pieciu lamanych dlugosci 8?
Rozwiazanie na str. 7

M 621. W n-kacie foremnym nalezy kazdy bok i kaida przekatna pomalowac pewnym
kolorem tak, b) zadne dwa sposród tych odcinków majace punkt wspólny, nie byly
pomalowane tym samym kolorem. Ilu co najmniej kolorów nalezy uzyc?
Rozwiazanie na str. 7

Redaguje Jaroslaw KULPA

F 825. Oszacuj czas zderzenia pilki futbolowej z betonowa sciana. Dane dotyczace
pilki: masa m = 0,6 kg, promien pilki r= 11 cm, róznica cisnien miedzy cisnieniem

wewnatrz pilki a cisnieniem atmosferycznym p = 0,9 atm (90 kPa).
Rozwiazanie na str. 16

F 826. Serce ludzkie przepompowuje q = 5 litrów krwi na minute oraz

wytwarza nadcisnienie p f';j 100 mmHg (13 kPa). Na ile dni pracy sztucznego
serca o identycznych parametrach i sprawnosci'I = 50% starczyloby energii ze

standardowego akumulatora samochodowego(Q = 48 A-h, U = 12 V)?
Rozwiazanie na str. 16
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