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Wiemy, ze zbiór Q jest gesty w R (w dowolnym przedziale
mozna znalezc liczbe wymierna). Podobnie Q2 jest gesty na
plaszczyznie - w dowolnym kole znajdziemy punkt o obu
wspólrzednych wymiernych, Stad latwo wykazac mozliwosc
konstrukcji trójkata z warunku (1).
Przypuscmy teraz, ze trójkat
spelnia warunek (0) z dwiema
literami T. Pierwsza z nich
wycina z trójkata trzy
wielokaty (dwa czworokaty
i jeden trójkat). Litery maja
byc rozlaczne, wiec srodek
drugiej z nich lezy wewnatrz
któregos z wielokatów.

Jedna kreseczka w literze powoduje zatem istotnie inny koncQwy
efekt. A jak jest w przypadku pozostalych liter alfabetu?
Mozna tez badac inne "znaczki". Mozna zazadac, by na
badanym rysunku kazda z liter byla innych rozmiarów albo,
by zadne dwie nie byly podobne (w sensie geometrycznym) -
w przypadku liter takich, jakR, nie jest to bynajmniej zadanie
wygórowane ... Zadan tego typu moze byc wiele. Czy zawsze
latwo je rozwiazac?

Ogonki drugiej litery musza jednak "wyjsc" z trójkata, a wiec
i z malego wielokata. Wielokat taki ma jedynie dwa boki
zawarte w bokach wyjsciowego trójkata, tylko dwa ogonki
moga wyjsc przez te boki, trzeci zatem musi przeciac' pierwsza
litere T. Obie litery maja wiec punkt wspólny.

- Ja jestem matematykiem i mam obowiazek
powiedziec panstwu o rzeczach ciekawych.
- Nie wiem, czy panstwa to zadowala, ale ja
przynajmniej rozumiem ten dowód.

- Ja nie lubie tych bijekcji, injekcji i surjekcji. To jest
taka francuska infekcja.

- Jakby to panstwu wytlumaczyc? Po prostu tak jest!

- Jedyne, co moge zrobic, to przeprosic; nie przeciagnac
nie moge.
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Krzyutol CIESIELSKI

jesli irodele badaMj litery T znajduje ft~ wewnatrz tróilcata, zqJ ogonki
litery "wychqdza- na zewnatrz, leazda prZe6innI/ bole.

Idea rozwiazania naszego problemu polega na zauwazeniu dwóch
wlasnosci:

(1) dla dowolnie polozonej litery T istnieje trójkat, spelniajacy
ze wzgledu na te litere warunek(0), przy czym wieucholki
trójkata sa elementami Q2 (do Q2 naleza punkty
plaszczyzny, których obie wspólrzedne kartezjanskie sa
liczbami wymiernymi),

(2) jesli pewien trójkat spelnia warunek(0) ze wzgledu na dwie
litery T, to litery te musza miec punkt'wspólny.

Z tych dwóch warunków latwo wynika, ze badany zbiór liter T
moze byc co najwyzej przeliczalny, Istotnie, jesli litery sa
parami rozlaczne, to nie moze ich byc wiecej niz trójkatów
o wierzcholkach z Q2, tych zaJ nie moze byc wiecej, niz
uporzadkowanych "szóstek" liczb wymiernych(Q6). Ten ostatni
zbiór jest zas przeliczalny.

Jak natomiast uzasadnic wlasnosci (1) i (2)?
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Litery T i nie tylko
Wyobrazmy sobie, ze chcemy
umiescic na plaszczyznie
pewna ilosc liter T (bez
"grubosci", czyli zlozonych
tylko z odcinków). Litery te
moga byc róznych rozmiarów,
rozmaicie polozone, chcemy
jedynie, by byly parami
rozlaczne (tzn. dwie rózne
nie moga miec punktów
wspólnych).
Oczywiscie, moina ich "polozyc" dowolna skonczona liczbe albo
umiescic nieskonczenie wiele. Nieskonczonosci jednak bywaja
rózne ...

Jesli elementy zbioru riieskonczonego mozna ponumerowac
liczbami naturalnymi (ustawic w ciag nieskonczony),
to zbiór taki nazywany jestprzeliczalnI/m Przeliczalny jest
np. zbiór liczb calkowitych (0,1,-1,2,-2, ...). Ma te wlasnosc
równiez zbiór liczb wymiernych, oznaczany przezQ. Zbiory
uporzadkowanych par, trójek, szóstek elementów ze zbiorów
przeliczalnych (np. N2,Q6) tez sa zbiorami przeliczalnymi.
Kazdy nieskonczony podzbiór zbioru przeliczalnego jest
przeliczalny. Nie wszystkie jednak zbiory nieskonczone sa
przeliczalnej na przyklad, zbioru liczb rzeczywistych czy
punktów plaszczyzny w ciag ustawic sie nie da. Informacja, czy
dany zbiór nieskonczony jest przeliczalny, cz~ nie, czesto jest dla
matematyków bardzo istotna.
Zbiór parami rozlacznych
liter L na plaszczyznie
nie musi byc przeliczalny.
Istotnie: mozna narysowac
na plaszczyznie prosta
i w kazdym jej punkcie
"zaczepic" litere L jej
wierzcholkiem, tak,
by rysowane litery mogly byc
otrzymane jedna z drugiej za'
pomoca przesuniecia wzdluz
prostej. Moze wiec byc liter L
tyle, ile punktów na prostej, a to jest zbiór nieprzeliczalny.

Czy w przypadku liter T wynik jest taki sam, czy tez zbiór
taki, jesli jest nieskonczony, musi byc przeliczalny? Spróbujmy
przeanalizowac ten problem.
Kazda litera T sklada

sie z trzech odcinków j
nazwijmy je "ogonkami" ,
zas punkt, w którym sie
one lacza, "srodkiem"
litery T. Bedziemy mówic,
ze trójkat spelnia warunek(0)

(ze wzgledu "na dana litere T),
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