
Jest to drugie elementa,rne rozwiazanie
tego zadania zamieszczonew Delcie.
Pierwsze zostalo zamieszczone
w numerze 11/1991.

Rozwl"zanle zadania M 619.
Jezeli liczba zapisana w punkcieA
jest mniejsza od liczby zapisanej
w sasiednim punkcieE, to rysujemy
strzalke w lewo od odcinka AB (idac
z A do B), jak na rysunku:

A

Jezeli liczby zapisane w wierzcholkach
jakiegolf tr6jkata rosna zgodnie
z ruchem wskaz6wek zegara, to
wewnatrz tego tr6jkata lezy jedna
strzalka, jezeli w kierunku przeciwnym
- to dwie. Oznaczmy przezn liczbe
tr6jkat6w drugiego rodzaj~. W 6wczas
calkowita liczba strzalek lezacych
wewnatrz szelfciokata r6wna jest
2n + (24 - n) = 24 + n. Wystarczy
teraz zauwazyc, ze musi onabyc
nie mniejsza niz 31 (30 strzalek
pochodzi od wewnetrznych odcink6w
i co najmniej jedna od granicznych).

Rozwi"zanie zadania M 620.
Poniewaz zadne dwie z tych lamanych
nie moga mip-c wsp61nego odcinka,
wiec w kazdym spogr6d 12 punkt6w
na obwodzie, z kt6rych wychodza
3 odcinki, musi znajdowac sie koniec
lamanej. Ale 5 lamanych moze miec
co najwyzej 10 konc6w.

Rozwl"zanle zadania M 621. Niech
A, B, C beda kolejnymi wierzcholkami.
W6wczas kazde dwa spogr6d odcink6w
AB, BC, CA i n-3 przekatnych
wychodzacych zB maj a punkt
wsp6luy. Trzeba wiec co najmniej
n kolor6w. Jest to równiez liczba
wystarczajaca: nalezy pomalowac
k-tym kolorem wszystkie odcinki

tworzace z bokiem AB kat!: 1800n
dla k = O, l, ... ,n-l.

Elementarny dowód

Ponizsze zadanie wraz z adnotacja, ze redakcja nie zna elementarnego rozwiazania

zostalo zamieszczone wEPSILONIE nr 7 (Delta 9/1991).

Prostokat P dzielimy na skonczona liczbe mniejszych prostokatów (w ten sposób,
ze dowolne dwa z nich moga zahaczac o siebie jedynie bokami- por6wnaj z rysunkiem).
Zal6zmy, ze kazdy z mniejszych prostokatów ma przynajmniej jeden bok o dlugosci bedacej

liczba calkowita. Udowodnic, ze prostokatP ma bok o dlugosci bedacej liczbq calkowitq.

bt=rID===q
A oto elementarny dowód.

Niech wierzcholki prostokata P maja wspólrzedne (0,0),(a,O), (O,b) i (a,b). Zalózmy,
ze b fi. N. Mamy wykazac, zea E N.

Dzielac w razie potrzeby prostokaty, z których sklada sie prostokat P, na mniejsze
prostokaciki mozemy zalozyc, ze maja one boki o dlugosciach nie wiekszych nizl
(co najmniej jeden z boków ma wówczas dlugosc l).

Udowodnimy nastepujacy fakt: '

Niech n :::.:;a bedzie liczba naturalna, (lub zerem). Wówczas suma

(*) wysokosci prostokacików przecinanych pionowa prostax = n
(tzn. takich, przez których wnetrze przechodzi ta prosta) jest liczba
calkowita·

Jednak zanim udowodnimy ten fakt, pokazemy, jak za jego pomoca dokonczyc zadanie.

Niech m oznacza najwieksza liczbe calkowita mniejsza oda (to nie to samo, coentier).

Poniewaz suma wysokosci prostokacików przecinanych przez prostax = m oraz tych,

które przylegaja do niej lewym bokiem, jest równab fi. N, wiec - jak wynika z (*)
- istnieje prostokacik przylegajacy lewym bokiem do prostejx = m, majacy wysokosc
mniejsza, niz 1. Stad jego poziomy bok ma dlugosc 1, a wieca ~ m + 1, co wobec
definicji liczby m daje a = m + 1 EN.

Pozostaje wiec wykazac(*). Udowodnimy to za pomoca, indukcji. Dlan = °
- oczywiste. Wystarczy wiec udowodnic, ze jezeli suma wysokosci prostokacików
przecinanych przez prostax = t (O :::.:;t :::.:;a-l) jest liczba calkowita, to suma
wysokosci prostokacików przecinanych przez prostax = t + 1 tez jest liczba calkowita.

Niech {x} = x - [x] oznacza czesc ulamkowa liczbyx. Otóz wysokosc prostokata P,
czyli b, jest równa sumie wysokosci prostokacików przecinanych przez prostax = t oraz
wysokosci prostokacików przylegajacych do niej lewym bokiem.

Ale poniewaz suma. wysokosci prostokacików przecinanych jest liczba calkowita oraz
suma wysokosci prostokacików przylegajacych o poziomych bokach krótszych niz l tez
jest calkowita, wiec {b} jest równe

czesci ulamkowej sumy wysokosci prostokacików przylegajacych
(** ) lewym bokiem do prostej x = t, których poziomy bok ma dlugosc 1.

Poniewaz podobnie wysokoscb prostokata P jest równa sumie wysokosci prostokacików

przecinanych przez prostax = t + 1 oraz prostokacików przylegajacych do niej prawym
bokiem, wiec {b} jest równe

czesci ulamkowej sumy wysokosci prostokacików przecinanych przez
(** *) prosta x = t + l oraz prostokacików przylegajacych do niej prawym

bokiem, których bok poziomy ma dlugosc 1.

Ale poniewaz prostokacik o boku poziomym dlugosci 1 przylega lewym bokiem do

prostej x = t wtedy i tylko wtedy, gdy prawym bokiem przylega do prostejx = t + 1,
wiec z (* *) i (* * *) wynika, ze czesc ulamkowa sumy wysokosci prostokacików
przecinanych przez prostax = t + 1 jest równa zero, co konczy dowód.
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