Jest to drugie elementarne rozwiazanie
tego zadania samieszsczone w Delcie.,
Pierwsze sostalo ramieszczone

w numerze 11/1991.

Roswiasanie sadania M 619,
Jeieli liczba zapisana w punkeie A
jest mniejsza od licsby zapisanej

w sasiednim punkcie B, to rysujemy
strralke w lewo od odecinka AB (idac
z A do B), jak na rysunku:
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Rozwinaanie zadania M 620.
Poniewas sadne dwie 2 tych lamanych
nie moga mieé wspdlnego odcinka,
wiec w kaidym spodrédd 12 punktéw

na obwodsie, s ktédrych wychodsga
3 odcinki, musi snajdowad sie koniec
lamanej. Ale 5 lamanych moie mieé

co najwyiej 10 kofichw.

Roswinzsanie sadania M 631. Niech

A, B, beda koleinymi wierscholkami.
Wdéwenas kaide dwa spodréd odeinkdw
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Elementarny dowéd

Ponigsze zadanie wraz z adnotacja, #e redakcja nie zna elementarnego rozwiazania
zostalo zamieszczone w EPSILONIE nr 7 (Delta 9/1991).

Prostokqt P dzielimy na skoviczong liczbe mniejszych prostokgtéw (w ten aposdh,

Ze dowolne dwa 2 nich mogg zahaczaé o siebie jedynie bokams — pordwnaj z rysunkiem).
Zatdimy, ze kaidy z mniejszych prostokatéw ma przynajmniej jeden bok o dlugodei bedgees
iiczbg catkowitq. Udowodnié, ze prostokat P ma bok o dlugodes bedagees liczbg catkowstq.

A oto elementarny dowéd.
Niech wierzcholki prostokata P maja wspélrzedne (0,0), (a,0), (0,8) i (a,b). Zaléimy,
ie b @ N. Mamy wykazaé, e a € N,

Dzielac w razie potrzeby prostokaty, z ktérych sklada sie prostokat P, na mniejsze
prostokaciki mozemy zaloiyé, e maja one boki o dlugoéciach nie wiekszych niz 1
(co najmniej jeden z bokéw ma wéwczas dhugoéé 1).

Udowodnimy nastepujacy fakt:

Niech n < a bedzie liczba naturalna (lub zerem). Wéwczas suma
wysokosci prostokacikéw przecinanych pionowa prosta z = n

(tzn. takich, przez ktérych wnetrze przechodzi ta prosta) jest liczba,
calkowita.

(*)

Jednak zanim udowodnimy ten fakt, pokazemy, jak za jego pomoca dokoficzyé zadanie.
Niech m oznacza najwigksza liczbe calkowita mniejsza od a (to nie to samo, co entier).

Poniewaz suma wysokodci prostokacikéw przecinanych przez prosta z = m oraz tych,
ktére praylegaja do niej lewym bokiem, jest réwna b ¢ N, wiec - jak wynika z (%)

— istnieje prostokacik przylegajacy lewym bokiem do prostej z = m, majacy wysokodé
mniejsza nii 1. Stad jego poziomy bok ma dlugoéé 1, a wiec a > m + 1, co wobec
definicji liczby m dajea=m +1 € N.

Pozostaje wigc wykazaé (+). Udowodnimy to za pomoca indukeji. Dla n =0

— oczywiste. Wystarczy wiec udowodnié, Ze jezeli suma wysokodci prostokacikéw
przecinanych przez prosta z =t¢ (0 <t < a — 1) jest liczba calkowita, to suma
wysokodci prostokacikéw przecinanych przez prosta z = ¢ + 1 tes jest liczba, calkowita.

Niech {z} = z — [z] oznacza czeé¢ ulamkows liczby z. Otéi wysokoéé prostokata P,
czyli b, jest réwna sumie wysokodci prostokacikéw przecinanych przez prosta z =t oraz
wysokosci prostokacikéw przylegajacych do niej lewym bokiem.

Ale poniewaz suma wysokodel prostokacikéw przecinanych jest liczba, calkowita craz
suma wysokodci prostokacikéw przylegajacych o poziomych bokach krétszych niz 1 tes
jest catkowita, wiec {b} jest réwne
czedci utamkowej sumy wysokoéei prostokacikéw praylegajacych
(*#) lewym bokiem do prostej z = t, ktérych poziomy bok ma dlugosé 1.
Poniewaz podobnie wysokoéé b prostokata P jest réwna sumie wysokosdci prostokacikéw
przecinanych przez prosta z =t + 1 oraz prostokacikéw przylegajacych do niej prawym
bokiem, wiec {b} jest réwne
czgéci ulamkowej sumy wysokodci prostokacikéw przecinanych przes
(##+) prosta z =t + 1 oraz prostokacikéw praylegajacych do niej prawym
bokiem, ktérych bok poziomy ma dlugodé 1.

Ale poniewas prostokacik o boku poziomym dlugoéci 1 przylega lewym bokiem do
prostej z = t wtedy i tylko wtedy, gdy prawym bokiem przylega do prostej z = ¢ + 1,
wigc z (#4) i (#++) wynika, e czeéé ulamkowa sumy wysokosci prostokacikéw
przecinanych przez prosta z =&+ 1 jest réwna zero, co koficzy dowdéd.
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