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Skrót regulaminu
Kazdy moze nadsylac rozwiazania zadan z numeru nw terminie do konca miesiaca
n + 3. Szkice rozwiazan zamieszczamy w numerzen + 4. Mozna nadsyla.! rozwiazania
czterech, tnech, dwóch lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robi.!
co miesiac lub z dowolnymi przerwami. Rozwiazania zadan z matematyki i z fizyki nalezy
przesyla.! w oddzielnych kopertach, umieszczajac na kopercie dopisek: KJub-l-l M lub
Klub -l-l F. Oceniamy zadania w skali od Odo 1 z dokladnoscia do 0,1. Ocene mnozymy
przez wspólczynnik trudnosci danego zadania:WT = 4 - 3S/N, gdzie S oznacza sume
ocen za rozwiazania tego zadania, aN - liczbe osób, które nadeslaly rozwiazanie cho.!by
jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F) - i tyle punktów otrzymuje
nadsylajacy. Po zgromadzeniu-l-l punktów, w dowolnym c~asie i w którejkolwiek z dwóch
konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu-l-l, a nadwyzka punktów jest zaliczana
do ponownego udzialu. Trzykrotne czlonkostwo - to tytul Weterana.
Szczególowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 1/1990.

Zadania z matematyki nr 231, 232 Redaguje Marcin E. KUCZMA

Czolówka ligi zadaniowej
Klub -l-l M

po uwzglednieniu ocen rozwiazali
zadan 211(WT=3,54) i 218 (WT=1.82)

z numeru 3/1991
Krzy.ztof Za.wisla.wsJd - Wa.rsza.wa."'1,81
Pa.wd Kubtt - Krosno "'1.50
Toma.n Wiett>cha. - Ta.rnów 31 •.•.8

231. Dowiesc, ze miary katów a, /3,,.., trójkata ostrokatnego spelniaja nierównosc

.;3(sin a + sin.8 + sin,..,)2:: 2(cosa+ cos.8+ cos,..,)2.

232. ;,Zwinac" (tj. przedstawic w prostszej postaci) sumy

k ( ) ( ) k-l ( ) ( )

n n - 2j n n - 2j - 1

~ 2j 2k - 2j oraz ~ 2j + 1 2k - 2j - 1

(n oraz k sa danymi liczbami naturalnymi,n 2:: 2k).
Zadanie 232 zaproponowal pan KrzysztofZapisek z Warszawy.

Rozwiazania zadan z matematyki z numeru 8/1991.
Przypominamy tresc zadan:

228. W trójkacie ABC: ILCI = 3 ·ILAI. Dowiesc, ze wysokosc opuszc?Ona z wierzcholka C jest
krótsza ni1.lIABI.

224. Liczna naturalna n > 1 jest dzielnikiem liczby p - l. gdl.ie p jest dzielnikiem pierwszym
liczhy n3 - l. ZnaleM l.wiazek miedzy p in.

223. Niech D bedzie spodkiem rozwazanej wysokosci; oznaczmy jej dlugosc przezh. Miary
katów CAB i ABC oznaczmy krótko przezA i B oraz przyjmijmy 'P= 2A; 0° < 'P < 90°.
Zatem lAD I = hctgA, IBDI = ehctgB (gdzie e równa sie 1 lub -1 w zaleznosci od tego, czy
kat B jest ostry, czy rozwarty). Stad

1 1
-IABI = -(IADI + elBDI) = ctgA + ctgB = ctgA + ctg(1800 - A - 3A) =h h

= ctg~ _ ctg2'P= 1 +. cos 'P _ 2 C~s2 'P - 1= _._1_ + _._1_ > 2 .
2 sm 'P 2sm'Pcos'P sm 'P sm2'P

!=44

224. Liczba p, jako dzielnik pierwszy iloczynu(n - 1)(n2 + n + 1), musi dzielic jeden
z czynników. Nie jest ona dzielnikiem liczby(n - 1) (bo z zalozenian ~ p-l); dzieli wiec
drugi czynnik. Dostajemy równosc

(1) n2 + n + 1= kp

dla pewnej liczby naturalnej k ~ 1. Jednoczesnie marny (z zalozenia) równoscp-l = In dla
pewnej liczby naturalnej l ~ 1. Zatem (1) przybiera postac

(2) n2 + n + I = k(ln + 1)

lub inaczej:

(3) k = mn + 1,

gdzie m = n + 1 - kI ~ O. Podstawiamy (3) do (2)i otrzymujemy
n2 + n + 1 = (mn+ l)(ln+ 1), a stad

(4) n(1-1m)=I+m-1~0.

Tak wiec lm ~ I, co oznacza, ze m= O (bowiem para (l, m) = (1,1) nie spelnia (4)). Stad
wobec (3) i (1) wnosimy, zek = 1 oraz

n2 + n + l = p.

Jest to szukany zwiazek. (Oczywiscie, jesli dla pewnej pary(p, n) zwiazek ten zachodzi, przy
czym p jest liczba pierwsza, to spelnione sa wszystkie warunki zadania.)
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Zadania z fizyki nr 129, 130
129. Cienki, nierozciagliwy i jednorodny lancuszek
o masiem i dlugosci l zostal zawieszony Za jeden z konców
w polu grawitacyjnym o natezeniu g. Nadajemy mu
predkosc katowaw wokól pionowej osi przechodzacej przez
punkt zawieszenia, tak ze w obracajacym sie ukladzie
odniesienia lancuszek osiaga stan równowagi (mozna
przyjac, ze lancuszek ma wlasnosci mechaniczne lancucha
rowerowego, tzn. odksztalca sie bez oporu w jednej
plaszczyznie, zachowujac sztywnosc w drugiej). Jaka
jest minimalna wartosc predkosci katowej, przy której
mozliwy jest stan równowagi rózny od zwisu wzdluz prostej
pionowej? Wykazac, ze ta minimalna predk.osc katowa
jest proporcjonalna do0 (nie zalezy odm) i obliczyc
numerycznie stala, proporcjonalnosci.

Redaguje Jerzy B. BROJAN

130. W dwóch jednakowych naczyniach znajduje sie ta
sama ilosc tego samego gazu o tej samej temperaturze
poczatkowej; na zewnatrz naczyn jest próznia. Otwarto
maly otworek w kazdym naczyniu, tak ze gaz zaczal
wyplywac. Otworki róznia sie wielkoscia: w pierwszym
naczyniu otwór ma srednice mniejsza od sredniej
drogi swobodnej czasteczek, a w drugim ma srednice
znacznie wieksza od sredniej drogi swobodnej. Przez
oba otworki wypuszczono jednakowa ilosc gazu (w ciagu
niejednakowego czasu). W którym naczyniu gaz oziebil sie
silniej? Doplyw ciepla z naczynia i z otoczenia pominac.

Rozwiazania zadan z fizyki z numeru 8/1991
Przypominamy tresc zadan:

121. Astronauci podrózujacy rakieta w przestrzeni kosmicznej nagle wykrywaja pocisk
znajdujacy sie w odleglogci r i poruszajacy sie wprost w ich kierunku z predkogcia wzglednali.
Pocisk nie ma napedu i wybucha w chwili najwiekszego zblizenia do rakiety. W jakim kierunku
astronauci powinni skierowac dysze silnika, aby minimalna odlegloM od pocisku miala wartosc
maksymalna? Rakieta z wlaczonym silnikiem porusza sie ze stalym przyspieszeniema.
Jdli pocisk nie wybucha, ale wysyla promienie ,,/, to czy opisany powyzej optymalny kierunek
dyszy gwarantuje pochloniecie najmniejszej dawki?

122. W obwodzie przedstawionym na rysunku w,zystkie zaróweczki sa jednakowe. Jakim
wzorem wyraza sie zaleznoM pradu przeplywajacego przez zaróweczke od przylozonego
napiecia, jesli zaróweczka A pali sie tak samo jasno jak B. przy kazdym nastawieniu
potencjometru?

121. Wprowadzmyoos Z W kierunku rakieta-pocisk (w chwili poczatkowej), niech z oznacza
dlugosc rzutu odcinka laczacego rakiete i pocisk na te os, przez 1/ oznaczmy dlugosc
analogicznego rzutu na kierunek prostopadly, a sila napedowa niech bedzie skierowana pod
katem a do osi z (oczywiscie, "do tylu" wzgledem pocisku). Zaleznosc zmiennych z i 1/od
czasu wyrazaja wzory

Czolówka ligi zadaniowej
Klub 44 F

po uwzglednieniu ocen rozwiazan
zadan 115(WT=2,40) i 116 (WT=3,07)

z numeru 3/1991
Pawel Perkowski - Sz.czecin 32,65
Ada.m Sikorski - Lublin 25,97
Anna. G luza. - Torun 24,35
Andrzej Borowski - Alekllandr6w K. 11,71
Andrzej Nowogrodzki - Choci""n6w 10,48

1 2 1. 2
Z = r - vt + -acosat, 1/ = -asmat

2 2

Kwadrat wzajemnej odleglosci rakieta-pocisk mozemy uwazac za funkcje dwóch zmiennych
- t i a

Z2 + 1/2 = f(t,a).

Nalezy znalezc minimum tej funkcji ze wzgledu nat, a nastepnie maksimum ze wzgledu naa.
Jesli wyobrazic sobie trójwymiarowy wykres funkcjif, to szukane ekstremum odpowiada na
nim "siodlu" lub "przeleczy" i widac, ze sa w nim spelnione warunki

af _ af = O.
at aa

Otrzymujemy dwa rozwiazania

lub tez

t=
r
v

ar

cosa=v2'

t = v
a

a = O.

I " ,- -
I I

22'

Pierwsze rozwiazanie daje minimalna odleglosc równa~at2 = ;;2' a drugie - równa r - ~a'

Nietrudno wiec sprawdzic, ze pierwsze obowiazuje dlaar S v2, a drugie dla ar ~ v2.

Odpowiedz na drugie pytanie jest trudniejsza, gdyz dawka promieniowania jest proporcjonalna00

do calki J %2~y2' Metodami numerycznymi mozna znalezc kat minimalizujacy te calke dla
o

róznych wartosci parametru ar/v2:

ar/v2 I 0,2 I 0,5 I 1 I 1,5 ~a 89° 82° 62° 32° °
Widzimy, ze kat ten jest inny (na ogól wiekszy) od poprzednio wyliczonego.

122. Poniewaz A i B pala sie jednakowo, wiec przez kazda z szesciu zaróweczek polaczonych
z A przeplywa prad o natezeniu równym ~ natezenia pradu przeplywajacego przezB i G,
natomiast spadek napiecia na kazdej z tych szesciu zaróweczek jest równyl spadku napiecia
na G. Jesli wiec zapiszemy charakterystyke pradowo:.napieciowa w postaci wzoruU = f(1), to
otrzymujemy 3U = f(21) = 3f(1)· Rozwiazaniem tych równan jest funkcjaf(1) = cIO<, gdzie
a = log23 = 1,585, c jest dowolna stala.
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