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2. Dla szkól srednich (trzeba cos wiedziec o trygonometrii).
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1. Dla szkól podstawowych (trzeba znac cechy przystawania
trójkatów i umiec wyliczac proste zaleznosci miedzy katami).

Nastepujace zadanie pochodzi podobno od Napoleona.

Wykazac, ze trójkat, którego wierzcholkami sa srodh trójkatów
równobocznych zbudowanych na bokach danego trójkata (lstrokatnego,
jest równoboczny.

Przedstawimy tu trzy rozwiazania tego zadania.

Zadanie Napoleona
Edmund PUCZYLOWSKI

Zauwazmy, zeAY = b/V3, AZ = c/V3 oraz LY AZ = a + 60°.
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Korzystajac z tego, zeAZ = BZ mozemy zbudowac trójkat ATZ
przystajacy GO trójkata BXZ. Zauwazmy, zeAT = BX = CX,
AY = CY oraz

LTAY = 360° - LY AZ - LTAZ = 360° - (60° + a) - LXBZ =
= 360° - (60° + a) - (60° + (3) = 240° - (a + (3) =
= 240° - (180° - ')')= 60° + ')'= LYCX.

Oznacza to, ze trójkaty ATY i CXY sa przystajace. W efekcie
YT = Y X oraz ZT = ZX, co dowodzi, ze przystajace sa takze
trójkaty YT Z oraz YX Z. Zauwazmy ponadto, zeLTY X = 120°
(bo LTY X = LAYC + LAYT - LCYX, LAYC = 120°

i - z przystawania trójkatów ATY oraz CXY - LAYT = LCY X).
W efekcie LXYZ = LTYZ = 60°. Podobnie LYZX = 60°, a wiec
trójkat XY Z jest równoboczny.

Przypuscmy, ze obrót ksiezyca jakiejs
planety stal sie juz synchroniczny, ale jego
orbita jest eliptyczna, Ze wzoru naI1g

widac, ze róznica sil grawitacyjnych po
przeciwnych stronach ksiezyca jest

Wlasnie dlatego Ziemia nie zostala jeszcze
zmuszona do obrotu synchronicznego
z Ksiezycem. Warto jednak wiedziec,
ze istnieja geologiczne dowody na to, ze
ruch obrotowy Ziemi jest spowalniany.
W muzeum historii naturalnej Smithsonian
Institution w Waszyngtonie znajduje
sie odlamek dawnej rafy koralowej
pochodzacy sprzed kilkuset milionów
lat. Rafa koralowa jest szkieletem
zywego organizmu i, dopóki orglmizm
zyje, stale rosnie. Geolodzy potrafia
rozpoznac warstwy przyrostu dziennego
rafy i po charakterystycznych, cyklicznie'
powtarzajacych sie ukladach warstw
dziennych rozpoznaja przyrosty roczne.
Okazuje sie, ze w czasach, gdy rafa
z muzeum zyla, rok mial 390 dni. Nie sa
z'nane przyczyny, dla których moglaby
zmalec dlugosc roku na Ziemi (wiazaloby
sie to z przyspieszeniem ruchu orbitalnego,
a wiec zblizeniem Ziemi do Slonca - tak
wyrazna zmiana w ciagu kilkuset milionów
lat nie bylaby mozliwa do wytlumaczenia).
Wniosek jest tylko jeden: Ziemia obraca
sie dzis wolniej, a za spowolnienie obrotu
odpowiedzialne sa przyplywy.

Sily plywowe moga wywolywac tez inne
efektowne zjawiska. Jesli sa wystarczajaco
duze, moga spowodowac rozerwanie
gwiazdy, planety lub ksiezyca na
fragmenty. Mozliwe, ze ich dzialaniu
zawdzieczaja tez istnienie pierscienie
pylowe wokól planet. Wyobrazmy
sobie, ze na orbicie wokól gwiazdy
lub planety znalazl sie oblok malych
obiektów (podobny do tego, o którym
juz mówilismy), zwiazany silami
grawitacyjnymi na tyle slabo, ze wlasne
pole grawitacyjne obloku jest za male dla
powstrzymania rozciagajacego dzialania
sil plywowych. Wówczas, jak to juz
opisalismy, czesc obloku blizsza cialu
przyciagajacemu bedzie systematycznie
wyprzedzac czesc zewnetrzna i po
dostatecznie duzej liczbie obiegów
wyprzedzi ja o cala orbite. W tym
momencie oblok zamieni sie w zamkniety
pierscien. Nie próbujemy tu wyjasnic,
jak powstaje poczatkowy oblok, ale
wnioskiem z powyzszych rozwazan jest
nastepujace stwierdzenie: dla ukladu
wielu malych obiektów krazacych po
bliskich sobie orbitach naturalnym stanem
koncowym jest zamkniety pierscien wokól
ciala centralnego, nie zas oblok o malych
rozmiarach.
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Zatem, na podstawie twierdzenia cosinusów,

(YZ)2 = (1/3)(b2 + e2 - 2becos(0: + 60°)) =
= (1/3)(b2 + e2 - be cos o:+ V3be sin 0:) .

Analogicznie

(X Z)2 = (1/3)(a2 + e2 - aecos {3+ V3ae sin {3).

Teraz besin o:= aesin {3= 28, gdzie 8 jest polem trójkata ABC,

oraz (z twierdzenia cosinusów zastosowanego do trójkataABC)
a2 = b2 + e2 - 2becos 0:. Zatem

(Y Z)2 = (1/3)(a2 + be cos o:+ V3be sin 0:)=
= (1/3)(a2 + e(e - acos{3) + 2V38) =
= (1/3)(a2 + e2 - aecos{3 + V3ae sin {3)= (XZ)2,

czyli YZ = XZ. Podobnie dowodzimy, zeXY = XZ.

3. Dla studentów (1)(trzeba cos wiedziec o... kinematyce).
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Zal6zmy, ze punkty A i B sa umocowane, a punktC porusza
sie w spos6b "gladki". Wraz z nim poruszaja sie punktyX i Y'.---+ ---+
Poniewaz kat miedzy wektorami AC i AY jest stale równy 7r/6 oraz---+ ---+
dlugosc AY jest stale równa 1/V3 dlugosciAC, wiec równiez kat
miedzy wektorami (swobodnymi) 'predkoscitJy i tJe punktów Y

i C jest stale równy 7r/6 oraz dlugosc pierwszego z' nich jest równa

1/-/3 dlugosci drugiego. Tak wiectJy = (.1/-/3)01l'/6(tJe), gdzie 011'/6

oznacza obrót o kat 7r/6. Podobnietle = -/301l'/6(tJX). W efekcie
tly =01l'/s(tJx) ..

Wybierzmy teraz na plaszczyznie uklad wspólrzednych o poczatku--+
w punkcie Z. Przypomnijmy, ze jesli wektor ZX w chwili t jest
równy (x(t), y(t)), to wekto~ predkosci tJx punktu Xw chwili t
jest równy (x' (t), y'(t)) , gdzie - jak zwykle - x'(t), y'(t) oznaczaja

. pochodne x(t) i y(t) wzgledem t. Podobnie, jesli w chwili t
---+
ZY = (xdt), Yl(t)) , to w te.j chwili tJy = (xUt), yUt)). Jak

widzielismy, tJy = 01l'/3(tJX), wiec xUt) = cos(7r/3) .x'(t) -
- sine 7r/3) .y'(t) oraz y~ (t) = cos(7r /3) .y' (t) + sine 7r/3) .x' (t).
Wynika stad, ze istnieja takie stalea, b, ze dla dowolnego t
Xl (t) = cos(7r/3) .x(t) - sin(7r/3) .y(t) -+ a oraz
ydt) = cos(7r/3) .y(t) + sin(7r/3) .x(t) + b. Oznacza to, ze--+ ----+ --+ --+
W dowolnym momencie ZY = 01l'/3(ZX) + R, gdzie R jest
wektorem o wspólrzednych a, b. Oczywiscie, ruch punktu C mozemy
dobrac tak, by w pewnym momencieto, punkty A, B, C tworzyly
trójkat równoboczny. W tym momencie równiez punktyX, Y, Z

beda tworzyly trójkat równoboczny. Ma,my wieczy = 01l'/3(ZX),
--+

co oznacza, zeR = O. W efekcie dla dowolnego polozenia punktuC,
---+ --+
ZY = 01l'/3(ZX), Oznacza to, zeLY ZX = 7r/3. Podobnie
dowodzimy, ze pozostale katy trójkataXYZ sa r~wne 7r/3.
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wieksza, gdy ksiezyc znajduje sie blizej
planety i mniejsza, gdy jest dalej. Fala
przyplywu na powierzchni ksiezyca
(powierzchnia ta jest cialem stalym!)
bedzie wtedy stac stale w tym samym
miejscu powierzchni, ale bedzie oscylowac
w góre i w dól. Energia, której kosztem
powstaja odksztalcenia powierzchni
ksiezyca, to energia ruchu obiegowego po
orbicie. Wskutek utraty tej energii ksiezyc
moze w koncu spasc na swoja macierzysta
planete lub tez jego orbita moze stac
sie kolowa. Zanim do tego dojdzie,
praca wykonywana przez oscylujaca
powierzchnie ksiezyca wytwarza energie -
cieplna w jego wnetrzu i moze je stopic.
Ten mechanizm wytwarzania ciepla jest
jedynym wyjasnieniem, dlaczego na
najblizszym z galileuszowych ksiezyców
Jowisza, lo, znajduja sie wulkany (erupcje
wulkanów na lo zostaly sfotografowane
przez amerykanska sonde kosmiczna
Voyager). Obiekt o duzej masie, jak
Ziemia, mógl zachowac wystarczajaco
duzo c1epla we wnetrzu od czasu swojego
powstania, lub tez nagrzac sie od energii
rozpadu pierwiastków promieniotwórczych.
Maly obiekt, taki jak lo, wystyglby juz
dawno (podobnie jak np .. nasz Ksiezyc),
gdyby nie mial stale dzialajacego tr6dla
energii.

5. Sily plywowe sa obiektywnym
testem na istnienie pola
grawitacyjnego.

·Jak juz stwierdzilismy wczesniej,
przyspieszenie moze zniesc grawitacje.
.Moze ·tei byc uzyte do symulowania
grawitacji. Czytelnicy wiedza pewnie;
np. z powiesci fantastyczno-naukowych,
o "sztucznej grawitacji" w pojetdzie
kosmicznym, która mozna wytworzyc
przez obrót pojazdu wokól jego osi - sila
odsrodkowa bedzie wtedy "udawala"
sile grawitacyjna. Nie jest to zadna
sztuczka psychologiczna, sily bezwladnosci
i sily grawitacyjne naprawde dzialaja
identycznie na wszystkie uklady fizyczne
i zadne przyrzady pomiarowe mierzace sile
w jednym punkclenie potrafia rozróznic
tych dwóch sil.

Mozliwosc odróznienia grawitacji od
sil bezwladnosci stwarzaja wlasnie sily
plywowe. Wyobrazmy sobie uklad
inercjalny, w kt6rym nie dzialaja sily
grawitacyjne. Wyobrazmy sobie nastepnie,
ze w takim ukladzie zbieramy grupke
malych czastek materii i nastepnie
wypuszczamy wszystkie czastki
z jednakowymi predkosciami poczatkowymi
(tzn. wszystkie predkosci maja r6wnolegle
kierunki oraz jednakowe zwroty i wartosci .


