O zasadzie
najmniejszego dzialania

Pawet KRAWCZYK

Bloczki, réwnie pochyte, wahadka, baki — oto, z czym zwykle kojarzy

gie zwrot ,mechanika klasyczna”. Czy moze byé cof interesujacego

w zagadnieniach tego typu? Czy moze by¢ interesujaca dziedzina
systematycznie badana od trzystu lat, dziedzina, w ktérej chyba
wazystkie dajace sie rozwiazaé problemy dawno juz rozwiazano?

A jednak... Czytelnik bylby zapewne zdziwiony mnogoécia podrgcznikéw
z mechaniki klasycznej i to nie tylko tych szacownych, istniejacych juz od
dziesiatkéw lat, ale tez i tych nowych, napisanych ostatnio. Nie jest to
bynajmniej przejaw akademickiego zadlepienia ich autoréw, ktéray poza
ukochang dziedzina nie dostrzegaja, interesujacych tematéw. Co prawda,
mechanika potrafi urzec swa matematyczna struktura, precyzja twierdzed
i wielodcig sformutowar. Nie jest to jednak najistotniejsze. Rzecz raczej
w odniesieniu mechaniki do innych dziedzin fizyki, szczegélnie tych, kiére
wciag jeszcze 83 tworzone. Niektére bowiem z formalizméw mechaniki
klasycznej daja sie w naturalny sposdb uogélnié i staja sie punkiem
wyjdcia dla budowy i opisu nowych dzialéw fizyki. Aktualny stan badai
W pozornie nie zwiazanej z mechanika dziedzinie moze wiec rzucié nowe
éwiatlo na mechanike, zmieniajac nasze wyobrazenia o tym, co jest w niej
mniej lub bardziej wazne. I to jest bodaj gléwna przyczyna powstawania
‘wciag nowych podrecznikéw tej klasycznej juz wiedzy.

Przez wiele lat ulubiona, metoda fizykéw kwantowych, zaczerpnigta

z mechaniki klasycznej, byt tzw. formalizm kanoniczny. Jednakie
osiagniecia ostatniego dwudsziestolecia w teorii czastek elementarnych

i kwantowe]j teorii pola przywrécily nadszarpniety autorytet intuicyjnie
latwiejszemu i historycznie wezedniejszemu formalizmowi lagranzowskiemu.
Opis niektérych jego aspektéw jest tematem naszego artykulu. Notabene,
w dziedzinach takich, jak klasyczna teoria pola, podejécie lagranzowskie
nigdy nie utracilo ,,palmy pierwszeristwa”.

Wszyscy Czytelnicy Deity wiedza, Ze mechanike klasyczna, (punktéw
materialnych) mozna ujaé w formie trzech zasad dynamiki Newtona.
Nie jest to jednak sformulowanie jedyne, a nawet — w wielu przypadkach
- najwygodniejsze. W naszych rozwazaniach oprzemy sig¢ na
alternatywnym sformulowaniu zwanym zasada najmniejszego dzialania.

Rozwaimy punkt materialny, ktérego poloienie w dowolnej chwili mozemy
scharakteryzowad przez podanie wektora wodzacego ¥. Dowolna funkcje
czasu, 7(t), nazwiemy trajektoria tego punktu (poniewaz nie orzekamy,
czy taka wiladnie funkcja czasu realizowana jest podczas ruchu, czy tez nie,
moglibyémy réwniez méwié o trajektoriach mozliwych). Jezeli w chwili £4
punkt materialny znajdowat sie w punkcie 4 (o wektorze wodzacym 74 ),
zad w chwili {5 znajdzie sie w pewnym dowolnym punkcie B (o wektorze
wodzacym 7p), to zasada najmniejszego dzialania stwierdza, Ze w czasie
ruchu realizowana jest ta spodréd wszystkich mozliwych trajektorii
spelniajacych warunek

f(ta) =7a, 7(ts)="7sb,
dla ktérej usredniona wzgledem czasu i pomnozona przez (f4 — tp) réinica
miedzy energia kinetyczna i potencjalng jest minimalna.

ranad fizyki

iej w snakomitych

Dla porzadku dodajmy, Ze tak naprawde trajektorie musza spelniaé
pewne dodatkowe warunki, jak np. rézniczkowalnodé, w pewnych zad
patologicznych przypadkach dziatlanie — bo tak wlasnie nazywa sie
érednia réznica energii kinetycznej i potencjalnej pomnozona przez czas
ruchu — nie jest minimalne, lecz na odwrét — maksymalne. Sa to jednak
komplikacje, o ktérych mozemy spokojnie zapomnieé.

na Ziemi
i w Ukladzie

Slonecznym

Andrze; KRASINSKI

1. Sily bezwladnodci.

Wazystko, co trzeba wiedzieé o silach
bezwladnodci, aby-zrozumieé dalszy ciag
artykuhi, moina znaleZé w moim artykule
w Delcie 3/1980. Przypomnijmy wiec tylko
podstawowe fakty w skrécie.

Pierwsze prawo dynamiki Newtona

| moéwi, ge cialo, na ktére nie dzialaja

zadne oddzialywania zewnetrzne, bedzie
poruszalo si¢ ruchem jednostajnym
prostoliniowym albo pozostawalo

. w spoczynku. Stwierdzenie to jest

w gruncie rzeczy definicja pewnej klasy
ukiadéw odniesienia zwanych ukladami

. inercjalnymi, zalozeniem zaé mechaniki

| Newtona jest, ze takie uktady odniesienia

I istnieja. Nasze otoczenie jest przenikniete
| gilami grawitacyjnymi Ziemi i sasiednich

. obiektéw astronomicznych i nie jest wcale
| oczywiste, gdzie nalezaloby szukaé uktadéw
| inercjalnych.

W ukladzie, ktéry nie jest inercjalny, ciala
" niekoniecznie beda poruszaly sie po liniach
. prostych albo ze stalymi predkodciami,

. moga one dodwiadczaé niespodziewanych
 zmian kierunku lub przyspieszen.

Przykiadem ukiadu nieinercjalnego jest
wnetrze autobusu (zakladamy na chwile,
ze powierzchnia Ziemi jest ukladem

. inercjalnym — wrécimy jeszcze do tego

problemu). W przyspieszajacym autobusie
pasazerowie czuja, sile ciagnaca ich do

tyhu, w hamujacym autobusie pewna

sila pcha ich do przodu, na zakrecie zad
podobna sila usiluje wypchnaé ich na
zewnatrz zakretu. Narciarz rozpoczynajacy
zjazd musi wychyli¢ sie do przodu, aby

nie upaéé na plecy pod wplywem sily,
ktéra nie dzialala na niego, dopdki stal

w miejscu. Sily, pojawiajace sie w ukladach

- odniesienia poruszajacych sie ruchem

| przyspieszonym, g3 nazywane silami

. bezwladnodci. W ukladzie poruszajacym
sig z przyspieszeniem & sila bezwladnodci
 jest réwna —md, gdzie m jest masa

- ciala dodwiadczajacego przyspieszenia.

. Prosze zauwagyé, Ze sila bezwladnodci

| ma zwrot przeciwny do wywohlijacego ja

© prayspieszenia.




Wyobraimy sobie teraz cialo

o masie m spadajace swobodnie w polu
grawitacyjnym o nateieniu 7. Sila
grawitacyjna dzialajaca na to cialo jest
wtedy réwna mg, przyspieszenie w spadku
swobodnym wynosi §, sita bezwladnodci
wynosi wigc —mg, zatem sita wypadkowa
dzialajaca na cialo, mierzona w ukladzie
odniesienia spadajacym wraz z badanym
cialem, wynosi mg — mg = 0. Cialo
spadajace swobodnie nie dodwiadcza

wiec zadnych sil i jest jedna z mozliwych
realizacji ukladu inercjalnego. Zauwaimy
jednak, se taki uklad (nazywany lokalnym
ukladem inercjalnym) przestaje byé
inercjalny w duzych odleglodciach od
swobodnie spadajacego ciala. Wystarcay
wyobrazi€ sobie dwa obiekty swobodnie
spadajace po przeciwnych stronach
Ziemi. Kazdy z tych obiektéw bedzie
mial niezerowe przyspieszenie wzgledem
drugiego, a wiec nie beda one dla

siebie nawzajem inercjalnymi ukladami
odniesienia. -

Jak duzy jest lokalny uktad inercjalny?
Wyobraimy sobie na chwile jednorodne
pole grawitacyjne (jest to obiekt
nieistniejacy w realnym &wiecie). Jego
nateienie § jest wezedzie takie samo,

a wiec jakiekolwiek dwa swobodnie
gpadajace ciala beda poruszaly si¢ z takim
samym przyspieszeniem . Wzgledne
przyspieszenie tych dwu cial bedzie

wiec réwne zeru, czyli beda poruszaé

sie jedno wzgledem drugiego po linii
prostej ze stala predkosdcia. - Widaé

stad, Ze uklad odniesienia zwiazany ze
swobodnie spadajacym cialem jest ukiadem
inercjalnym w calym obszarze, w ktérym
pole grawitacyjne mozna uwazaé za
jednorodne.

Rzeczywiste pola grawitacyjne,
wystepujace w przyrodzie, nie sa
jednorodne. Ich linie sil 83 zbieine,

a natezenie pola grawitacyjnego zmienia
sie wzdhuz nich (roénie w kierunku

irédla). Lokalny uklad inercjalny jest

wiec dciéle inercjalny tylko wzdluz kazdego
pojedynczego toru spadku swobodnego,

i jest w przyblizeniu inercjalny w takim
otoczeniu owego toru, w ktérym zbieznodé
linii sil jest zaniedbywalnie mala (na
przyklad, nie moze byé¢ zmierzona
przyrzadem pomiarowym o danej
dokladnodci — nalezy pamietaé, ze wielkodé
ukladu lokalnego zawsze bedzie zalezala od
dokladnoédci naszych pomiaréw). .

Zauwagmy, Ze znoszenie 8il grawitacyjnych
przes sily bezwladnoédci zachodzi nie tylko
dla cial spadajacych wprost ku srodkowi
Ziemi. Zachodzi ono takze na orbitach

™

Najkrétsza nawet chwila namyshi nad zasada najmniejszego dzialania
wskazuje, Ze stanowi ona sformulowanie mechaniki zgola zdumiewajace.
Po pierwsze, réini sie ona drastycznie od zasad Newtona i nie jest
bynajmniej oczywiste, ze obydwa sformulowania sa réwnowagne.
Sprébujmy wiec wyprowadzi¢ druga zasade dynamiki z zasady
najmniejszego dzialania. Nie jest to latwe, gdyZ dziedzina, na ktérej
obliczamy dzialanie, jest zbiér mozliwych trajektorii, a wiec zbiér
funkcji, a nie liczb i nie mozemy stosowadé zwyklych metod szukania
ekstremum, o ktérym mowa w zasadzie. Zaatakujmy wiec problem
sposobem i podzielmy przedzial czasowy [ta,fp] na N podprzedzialéw
o tej samej diugoéci At = (t4 — tg)/N. Wyrbiniamy w ten sposéb
na osi czasowej N + 1 réwno odleglych punktéw i zastepujemy
uérednianie energii kinetycznej i potencjalnej wzgledem calego przebiegu
czasowego, udrednianiem wzgledem tych dyskretnych punktéw. W celu
jeszcze dalszego uproszczenia ograniczymy sie wylacznie do ruchéw
jednowymiarowych (opisanych zmianami wspéirzednej z). Jeéli
wybraliémy dostatecznie male przedzialy At, to predkodé w i-tym
przedziale jest prawie stala i wynosi w przyblizeniu
Ti — Ti-1

At
N izo=2za, zn = zp. Energia kinetyczna

Py o

gdzie z; = z(t:),1=0,1,...,
przybierze wiec postaé
. . 2
I ICELN
2 At

Pojawia sie teraz pytanie, jaka wielkodé wziaé za dyskretna reprezentacje
energii potencjalnej V. W zwyklym podejéciu jest ona ciagla funkcja
polozenia V' = V(z). Od razu nasuwaja sie wiec cztery mozliwe sposoby
wyboru energii potencjalnej w i-tym przedziale czasowym: V(z;),
V(zi-1), V(H%], 3[V(z:) + V(zi-1)]. Okazuje sie, ze kaidy z nich
moze by¢ uiyty z réwnie dobrym skutkiem. Tutaj zdecydujemy sie¢ na
ostatnia mozliwodé, gdyz nie narusza ona symetrii miedzy koricowymi
punktami przedziatu (jak pierwsze dwie) i nie wprowadza nowych punktéw
(jak trzecia). Po tych rozwajaniach jestedmy gotowi do wypisania
prsybliionego wzoru na dzialanie.

—z:{ ( ‘)

1
- E[V(z.-) + V(z.-_;]]} - At
i=1
Przyblizenie nasze jest tym lepsze, im mniej zmienia sie na kazdym
z malych przedzialéw At prawdziwa wartodé energii kinetycznej
i potencjalnej, a wiec powinno sie poprawiaé, gdy N roénie. W granicy
N — oo (At — 0) otrzymujemy prawdziwa wartodé dzialania.
wWtajemniczeni” bez trudu spostrzega, e w granicy N — oo nasze wyrazenie na
dzialanie staje sie calka Riemanna postaci .

tg

' s=f['_;‘. (;‘_’:):~v{=}] at.

ta

Funkecja podcalkowa jest réwnie wainym obiektem co dzialanie i nosi nazwe
lagrantjanu.
W ujeciu dyskretnym trajektoria staje sie po prostu zbiorem liczb
{Z6, 215y zn}. Tym samym, dzialanie mozemy uwasaé teraz za
funkcje N — 1 zmiennych z1,...,2Zny—1 (punkty zo i zn 83 ustalone)
i wzgledem tych zmiennych przeprowadzi¢ minimalizacje §. Jeéli zasada
najmniejszego dzialania ma by¢ stuszna, to musi zachodzié

as

— =0,

dz;
Réiniczkowanie powyisze latwo mozemy wykonaé explicite: i-ta zmienna
wystepuje jedynie w i-tym i ¢41-szym sktadniku sumy okredlajacej S.
A zatem dostaniemy
(2i—2ioa1) = (zisa —2) 4V

(At)? dz |z=s,

£ =30, N=1

m =il




Nietrudno zauwaiyé, ie w granicy At — O wzér powyiszy przybiera postaé

iz _dvV
dt2  dz

a poniewai przyspieszenie definiujemy jako drugs pochodna poloZenia

i & definicji energii potencjalnej wynika, ie —%‘;’- jest po prostu sila, tym
samym wsér powyissy pokrywa sie 3 druga zasads dynamiki Newtona.
Zapresentowanemu wywodowi drugiej sasady dynamiki ¢ zasady najmniejsrego
drialania daleko jest do matematycznej deislofei. Zauwaimy jednak, ie uwaga
ta nie dotycsy wepomnianej moiliwodci, it dzialanie staje sig maksymalne, a nie
minimalne. Zadalidmy bowiem jedynie znikania pochodnej é’-f, , €o obejmuje
obydwa preypadki, jak réwniei moiliwodé istnienia punktn stacjonarnego

(co czasem tek nie sdarsa).

Co 5 posostalymi zasadami? — zapyta Czytelnik. Cés, pierwsza z nich
prsemyciliémy formuluijac zasade najmniejszego dzialania — zasada
wymaga podania wzoru na energie kinetyczna. Powiedzenie, e ten

wzér to 1mv?, jest sluszne jedynie w ukladzie inercjalnym. Wtedy

tei dostajemy ruch jednostajny prostoliniowy. Jezeli chodzi o trzecia
sasade dynamiki, to orzeka ona o sitach dzialajacych pomiedzy cialami,
wymaga wiec wyjécia poza mechanike punktu materialnego, czego w tym
artykule nie robimy. Ale réwniei trzecia zasada dynamiki znajduje

w przedstawionym formalizmie swéj wyraz.

Treecia rasada dynamiki wiake ze soba sile '.i;",qn. z jaka, punkt B dziala na
punkt A, = sils E:”A{_—- —?_413]. z'jaks punkt A dziala na B. Ograniczmy sie
do ukladu dwéch punkté$w materialnych. Dzialanie w tym przypadku nadal
okreflamy jako frednis, czasowa réznicy energii kinetycznej i potencjalnej
(ealkowitych). Trzecig sasade dynamiki odtworrymy nakladajac, ie energia
potencjalna zalety nie od indywidualnych pologed, lecs jedynie od ich réinic.
Druga zasada dynamiki wiage ze soba, przyczyne (sile) i skutek
(prsyepieszenie) i na tej podstawie pozwala - przy znajomosci polozenia
i predkodci w pewnej chwili — okreélié polozenie i predkodé w chwili
nastepnej. Ruch w tym opisie sklada sie z wielkiej liczby malych
krocskéw powiazanych zwiazkiem przyczynowo-skutkowym. Inacze] jest
w sasadzie najmniejszego dzialania. Tam, poruszajaca sig czastka w jakid
sposéb ,,wie” od samego poczatku, jak ma sie poruszaé w przeciagu
calego trwania ruchu, ,przeczuwa®, ze ruch nie zostanie przerwany

ai do osiagniecia swego celu. Nie moie na poczatku biec zbyt wolno,
bo w koricowej fazie wymagaloby to nadmiernych predkoéci i — co za
tym idzie — nieminimalnej wartodci dzialania. Interpretacje taka jest
niezmiernie trudno pogodzié z przyczynowym (kauzalnym) opisem éwiata,
ktéry przecies legt u podstaw fizyki! Fakt ten sugeruje, ie mechanika
klasyczna nie jest teoria pelna (choé nie ma tu Zadnej wewnetrznej
sprsecsnoéci o charakterze formalnym). I ta wladnie obserwacja moie
poshuiyé do roswiniecia pewnego sformulowania mechaniki kwantowej.

kolowych, w tym przypadku sila
grawitacji mg jest rbwnowaiona przez
sile odérodkows mv?/r = myg, gdzie m
jest masg obiektu kraiacego po orbicie,
v — jego predkodcia, r — odleglodcia

od érodka Ziemi. Sila odérodkowa

jest sila bezwladnodci wywolana przes
przyspieszenie § odchylajace tor ciala od
linii prostej. Na orbicie eliptycznej ruch
ciala jest zlogeniem ruchu obiegowego
oraz spadku swobodnego (lub swobodnego
ruchu w gére — sila grawitacji smniejsza
wtedy predkoéé), réwniei wiedy sila
grawitacyjna jest znoszona przez sily
bezwladnodci, chociaz rachunek bytby
troche bardziej skomplikowany.

2. Sily plywowe.

Wyobrazmy sobie kulisty oblok zloiony

z malych obiektéw, nie oddzialujacych
na siebie zadnymi sitami (zapomnimy

na chwile o ich wzajemnym przyciaganiu
grawitacyjnym) i spadajacy swobodnie

w paln grawitacyjnym bardzo duzego
obiektu (np. Ziemi) wprost ku jego
grodkowi, z predkodcia poczatkowa réwna
zeru (rys. la). Przypomnijmy wzér na
przyspieszenie grawitacyjne:

gdzie G — stala grawitacyjna, M — masa

| Ziemi, r — odleglodé obiektu od Ziemi.

Poniewas obiekty znajdujace sie w ,,gérnej”
(,tylnej”?) czedci obloku sa zawsze dalej
od Ziemi niz obiekty w dolnej czedci
obloku, przyspieszenie tylnej czeéci

bedzie zawsze mniejsze od przyspieszenia
przedniej czeéci. Ta réinica przyspieszen
wywola réinice w predkodciach, stale
narastajaca. W rezultacie dolna czesé
obloku bedzie oddalala sie od gérnej.
Réwnoczednie przyspieszenia bocznych

. .
Przyspieszenia el R 3 i
grawitacyjne =i
w roznych =
miejscach obtoku
I Rys. 1a Rys. 1b.
fv Oblok swobodnie spadajacych obiektéw, w chwili poczatkowej ...wydluky sie podczas lotu i swesy wskutek réinic w nateieniu 5]

pola grawitacyjnego w sasiednich punktach,

. majacy ksztalt kulisty...




leologia i determinizm
czefici obloku nie beda réwnolegle, lecz Tele lOgla ; s
nachylone ku sobie (s3 one wszystkie | komentarz do artykulu O zasadzie najmniejszego dzialania

iero ku érodkowi Ziemi). B
sk tsrawsne ke ieoal); Beda Po rag kolejny dwéch fizykéw z redakcji Delty nie moge dojéé do porozumienia.

:IQC m;: y ma;(; ;kia(‘ir;w:: Skblf r;wa};nz Tym ragem preyczyna niezgody jest dodé typowa — réinice w interpretacji
" ﬁro' 0‘_"’_1 : Cf S _o l @ 0_ DO rezultatu formalnego, a mianowicie réwnowagnoéci gasady najmniejszego
powoli zblizaly si¢ do siebie. Widac stad, B gjiatania i zasad dynamiki Newtona.

7e réznice w natezeniu pola grawitacyjnego
¥ e &r L Opis ukladu oparty na réwnaniu rééniczkowym, wyragajacym druga zasade

2 sa,sledn.lch i sp.owodu_]a, 3 dynamiki, ma wyragnie charakter deterministyczny, tzn. ewolucja ukladu
defc:rmac_]e obloku. E}ed%l'_o' ‘01} TOBCIAEany przedstawia sie jako laricuch preyczyn i skutkéw. Przy zastosowaniu natomiast
w kierunku érodka Ziemi i éciskany zasady najmniejszego deialania ujawnia sie, by ugy¢ terminu filozoficznego,

w kierunkach prostopadlych, zmieniajac teleologiceny badg finalistyceny charakter ewolucji, tzn. ukiad dazy do

ksztalt z kulistego na wrzecionowaty okreslonego celu, w tym przypadku do zminimalizowania wielkodci zwanej
(rys. 1b). drialaniem. Te druga, teleologicena interpretacje uwaga méj adwersare

za podejrzang i w gwiazku & tym sugeruje, £e mechanika klasycena jest

: ¢ ,teoria niepelng”. Nie sgadzam si¢ z takim pogladem. Obie interpretacje,
grawitacyjnego nazywane &3 silami deterministyceng i teleologicena, uwagam za catkowicie réwnopraufne.
plywowymi. Przy ich obliczaniu
odejmuje sie wartodci skladowych sily
grawitacyjnej po przeciwnych stronach

Te réznice w natezieniu pola

Filozofowie od wiekéw toczay dyspute o prawach rzadeacych éwiatem.
Materialidci stoja zwykle na gruncie determinizmu, podczas gdy idealidci czgsto
optujg za teleologia, cho¢ cel inny ni# minimalizowanie dzialania maja na myéli.

badanego .oblektu [w powysszym Fizyka w odrégnieniu od filozgofii dysponuje aparatem formalnym podsunigtym
przykladzie byt to spadajacy oblok). przez matematyke i wypracowana metodologig badan dodwiadczalnych. Deigki
Wynik tego obliczenia nie moze byé | temu nie tylko stawia pytania, ale potrafi udrielaé odpowiedzi. Pytania sa
gakodowany jako wektor, poniewaz sklada gwykle duzo prostsze nié te rogwasane przez filozoféw, zamiast bytu czy nicodei
gie on z 9 liczb — jest to macierz; nie mamy uklad punktéw materialnych lub réwnie pochyla, za to odpowiedzi bywaja
bedziemy sie dalej zajmowali szczegélami catkiem precyzyjne.
matematycznymi, ale trzeba wiedziec, de | Zasada najmniejszego dzialania wydaje si¢ nie mieé wiele wspdlnego ¢ zasadami
méwimy tu o innym pojeciu niz zwyczajna dynamiki Newtona, a jednak oba podejécia 83 catkowicie réwnowagne. (Pomijam
gila wektorowa. tu sgtuczki matematykdw, ktdrzy sapewne beg kiopotu enajdg taka klase

. ” B 2 niefizycanych ruchéw, e dyskutowane podejécia nie beda réwnowagne). Jeéli
Obh]f‘ POItstsy QFY fIg pe 01:b1c1e kolowej juiﬁ:wn:wainoﬁ msta!:::dowodniona. :.: nie ma sensu twierdzié, i)e jedna
ulegnie podobnej deformacji (rys. 2a i 2b). interpretacja jest stusena i prawidlowa, podczas gdy druga podejrzana badé
Mozna latwo obliczyé (np. z drugiego przypadkowa. Réwnowagnodé oznacza, wedlug mnie, e régnica jest pozorna,
prawa Keplera), Ze obiekty dalsze od e zespdl pojeé, jakim operujemy, w tym przypadku determinizm i teleologia,
Ziemi poruszaja sie po orbicie z mniejsza jest nie zawsze adekwatny do opisu rzeczywistodci. W fizyce = takg sytuacja
predkoécia niz obiekty blizsze. , Dolna” " spotykamy si¢ wielokrotnie, szczegéinie w mechanice kwantowej, gdzie mamy

czeéé obloku bedzie wiec stale wyprzedzala | slynny dualizm korpuskularno-falowy, ktéry sprawia, te obiekt kwantowy
zachowuje sie jednoczednie jak czastka i jak fala. Utywajac znanych nam g gycia
oblok bedzie kulisty, to po pewnym Shasic c(:.ndmenr‘legc{ pojeé fali i c.sa.,atlu frozumleé tego nie t‘lp‘oséb, leics Natur.a tym ?w
3 nie przejmuje. I podobnie jest, jak sadze, & determinizmem i teleologia, ceyli

przybierze ksztalt podobny do banana 2 & 3 L

3 Jksas: Roselnle s " w nasgym preypadku g zasadami dynamiki Newtona i zasadg najmniejszego
(pomew.a.s roEnica pr‘i : odci nie _]est' . deialania. Zauwagmy, e zaréwno w przypadku wspomnianego dualizsmu, jak
PrOP?TCJ?nalnﬂ do réznicy odlegloéci i dyskutowanej réwnowagnodci zasad ruchu, strona formalna zagadnieri nie budsi
od Ziemi, obiekty lezace poczatkowo kontrowersiji.
na odcinku prostej utworza pézniej tuk 4 Stanistaw MROWCZYNSKI

krzywej).

czeéé gbrna, i jesli w chwili poczatkowej

Predkosci
roznych czesci
obloku

<Y
&2
Q

T o e N T S R I 1 T Y R T A T

ZIEMIA
®
ZIEMIA .
Rys. 2b.
... réwnies zostanie sdeformowany wskutek réinych predkodci
Rys. 2a. orbitalnych réznych czefci obloku (spowodowanych réinicami
"' Oblok poruszajacy sig¢ po orbicie, poczatkowo kulisty... w nateieniu pola grawitacyjnego).
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A jednak elementarnie

W Delcie 9/1991 w niezaleznym dodatku EPSILON zostalo
rozwiazane nieelementarnie (za pomoca calek podwéjnych z funkeji

zespolonej!) nastepujace zadanie.

Prostokqt P dzielimy na skoriczona liczbe mniejszych prostokatdw
(w ten sposdéb, ze dowolne dwa z nich moga zahaczaé o siebie jedynie
bokams - pordwnaj z rysunkiem). Zaldzmy, ze kazdy 2z mniejszych
prostokgtéw ma przynajmniej jeden bok o dlugodcs bedqcey liczbg
catkowitq. Udowodnic, ze prostoket P ma bok o diugodci bedacey

liczbg calkowitq.

Redakcja EPSILONA zaznaczyla, ze nie zna elementarnego
rozwiazania. Co wiecej, zadanie to bylo dyskutowane na

pewnej miedzynarodowej konferencji i tam tez nikt nie znalazt
elementarnego rozwiazania. Natomiast pan Marcin Magur zwrécil
nam uwage, ze elementarne rozwiazanie tego zadania znajduje sig
w zbiorku 3apy6exxusie MaTemaTuueckue onnmnuans (wyd. Moskwa

1987) - zadanie 16.25.

Ponizej przytaczamy szkic tego rozwiazania. Wyobraimy sobie,

ie plaszczyzna jest nieskoriczona szachownica (pomalowana na
czarno-bialo w standardowy sposéb), przy czym kwadraciki,

g ktérych zsbudowana jest ta szachownica, maja krawedzie dlugosci
1/2. Jezeli teraz weZmiemy dowolny prostokat o krawedziach
réwnoleglych do linii szachownicy, majacy jeden bok o dlugodci
calkowitej, to, jak latwo zauwasyé, powierzchnia jego bialej czesci
bedzie réwna powierzchni jego czedci czarnej (dlaczego?). Jeieli
natomiast wefmiemy dowolny prostokat o krawedziach réwnoleglych
do linii szachownicy, majacy jeden z wierzcholkéw wspélny z
wierzcholkiem jakiegod kwadracika i jezeli wiemy, ze powierzchnia
jego bialej czeéci jest taka sama jak powierzchnia jego czeéci czarnej,
to stad juz wynika, ze jeden z bokéw ma dlugodé caltkowita. Jezeli
bowiem zaden z bokéw nie ma dlugodci caltkowitej, to odcinajac
‘odpowiednie prostokaty, ktérych co najmniej jeden z bokéw ma
diugoéé calkowita (dla nich cze$é biala ma takie samo pole jak

czeéé czarna), dojdziemy do takiej sytuacji, e zostanie nam

malutki prostokacik o obydwu bokach dlugosdci mniejszej niz 1,
ktéry ma jeden wierzcholek wspélny z wierzcholkiem kwadracika

na szachownicy. Latwo zauwazyé, ze pola bialej i czarnej czeéci

tego prostokacika musza byé rézne (dlaczego?). Teraz juz mozemy
dokoriczyé nasze zadanie. Przypusémy, ze prostokat P jest suma
prostokatéw Py, Pa, ..., P, — tak jak w zadaniu. Usytuujmy nasza
szachownice tak, aby krawedzie tych prostokatéw byly réwnolegle do
linii szachownicy i aby jeden z wierzcholké6w prostokata P pokrywal
sie z wierzcholkiem kwadracika szachownicy. Wéwczas, zgodnie

z tym, co juz udowodniliémy, czedci biale i czarne prostokatéw P,
P, ..., P, maja réwne powierzchnie. Wobec tego ta wlasnosé
przysluguje tez prostokatowi P, a stad jedna z jego krawedzi ma

dlugodé calkowita.

Zauwaimy, ze powyzszy dowdd uogdlnia sie na przypadek
tréjwymiarowy, gdzie prostokaty zastepujemy prostopadloscianami
(prosze sformulowaé i udowodnié odpowiednie twierdzenie).

v
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Na orbicie eliptycznej deformacja obloku
bedzie kombinacja opisanych tu efektéw.

W tym miejscu Czytelnik wie juz
wystarczajaco duzo, aby zrozumieé, jak
powstaja przyplywy na Ziemi i na innych
cialach niebieskich.

3. Przyplywy na Ziemi.

Mechanizm przyplywdéw oceanicznych

na Ziemi jest skomplikowany, poniewaz
Ziemia jest doéé mocno zwiazana swoim
wlasnym polem grawitacyjnym (nie jest
oblokiem swobodnie poruszajacych sig
obiektéw), a ponadto skorupa ziemska
jest cialem stalym o duzej sztywnosci.
Réine czedci Ziemi nie poruszaja sie wiec
niezaleznie w polu grawitacyjnym Slorica.
Przedstawione powyzej rozumowarnie
pozwala jednak na jakodciowe zrozumienie
tego procesu.

Bedac cialem prawie sztywnym cala
Ziemia jest przymuszana do ruchu po
orbicie z ta sama predkosdcia. Jednakze,
czedé Ziemi znajdujaca sie blizej Stoiica,
gdyby mogla, poruszalaby sie szybciej niz
érodek Ziemi (z drugiego prawa Keplera)
— porusza sie wiec z predkodcia mniejsza,
od jej wladciwej predkoédci orbitalnej.
Powoduje to nadwyzke sily cigZenia nad
gila odérodkowa — na te czedé Ziemi dziala
sila odciagajaca ja ku Stoficu, od érodka
Ziemi. Czeéé Ziemi znajdujaca sie dalej
od Slofica, gdyby mogla, poruszalaby

sie po orbicie wolniej niz érodek Ziemi,
jest wigc przymuszana do ruchu ,zbyt
szybkiego”. To z kolei wywohije nadwyzke
sily odérodkowej nad silg ciazenia — na te
czedé Ziemi dziala wiec sila odciagajaca ja
od Sloiica, gnéw od érodka Ziemi.

Jedyna, czeécia powierzchni Ziemi, ktéra
moze w widoczny sposdb poddaé sie tym
gilom, 8a masy wody w oceanach. Wznosza
gig one ku Sloficu i w dal od Slofica,
wysokosé wzniesienia jest ograniczana
polem grawitacyjnym Ziemi. Gdyby
Ziemia obracala sie synchronicznie,
zwrbcona stale ta sama strona ku Sloricu,
owe dwa wzniesienia na powierzchni
oceandéw stalyby nieruchomo stale w tych
samych miejscach. Poniewai Ziemia
obraca sie niesynchronicznie, wzniesienia
przyplywoéw, znajdujace sie zawsze na
linii laczacej érodki Slofca i Ziemi,
wedruja po powierzchni Ziemi powodujac
obserwowalne efekty na wybrzezach.

. Dla uproszczenia méwilidmy tu

o przyplywach spowodowanych przez
Slofice. W rzeczywistodci na Ziemie dziala
takze przyciaganie grawitacyjne Ksiezyca.
Poniewaz Ksiezyc jest znacznie blizej,

niejednorodnoéé jego pola grawitacyjnego




(zbieinoé¢ linii sil) jest wigksza niz
w przypadku Slorfica i przyplywy
spowodowane przez Ksiezyc sa wyzsze. Na
otwartym' oceanie réznice poziomu wody _
spowodowane przez Slofice wynosza 35 cm, =
réznice poziomu spowodowane przez
Ksieiyc wynosza 65 cm. Te dwie pary fal
przyplywowych obiegaja Ziemie 2z réznymi
predkodciami (sloneczne w 24 godziny,
Ksiezycowe nieco dluzej — podczas obrotu
Ziemi Ksieiyc przemieszcza sie w kiernnku
obrotu). Dwa razy w ciagu miesiaca '
synodycznego (podczas nowiu i peini) fale
przyplywéw slonecznych i ksiezycowych
pokrywaja sie i osiagaja maksymalna
wysokodé okolo 1 metra. W pozostalych :
okresach w ciagu doby nastepuja po catery ¢
mniejsze przyplywy i odplywy, oddzielone
zmieniajacymi si¢ odstepami czasu.

Jablko Demokryta
Kazimierz MIKULSKI

Wsréd wielu anegdot i opowiedci o starozytnych filozofach jest tez
ita o jablku Demokryta. Glosi ona, %e siedzac pewnego ragzu na
kamieniu nad brzegiem morza i traymajac w dloni jablko, Demokryt
tak rozmyslal: '

Jezeli to jablko przetne na polowe, otrzymam poldwke jablka. Jezeli
nastepnie te poléwke przeine na dwie czefct, otraymam éwiartke
jablka. Jezeli w ten sposdb dalej bede dokonywal takiego dzielenia,

to czy zawsze pozostanie mi w reku dsma, szesnasta, trzydziesta druga
itd. czedé jablka, czy tez nastqps taki moment, Ze dzielente doprowadz
do tego, 1z pozostala w wyniku dzielenia cze$ juz nie bedzie miala
wladctwodcr jablka?

Filozof doszedl do wniosku, ze granica owych podzialéw istnieje.
Swoje spostrzeienia i wnioski wylozyl w dziele pt. Maly diakosmos,

Fale przyplywu zalewajace wybrzeza i 3
a niepodzielna czeéé nazwal ,,atomem”.

oceandw osiagaja wysokodci znacznie
przekraczajace 1 metr. Dzieje sie tak :
wtedy, gdy nadbiegajaca fala napotyka dno |
morskie wznoszace si¢ lagodnie w kierunku =
jej ruchu albo zatoke lejkowato zwezajaca
sie w kierunku ruchu. W zatokach na
francuskim brzegu kanalu La Manche
wysokoéé fali przyplywu siega 10 metréw,
zaé najwyzisze na éwiecie przyplywy

— 16 metréw — notowane sa w zatoce

Bay of Fundy w poludniowo-wschodniej
Kanadzie.

Zauwaimy, Ze réznice poziomu morza
mniejsze ni# 1 metr przy srednicy

Ziemi, wynoszacej prawie 13000 km,

g3 bardzo male. Pola grawitacyjne

Slofica i Ksieiyca sa wiec z dobrym
przyblizeniem jednorodne na calej Ziemi

i 83 calkiem dokladnie znoszone przez
przyspieszenia orbitalne Ziemi. Podobnie,
pola grawitacyjne naszej Galaktyki

i innych galaktyk sa znoszone przez

sily bezwladnoéci spowodowane ruchem
Slofica w Galaktyce i ruchem Galaktyki
w Lokalnej Grupie galaktyk. Dlatego uklad
odniesienia zwiazany ze drodkiem Ziemi
moige byé dla wielu celéw uwazany za
inercjalny.

Tlu cieé potrzeba, by zamiast jablka traymaé w reku atom?
Demokryt nie byl w stanie odpowiedzie na to pytanie. Aby to
grobié, musialby zna¢ rozmiary atomu, a pierwsze informacje na

ten temat pojawily sie przeszlo dwa tysiace lat po $mierci genialnego
Greka.

W 1742 r. Michail Wasylewicz Lomonesow (1711 — 1765)

gauwasyl, ze jubilerzy rozwalkowuja zloto do gruboici jednej
dziesieciotysiecznej czeéci centymetra (10™* cm), a wiec atomy nie
moga by¢ wicksze. W 1773 r. Benjamin Franklin (1706 — 1790)
wykonal juz specjalne do$wiadczenie majace na celu pomiar
rozmiaréw atomu. Wylal on na powierzchnie wody stawu

w Clapham Common lyike oleju o objetosci okolo 4 cm® i zmierzyl
powierzchni¢ powstajacej plamy — wynosila ona okolo 0,2 ha, czyli
2-107 ¢cm?. Dzielac objetodé przez powierzchnie, Franklin otrzymal
liczbe 2 - 10~ 7 cm wyznaczajaca gérna granice na érednice ,,atomu”
(dzi$ powiedzieliby§my — czasteczki) oleju.

Dodwiadczenia z blonkami olejowymi byly powtarzane

i w péfniejszych latach. W swoich rozleglych pracach badawczych
Michael Faraday (1791 — 1867) wykonal ze zlota warstwy o grubodci
rzedu 10~% cm, a na szkle otrzymal przezroczyste warstewki, wrecz
blonki o gruboéci 10~7 cm. Lord John William Strutt Rayleigh
(1842 —1919) otrzymatl blonki o grubosci 16 A (1 A= 1078 cm).
Natomiast w 1890 roku Wilhelmowi Conradowi Roentgenowi

(1845 — 1923) udalo sie wytworzyé blonki olejowe o grubodci 5 A,
ale jeszcze wczesniej, bo w 1805 roku, Thomas Young (1773 — 1829)
badajac zjawisko kapilarnoéci oraz napiecia powierzchniowego cieczy
wyliczyl, se rozmiary badanych atoméw sa rzedu 1078 cm.

4. Skutki sil ptywowych na innych
cialach w Ukladzie Slonecznym.

W ekorupie Ziemi dzialanie sil ptywowych
nie daje sig¢ zaobserwowad, poniewaz na
Ziemi sily te sa, jak wykazano powyiej,
bardzo male. Mozna sobie jednak latwo
wyobrazié, ze wieksze sily plywowe,
powstajace w bardziej niejednorodnym
polu grawitacyjnym (np. blisko Storica
albo duzej planety), moga wznosié garby
podobne do przyplywéw oceanu takze

w stalych powierzchniach planet lub
ksiezycéw. Zdarza sie to rzeczywidcie

. w Ukladzie Stonecznym.

Zupelnie odmienny sposéb oszacowania wielkodci fizycznych
zwiazanych z atomem (w tym i jego rozmiaréw) podal w 1865 roku
Jézef Loschmidt (1821 — 1895). Stwierdzil on, wykorzystujac

teorie molekularno-kinetyczna, ktéra zakladala budowe gazéw

z poruszajacych sie molekul, e érednice atoméw wynosza 10~% cm
i sa prawie jednakowe dla wszystkich znanych atoméw.

Dalsze badania nie przyniosly juz zasadniczych zmian w obrazie
nakreslonym przez Loschmita, choé, oczywiscie, precyzja pomiaréw
rosta z uplywem czasu.

6



Aby odpowiedzieé na postawione wczedniej pytanie o liczbe
podzialéw jablka, ktérej musialby dokonaé Demokryt, mozemy
s powodzeniem przyjaé, se érednica atomu wynosi 108 cm.
Zaléimy, te Demokryt trzymal jablko bedace w przyblizeniu
kula o érednicy d dziesie€ centymetréw, a wiec o objetodci

V=4tnr (‘5‘)3 4 500 cm®. Przy kaidym podziale jablka objetosé
ta smniejsza si¢ o polowe (rysunek). Po n-tym dzieleniu objetodé
trzymanej czedci wynosi wiec V,, = :—,,, przy czym proces dzielenia

mogemy kontynuowaé co najwyzej do momentu, gdy V,, jest réwne

objetodci atomu V,; = %‘ﬂ' (%)3, gdzie D = 10~% cm. Otrzymujemy
stad 2" ~ (%)3, czyli n &~ 90. Liczba ta jest zaskakujaco mala.
pelsd o Ly d
2 il 22
——Tm l: l—.; 1— ) 1—0 1—
2 4 4 222
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Rysunek przedstawia podeial jabtka Demokryta. A na ile cegéci Ty, Czytelniku,
mokesz podeieli¢ jablko, ile najwigcej wykonase cigé? Sprébuj.

Na zakoriczenie dodajmy, e z pogladami Demokryta (znanymi

& poematu autorstwa Titusa Lukrecjusza Carusa (99 — 55 p.n.e.)

pt. O naturze wszechrzeczy), zyjacego w latach okolo 460 — 370 p.n.e,
w joniskiej kolonii Abderze na trackim wybrzezu Morza
Srédsiemnego, nie zgadzal sie dzialajacy niewiele pééniej Arystoteles
(384 - 322 p.n.e.), ktéry uwazal, ze jabtko moina dzielié bez korica.
Zdanie Arystotelesa zwyciezylo i przez blisko dwa tysiace lat

mialo w nauce moc obowiazujaca. A jednak Demokryt, uwaiany
powszechnie za twérce pojecia atomu, nie byt w swych pogladach
gupelnie osamotniony. Historia wspomina jego nauczyciela, Leukippa
z Miletu, oraz czasami fenickiego uczonego, Moscha z Sydonu,

a takze starochirskiego filozofa Kanade (samo slowo ,, Kanada”
mozna thumaczy¢ jako ,poieracz atoméw”).

Fala przyplywu biegnaca po powierzchni
ciala stalego wykonuje prace przy
odkaztalceniu tej powierzchni. Zrédlem
energii do wykonania tej pracy jest ruch
obrotowy ciala (planety lub ksiezyca).
Energia ruchu obrotowego jakiegokolwiek
ciala stalego w silnie niejednorodnym

polu grawitacyjnym zmniejsza sie wiec
stale dotad, ai fale przyplywu przestana,
wedrowaé po jego powierzchni. Innymi
slowy, ksiezyc lub planeta doédwiadczajaca
takich przyplywéw zwolni swéj ruch
obrotowy tak, e w koficu bedzie zwrécona
stale ta sama strona w kierunku irédia
pola grawitacyjnego. Tak wiadnie stalo sie
z Ksieiycem, ktéry jest zwrécony ku Ziemi
stale ta samg strona, i z galileuszowymi
satelitami Jowisza.

Mozna zapytaé, dlaczego Ksigzyc nie
zmusit Ziemi do obrotu synchronicznego,
mimo ze Ziemia zmusita do tego Ksiezyc.
Aby to wyjaénié, napiszmy wzér na réinice
przyspieszefi grawitacyjnych wywolana
przez Ziemie po przeciwnych stronach
Keigzyca:

1 1
Bgy = GM, ( % ) =
e A\ P  C R
_ 4GM, dr ’
@-r)*

gdzie M, jest masa Ziemi, d - odleglodcia
od érodka Ziemi do érodka Ksiezyca,
ry, — promieniem Ksieiyca. Wzér na
réinice przyspieszen grawitacyjnych po
przeciwnych stronach Ziemi wywolana
przez Ksiezyc jest nastepujacy:

Ag, = GM, (

ki aegiifiond ) &
(d=r )7 B¥re)?/
_ 4GM,  dr ;
@-r3) "
gdzie M, jest masa Ksigiyca, zas r; —
promieniem Ziemi. Stad:

ﬂ&:ﬁ.i.ﬂ:
Ags Mx L (dz_r?r)z

M, r, (1-r%/d%?
=g T F
M, r, (1-r2/a?)2"

Ostatni czynnik jest z dobrym
przyblizeniem réwny 1 [r, Jd w3 ..6!‘6)'

M, /M, ~8l,r,[r, ~ ; Zatem:

Adk _ 93,

Ag,
czyli sily plywowe wywolywane na
Ksiezycu przez Ziemie sz 28 razy wicksze
niz sily plywowe wywolywane na Ziemi
przez Ksieiyc. Ponadto, wlasne pole
grawitacyjne Ksigiyca na jego powierzchni
jest okolo 6 razy slabsze od ziemskiego

! pola grawitacyjnego na.powierzchni Ziemi,

Ksiezyc tlumil wiec fale przyplywowe
znacznie mniej skutecznie niz Ziemia.



Wtadnie dlatego Ziemia nie zostala jeszcze
zmuszona do obrotu synchronicznego

z Ksiezycem. Warto jednak wiedzieé,

ze istnieja geologiczne dowody na to, Ze
ruch obrotowy Ziemi jest spowalniany.

W muzeum historii naturalnej Smithsonian
Institution w Waszyngtonie znajduje

si¢ odlamek dawnej rafy koralowej
pochodzacy sprzed kilkuset milionéw

lat. Rafa koralowa jest szkieletem

sywego organizmu i, dopéki organizm
zyje, stale rodnie. Geolodzy potrafia
rozpoznaé warstwy przyrostu dziennego
rafy i po charakterystycznych, cyklicznie
powtarzajacych sie ukladach warstw
dziennych rozpoznaja przyrosty roczne.
Okazuje sig, ze w czasach, gdy rafa

z muzeum zyla, rok miat 390 dni. Nie sa,
znane przyczyny, dla ktérych moglaby
zmaleé dlugogé roku na Ziemi (wiazaloby
sig to z przyspieszeniem ruchu orbitalnego,
a wiec zblizeniem Ziemi do Slonca — tak
wyraZna zmiana w ciagu kilkuset miliondw
lat nie bylaby mozliwa do wytlumaczenia).
Whniosek jest tylko jeden: Ziemia obraca
sie dzid wolniej, a za spowolnienie obrotu
odpowiedzialne sa przyplywy.

Sily plywowe moga wywolywaé tei inne
efektowne zjawiska. Jesli sa wystarczajaco
duze, moga spowodowad rozerwanie
gwiazdy, planety lub ksiezyca na

fragmenty. Mozliwe, Ze ich dzialaniu
zawdzieczajg tez istnienie pierscienie
pylowe wokdt planet. Wyobrazmy

sobie, Ze na orbicie wokél gwiazdy

lub planety znalazl sie oblok malych
obiektéw (podobny do tego, o ktérym
juz méwiliémy), zwiazany sitami
grawitacyjnymi na tyle slabo, Ze wlasne
pole grawitacyjne obloku jest za male dla
powstrzymania rozciagajacego dzialania
sil ptywowych. Wéwczas, jak to juz
opisali§my, czedé obloku blizsza cialu
przyciagajacemu bedzie systematycznie
wyprzedzaé czesé zewnetrzng 1 po
dostatecznie duzej liczbie obiegéw
wyprzedzi ja o cala orbite. W tym
momencie oblok zamieni sie w zamknigty
pierdciefi. Nie prébujemy tu wyjasni¢,
jak powstaje poczatkowy oblok, ale
wnioskiem z powyiszych rozwazan jest
nastepujace stwierdzenie: dla ukladu
wielu malych obiektéw krazacych po
bliskich sobie orbitach naturalnym stanem
koricowym jest zamknigty pierscien wokdl
ciala centralnego, nie za§ oblok o malych
rozmiarach.

Przypuéémy, e obrét ksiezyca jakiejs
planety stal sie juz synchroniczny, ale jego
orbita jest eliptyczna. Ze wzoru na Ag
widaé, Ze réinica sit grawitacyjnych po
przeciwnych stronach ksiezyca jest

Zadanie Napoleona
Edmund PUCZYLOWSKI

Nastepujace zadanie pochodzi podobno od Napoleona.

Wykazaé, ze tréjkat, ktdrego wierzcholkami sq Srodki tréjkatéw
rownobocznych zbudowanych na bokach danego tréjkqta nstrokqtnego,
jest réwnoboczny.

Przedstawimy tu trzy rozwiazania tego zadania.

1. Dla szkél podstawowych (trzeba znaé cechy przystawania
tréjkatéw i umieé wyliczaé proste zaleznosci miedzy katami).

Korzystajac z tego, ze AZ = BZ mozemy zbudowald tréjkat ATZ
przystajacy o trojkata BXZ. Zauwazmy, ze AT = BX = CX,
AY = CY oraz
LTAY =360° — LtYAZ — (TAZ = 360° — (60° +a) — LXBZ =
= 360° — (60° + a) — (60° + B) = 240° — (a + f) =
= 240° — (180° —4) = 60° + v = LY CX.
Oznacza to, ze tréjkaty ATY i CXY sa przystajace. W efekcie
YT =YX oraz ZT = ZX, co dowodzi, ze przystajace sa takie
tréjkaty YT'Z oraz Y XZ. Zauwaimy ponadto, ze ZTY X = 120°
(bo LTYX = LAYC + LAYT — LCY X, LAY C = 120°
i- gz przystawania tréjkatéw ATY oraz CXY - LAYT = /CY X).
W efekcie /XY Z = /TYZ = 60°. Podobnie /Y ZX = 60°, a wiec
tréjkat XY Z jest réwnoboczny.

2. Dla 8zkél érednich (trzeba coé wiedzie o trygonometrii).

Zauwaimy, ze AY =b/\/3, AZ = c/\/3 oraz LY AZ = o + 60°.



Zatem, na podstawie twierdzenia cosinuséw,
(YZ)? = (1/3)(b* + ¢® — 2bc cos(ax + 60°)) =
= (1/3) (% + ¢® — becos a + V/3besina) .
Analogicznie
(X2)? = (1/3)(a® + ¢ — accos B + V/3acsin B) .
Teraz besin o = acsin § = 28, gdzie S jest polem tréjkata ABC,

oraz (z twierdzenia cosinuséw zastosowanego do tréjkata. ABC)
a? = b? + ¢? — 2bccos . Zatem

(Y 2)? = (1/3)(a® + becos a + V3besina) =
= (1/3)(a® + c(c — acos B) +2v/3S) =
= (1/3)(a® + ¢® — accos f + V/3acsin f) = (X 2)?,
czyliYZ = XZ. Podobnie dowodzimy, ie XY = XZ.

8. Dla studentéw (?) (trzeba cof wiedzieé o... kinematyce).

Zalézmy, ze punkty A i B sa umocowane, a punkt C porusza
sie w sposéb ,gladki”. Wraz z nim poruszaja sie punkty X i Y.

Poniewas kat miiedzy wektorami AC i AY jest stale réwny /6 orasz

dlugosé AY jest stale réwna 1/4/3 dlugodci A_C., wiec réwniez kat
miedsy wektorami (swobodnymi) predkodci vy i vo punktéw Y

wieksza, gdy ksieiyc znajduje sie blizej
planety i mniejsza, gdy jest dalej. Fala
przyplywu na powierzchni ksiezyca
(powierzchnia ta jest cialem stalym!)
bedzie wtedy staé stale w tym samym
miejscu powierzchni, ale bedzie oscylowad
w gére i w dél. Energia, ktérej kosztem
powstaja odksztalcenia powierzchni
ksiezyca, to energia ruchu obiegowego po
orbicie. Wskutek utraty tej energii kaiezyc
moze w koricu spadé na swoja macierzysta
planete lub tez jego orbita moze staé

gie kolowa. Zanim do tego dojdzie,

praca wykonywana przez oscylujaca
powierzchnie ksieiyca wytwarza energie
cieplna w jego wnetrzu i moze je stopié.
Ten mechanizm wytwarzania ciepla jest
jedynym wyjadnieniem, dlaczego na
najblizezym z galileuszowych ksiezycéw
Jowisza, Io, znajduja sie wulkany (erupcje
wulkanéw na Io zostaly sfotografowane
przez amerykariska sonde kosmiczng
Voyager). Obiekt o duzej masie, jak
Ziemia, mégl zachowal wystarczajaco
duzo clepla we wnetrzu od czasu swojego
powstania, lub tez nagrzaé sie od energii
rozpadu pierwiastkéw promieniotwérczych.
Maly obiekt, taki jak Io, wystyglby juz
dawno (podobnie jak np.. nasz Ksiezyc),
gdyby nie mial stale dzialajacego érédla
energii.

5. Sily plvywowe 83 obiektywnym
testem na istnienie pola
grawitacyjnego.

Jak jug stwierdziliémy wczedniej,

i C jest stale réwny m/6 oraz dlugodé pierwszego z nich jest réwna
1/4/3 dlugosci drugiego. Tak wiec vy = (-1/\/5)0,,!5(00), gdzie Oy /¢
oznacza obrét o kat /6. Podobnie v = \/io,,;e(ux). W efekcie
vy = On/3(vx).

Wybierzmy teraz na plaszczyinie uklad wspdlrzednych o poczatku

przyspieszenie moze znieéé grawitacje.
.Moze teé by¢ uzyte do symulowania
grawitacji. Czytelnicy wiedza pewnie,

np. % powiedci fantastyczno-naukowych,

o ,s8ztucznej grawitacji” w pojeidzie
kosmicznym, ktéra moina wytworzyé
przez obrét pojazdu wokét jego osi - sila
odérodkowa bedzie wtedy ,udawala”

sile grawitacyjna. Nie jest to zadna
sztuczka psychologiczna, sily bezwladnoéci
i sily grawitacyjne naprawde dzialaja
identycznie na wszystkie uklady fizyczne

i 4adne przyrzady pomiarowe mierzace sile
w jednym punkeie nie potrafia rozréznié
tych dwéch sil.

w punkcie Z. Przypomnijmy, ze jesli wektor ZX w chwili t jest
réwny (z(t), y(t)), to wektor predkodci vx punktu X w chwili ¢
jest réwny (2'(t), v'(¢)), gdzie — jak zwykle — z’(t), v’ (¢) oznaczaja
pochodne z(t) i y(t) wzgledem ¢. Podobnie, jeéli w chwili ¢

= (z1(2), v1(2)), to w tej chwili vy = (2 (t), ¥4 (t)). Jak
widzieliémy, vy = Opn/3(vx), wiec z| (t) = cos(x/3) - 2'(t) —
—sin(7/3) - y'(t) oraz ¥ (t) = cos(n/3) - ¥'(t) + sin(x/3) - 2'(¢).
Wynika stad, ze istnieja takie stale a, b, ze dla dowolnego ¢
z1(t) = cos(n/3) - z(t) — sin(x/3) - y(t) + a oraz
y1(t) = cos(x/3) - y(t) + sin(x/3) - z(t) + b. Oznacza to, ze
w dowolnym momencie ZY = O,,;a(ﬁ} + TZ., gdzie R jest
wektorem o wspélrzednych a, b. Oczywiscie, ruch punktu C mozemy
dobraé tak, by w pewnym momencie £y, punkty A, B, C tworzyly
tréjkat réwnoboczny. W tym momencie réwniez punkty X, Y, Z

beda tworzyly tréjkat réwnoboczny. Mamy wiec ZY =0, ;3[Z_X! )s
co oznacza, e R =0. W efekcie dla dowolnego polozenia punktu C,

ZY = 0,/5(ZX). Oznacza to, ie LY ZX = /3. Podobnie
dowodzimy, ze pozostale katy tréjkata XY Z sa réwne /3.

Mozliwoéé odréinienia grawitacji od
sil bezwladnoéci stwarzaja wladnie sily
plywowe. Wyobraimy sobie uklad

. inercjalny, w ktérym nie dzialaja sily
grawitacyjne. Wyobraimy sobie nastepnie,
ge w takim ukladzie zbieramy grupke
malych czastek materii i nastepnie
wypuszczamy wszystkie czastki
2 jednakowymi predkodciami poczatkowymi
(tzn. wszystkie predkodci maja réwnolegle
kierunki oraz jednakowe zwroty i wartodci -




liczbowe). Wzgledne predkodci czastek
83 wiec poczatkowo réwne zeru. Jedli

w ukladzie nie dzialajg Zadne sily, to
predkodei wzgledne pozostana réwne
zeru stale — i obserwacje te uczyni kasdy
obserwator, niezaleznie od tego, czy on
sam 8poczywa, czy porusza si¢ ruchem
jednostajnym lub przyspieszonym.

Jezeli jednak obserwowane czastki
znajduja sie w polu grawitacyjnym,

to wekutek dzialania sil plywowych
pomiedzy predkodciami poszczegblnych
czastek zaczna narastaé rézinice i po
pewnym czasie predkodci réinych
czastek na ogd! nie bedy ani réwne,

ani réwnolegle — predkodci wzgledne
stang sie rézne od zera. Réwniez te
obserwacje zgodnie uczynia wszyscy
mozliwi obserwatorzy. Sily plywowe

83 wiec obiektywnym, niezaleznym od
ukladu odniesienia dowodem istnienia
pola grawitacyjnego. Wniosek ten jest
wazny przy studiowaniu teorii grawitacji
Einsteina, dla ktérej rozréznienie zjawisk
wzglednych, obserwowalnych tylko

w niektérych ukiadach odniesienia, od
zjawisk obiektywnych, wykrywalnych dla
kazdego obserwatora, jest podstawowym
problemem.

Roswlasanle sadania M 616. Omnaczmy
Dowdd pierwszej

promiefi k, praet ry.
wapélliniowodei: Jednokladnodé o frodku =13
i skali ;:’- preeprowadza k; na kj

a jedn -k.l.-,-is-.s-._l." o frodku zg3 i skali

ywadzsa k3 na ky. Zloienie tych

je dnodci ma skale if 13:- =4 >0
owadra k; na ks, ma wiec frodek z;3.

pree
Jedli gloieniem jednokitadnodes Jy ¢ Jy jest

jednoMadnodé Jy (v 2adna z nich nie jenst
identycanodeiq), to dfrodks tych jednokiadnoder
lein na jedney prostey. Stad pierwsza
wapdlliniowodé

Dowdd drugiej wepdlliniowodei: Jednokladnodé
o frodku 235 i skali :—? przeprowadza k; na kj,
a jednokladnodé o dfrodku wss i skali — :—'i
preeprowadrea k3 na k3. Zloienie tych

(-- L’-) = Lr Q3
DL s |
prreprowadsa k; na k3, ma wige frodek w;y

jednokladnofeci ma skale :f

ciag dalssy jak poprzednio.

Dowody porostalych preypadkéw sg
analogiczne.

Jedli Ceytelnik nie zna twierdzenia
wyrdinionego kursywa (& kti‘ircgu istotnie
korsystalifmy), to ma przed sobs dodatkowe,
czwarte sadanie (ale juk bez roswinzania w tym
numerse Delty) - udowodnif to twierdrenie
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Patrz w niebo

Nie od dzi§ wiemy, ze planetoidy réznia sie nie tylko ksztaltem

i rozmiarami, ale i skladem chemicznym. W szczegélnosci

istnieje doéé dobrze wyodrebniona klasa planetoid metalicznych
zbudowanych niemal wylacznie z zelaza i niklu. Podejrzewa sie
zreszta, ze moga to byd szczatki jakiegod wieckszego obiektu.
Wiekszoéé planetoid krazy wokdl Slorica, jak wiadomo, miedzy
orbitami Marsa i Jowisza, niektére jednak maja orbity silnie
odbiegajace od kolowych i zblizaja si¢ znacznie do orbity Ziemi. Stad
wiziely sie pomysly, ze ciala te mozna by w przyszlodci wykorzystad
jako ,grédlo bogactw naturalnych”.

Obserwacyjnie planetoidy tego typu wyrézniaja sie silniejsza emisja
promieniowania dlugofalowego i doé§é wysoka ogélna zdolnodcia
odbijania §wiatla. W ten sposéb stwierdzono, ze metalicznymi
planetoidami sa np. 1986 DA i 1986 EB. Obiekty te w ogéle nie

sa latwe do obserwowania. Sa to ciala male, a wiec widoczne tylko
z nieduzej odleglodci, a wtedy z kolei doéé szybko poruszaja sie na
niebie. Rozmiary wspomnianych planetoid nie przekraczaja 3 km.
Niemniej jednak Steven Ostro z Jet Propulsion Laboratory

w Kalifornii ze swoim zespolem wykonal unikalny eksperyment

z planetoida 1986 DA. Mianowicie, za pomoca 300-metrowego
radioteleskopu w Arecibo (Puerto Rico) wyslano ku niej impulsy
radiowe i odebrano ich echo. Stosunkowo duze natezenie odbitych
impulséw potwierdzilo wczeéniejsze podejrzenia co do skladu
planetoidy.

Pojawily sie wtedy — jak to w Ameryce — praktyczne kalkulacje
wartodci tego bogactwa naturalnego. Gdyby planetoidy te mialy
istotnie taki wladnie sklad chemiczny w calej objetosci, to moglyby
by¢ warte 10 bilionéw dolaréw. Taka bylaby wartoé¢ rynkowa

— 0 naukowej w ogdle trudno coé sensownego powiedziec.

Ale to jeszcze nic. Z badaii geochemicznych wynika,

ze okolo 2,3 min lat temu do Pacyfiku spadla planetoida — bo

tak chyba nalezy ten obiekt nazwaé. Dowodem na to ma by¢ nie
krater w dnie oceanicznym, lecz zaobserwowana nadwyzka irydu

w osadach pochodzacych z podejrzanego miejsca. Nawiasemm méwiac,
jego wepblrzedne geograficzne sa: dlugosé 90° W i szerokodé 57°S
(troche ponad 1000 km na zachdéd od Przyladka Horn). Wydobyte
mianowicie z tamtych okolic osady denne zawieraly szkliste ziarenka
o zwiekszonej zawartodei irydu i zlota. Irydu jest w skorupie
ziemskiej jeden atom na bilion innych i kazde odchylenie od tej
normy ma prawo sugerowaé nawet pozaziemskie jego pochodzenie.
Do takiego wladnie wniosku doszli badacze z University of California
w Los Angeles: Frank Kyte, Lei Zhon i John Wasson. Nadwyzke
irydu zaobserwowali oni w wielu miejscach wokél punktu o podanych
tu wspélrzednych. Z tego oszacowali mase osobliwych osadéw

na 300 min ton, a wreszcie rozmiary planetoidy na co najmniej

600 m (ceny nie podali). Bylby to najwiekszy obiekt, ktérego
upadek na Ziemie mozna by uznaé za ,dowiedziony” (drugim bylby
meteoryt, ktéry wybil slynny krater w Arizonie — jego srednica
oceniana jest na 50 do 100 m). Co ciekawsze, geologowie sugeruja,
ze miedzy 2,2 a 2,5 mln lat temu nastapila jakad gwaltowna zmiana
klimatu ziemskiego. Spadek takiego ciala mégt wywolaé np. epoke
lodowcowa, ktérej bezpoérednich éladéw nie znamy.

Tomasz KWAST



