Kwadratura kola, czyli jak
Priotr HAJELASZ

Ten dziwny tytul wyjadni si¢ dopiero pod koniec artykuhi.
Ale nie uprzedzajmy faktéw.

Powiemy o dwéch wielokatach, Ze 83 réwnowaine przez
pocigcie na wielokaty (w skrécie: przez pociecie),
jezeli jeden z nich tak mozna pociaé na skoriczona,

liczbe mniejszych wielokatéw, ze z tych kawatkéw da

sie zlody¢ drugi wielokat. Przy ukladaniu drugiego
wielokata kawalki nie moga na siebie zachodzi¢, moga,

co najwyzej stykac si¢ brzegami. Kiedy jest to mozliwe?
Oczywidcie, wielokaty musza mie¢ to samo pole. Okazuje
sie, ze jest to juz warunek dostateczny! Ten fakt zostal
udowodniony niezaleinie przez Farkasa Bolyaia w 1832 r.
i Paula Gerwiena w 1833 r.

Twierdzenie (Bolyai-Gerwien). Dwa wielokaty sa
réwnowagne przez pociecie wtedy i tylko wtedy, gdy maja
to samo pole.

Dowéd. Latwo zauwaiyé, ie jezeli wielokat W, jest
réwnowainy przez pociecie z wielokatem W, wielokat

W; zaé z wielokatem W3, to W, jest réwnowainy z W
(dlaczego?). Wobec tego wystarczy udowodni¢, ze dowolny
wielokat jest réwnowainy z kwadratem o tym samym polu.
Dowéd tego faktu rozbijemy na kilka krokéw.

Krok 1. Tréjkat jest rownowainy przez pociecie
z prostokatem.

Krok 2. Jezeli w prostokacie stosunek dlugodci krawedzi
dluzszej do krétszej jest nie wigkszy niz 4, to prostokat ten
jest rébwnowainy z kwadratem.
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Dlaczego musi by¢ £ < 47

Krok 3. Dowolny prostokat jest réwnowazny
# prostokatem takim, jak w kroku 2.
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Jeteli prostokat jest ,za dlugi", to go moiemy zloiyé ,,na pél”.

zosta¢ milionerem

Krok 4. Dwa kwadraty sa réwnowazne przez pociecie
z jednym kwadratem.
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Krok ten jest w zasadzie jednym z rysunkowych dowoddw
twierdrenia Pitagorasa.

Krok 5. Dowolny wielokat kroimy na tréjkaty.

Z tréjkatéw robimy kwadraty (kroki 1, 2, 3), a kwadraty
laczac po kolei — tak jak w kroku 4 — daja nam w koxicu
jeden kwadrat — réwnowasny z naszym wielokatem.

Mozina postawi¢ analogiczne pytanie dla wielodcianéw

i bada¢, jakie wielodciany 83 réwnowaine przez pociecie

na wielodcianiki. Otéz trzeci problem Hilberta dotyczy
wiadnie tego typu problemu. Mozna go sformulowad

w sposéb nastepujacy. Czy czworoécian foremny i szedcian
o tej samej objetodci sa réwnowagne przez pociecie na
wielodcianiki? Otéz w tym samym roku, w ktérym problem
zostal sformulowany, a wiec w roku 1900, Dehn udowodnit,
Ze nie sa réwnowasne.

W 1900 r. na Il Miedzynarodowym Kongresie Matematycznym
David Hilbert sformulowal 23 problemy. Préby rozwiazania

tych probleméw przyczynily sie w znacznym stopniu do. rozwoju
matematyki wapdblczesnej.

Ale powréémy na plaszczyzne. Skoro poradsziliémy sobie

z wielokatami, to zastanéwmy sie, czy kolo i kwadrat sa
réwnowaine przez pociecie na wielokaty krzywoliniowe?
Oczywidcie, musimy dopuscié szersza, klase kawatkéw,

na ktére tniemy — wielokaty krzywoliniowe, bo przeciez

z normalnych wielokatéw kola nie da sie poskladaé. Co to
Jest wielokat krzywoliniowy? Méwiac niezbyt écidle, jest to
wielokat, w ktérym krawedzie moga by¢ powyginane.

Podzielilifmy kolo na wielokaty krzywoliniowe. "

Nieco 4ciélej, jest to kawalek plaszczyzny otoczony krzywa
bez samoprzecigé — takie zdeformowane kolo. Okazuje sie
tym razem, ie kwadrat i kolo nie 83 réwnowasine przes
pocigcie. Prawde powiedziawszy, ten fakt nie jest zbyt
zaskakujacy. Przeciez kaidy odpowie bez namyshi, ze nie
ma takiego ,puzzla”, ktéry w zaleinoéci od tego, jak



go skladaé, da albo kwadrat, albo kolo. Zreszta, zaraz
to udowodnimy. Dowéd nasz nie bedzie zbyt écisly,
bo prieciei nie zdefiniowalidmy precyzyjnie, co to jest
wielokat krzywoliniowy.

Przypuéémy, e pocieliémy kolo o promieniu 1 na wielokaty
krzywoliniowe. Porozkladajmy je oddzielnie. Pokolorujmy
te kawalki obwodéw tych wielokatéw, ktére sa ukami

o promieniu 1.

i

Pokolorowalidmy fragmenty obwodu bedace lukami okregéw
o promieniu 1.

Mamy dwa rodzaje takich tukéw — wkleste i wypukle.
Jezeli jakié wielokat ma wklesly luk pokolorowany, to temu
tukowi odpowiadaja pewne pokolorowane luki wypukle

tej same]j diugoéci (poniewas do tego huku doklejony

jest z drugiej strony inny wielokat badZ wielokaty

- zanim je porozkladaliémy oddzielnie). Natomiast nie do
wszystkich wypuklych tukéw pokolorowanych doklejone 83,
z drugiej strony luki wklesle, bowiem caly obwéd kola jest
pokolorowany.

Tak wigc suma dlugodci pokolorowanych tukéw
wklegslych jest mniejsza o 27 (dlugoéé okregu) od sumy
dhugoéci pokolorowanych lukéw wypuklych. Natomiast
jezeli kwadrat potniemy na krzywoliniowe wielokaty,
to powtarzajac powyzsze rozumowanie stwierdzimy,

ze sumy diugodci pokolorowanych tukéw wklestych

i wypuklych sa réwne. A stad juz wynika, Ze nie da sie
z tych samych kawaltkéw zlozyé kola i kwadratu.

Mozna tez nieco inaczej zdefiniowaé réwnowazinoéé dwéch
figur (bryt).

Powiemy, ze dwie figury (bryly) A i B sa réwnowaine
przez skoficzony rozklad, jezeli mozna je przedstawié
w postaci sumy parami rozlacznych zbioréw

A=A TATN ool A AiNA;=0 dla t#7,

B=B,uUB;U...UB,, B.'F"IB,'=0 dla ¢ 7,

w taki sposdb, ze zbiory A, oraz B;dlai=1,2,...,n 83
izometryczne.

Réwnowainoéé przez skoriczony rozklad przypomina
réwnowaznoéé przez pociecie, ale jednak rézni sie od

niej bardzo istotnie. Po pierwsze, przy réwnowaznodci
przez pociecie dopuszczaliémy jedynie ciecie na wielokaty
(ewentualnie wielokaty krzywoliniowe, wielodciany). Tutaj
natomiast dopuszczamy rozklad na dowolne podzbiory.
Po drugie, przy réwnowaznodci przez skoficzony rozkiad
zakladamy, ze zbiory, na ktére dzielimy, sa rozlaczne,
natomiast przy réwnowaznodci przez pociecie wielokaty
nie byly rozlaczne, gdyz stykaly sie brzegami. O tym, jak
bardzo réinia sie pojecia réwnowaznodci przez pocigcie

i przez skoniczony rozklad, przekonamy si¢ widzac, do jak
dalece odmiennych wnioskéw one prowadza.

W 1925 r. Alfred Tarski postawil nastepujace pytanie:

Czy kolo i kwadrat o tym samym polu sa réwnowagne
przez skoficzony rozklad? Jest to wiec w pewnym

sensie pytanie o kwadrature kola, tylko ge rozumiana,
gupelnie inaczej niz w staroiytnej Grecji. I oto w 1990 r.
wegierski matematyk, Miklés Laczkovich udowodnil, ie tak
rozumiana kwadratura kola jest wykonalnal! Liczba czeéci,
na ktére dzielil kolo i kwadrat, wynosila okolo ... 1059,

Jeszcze chyba bardziej zaskakujacym wynikiem

od twierdzenia Laczkovicha jest paradoks
Banacha-Tarskiego. Ot6z udowodnili oni w 1924 r.
(ponad 60 lat przed Laczkovichem!), ie kula o promieniu 1
jest réwnowaina przez skoriczony rozkiad z dwiema kulami
o promieniu 1! (A oto recepta, jak zostaé milionerem:
dokonujemy wielokrotnie takich operacji na kulach ze
zlota.)

Tak naprawde, to Banach i Tarski udowodnili snacznie wigcej.
Udowodnili oni mianowicie, ie dwa dowolne ogranicszone,

o niepustym wnetrzu, podzbiory w R? sa réwnowaéne przez
skorficzony rozklad. (W szczegdlnodci caworodcian foremny

i kostka — por. trzeci problem Hilberta.)

Stefan Banach (1892 — 1945). Przer wielu uznawany za
najwybitniejszego polskiego matematyka. Jeden » twércéw
analizy funkcjonalnej.

Alfred Tarski (1901 — 1983). Wybitny polski matematyk i logik,
autor kluczowego dla podstaw matematyki pojecia spelniania.

Na pierwszy rzut oka mogloby sie wydawaé, ie twierdzenie
to jest w ewidentny sposéb falszywe. Przeciei jegeli
dzielimy kule na skoriczenie wiele kawaltkéw i z tych
kawalkéw ekladamy coé innego, to to cod musi mieé taka
sama objetodé co wyjéciowa kula, przeciez przy izometriach
objetodci sie zachowuja. Otéz w tym rozumowaniu jest
biad. Byloby ono poprawne, gdybydmy potrafili obliczyé
objetodé tych kawalkéw, ale przeciez jest wiele zbioréw,
dla ktérych bynajmniej nie jest jasne jaka miala by byé
ich objetodé, powierzchnia, dlugoéé. Na przyklad: jaka jest
dlugoéé zbioru liczb niewymiernych z odcinka [0,1]?

Wobec powyzZszych argumentéw jasne jest, Ze w paradoksie
Banacha-Tarskiego kule musimy dzieli¢ na kawalki, dla
ktérych w zaden sposéb nie mozna obliczyé objetodci
(przynajmniej dla niektérych z nich). A jak to jest na
ptaszczyinie? W twierdzeniu Laczkovicha kolo i kwadrat
maja te sama powierzchnie. Czy jednak mozna rozlozyé
kolo na skoriczona liczbe kawalkéw i z tych kawaltkéw
otrzymaé figure o innym polu?

Ot6z w 1923 r. Stefan Banach udowodnit, Ze na prostej

i na plagzczyinie istnieje metoda pozwalajaca na obliczenie
dlugodci i powierzchni wszystkich podzbioréw. Wobec
tego réwnodé powierzchni jest warunkiem koniecznym na
to, aby dwie figury na plaszczyZnie byly réwnowaéne przez
skoriczony rozklad.

Dla tych, ktérzy wiedza cod niecod o teorii miary, sformulujemy
precyzyjnie twierdzenie Banacha. Oté2 Banach udowodnil, e na
prostej i na plaszcryfnie istnieje skoficeenie addytywna miara
miersaca wssystkie podzbiory, nieamiennicza ze wzgledu na
izometrie i rozszerzajaca miare Lebesgue'a,

Paradoks Banacha-Tarskiego pokazuje, ze w R? takiej miary nie
ma. Z tego paradoksu wynika tes, se takiej miary nie ma w R™
dla n 2 3 (Jak?).

A czy w przestrzeni istnieje taka uniwersalna metoda
obliczania objetodci wezystkich zbioréw? Oczywidcie, nie
istnieje. Gdyby bowiem istniata, to nie byloby paradoksu
Banacha-Tarskiego.



