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O parach niehomeomorficznych (II)
Przypomnijmy; pokazaliémy (EPSILON nr 8), e gdy
okreflimy zbiory: A= (0,1)uU {2} U (3,4)u{5}U...

i B = (A\{2})u {1}, to istnieje bijekcja ciagla
przeksztalcajaca A na B oraz bijekcja ciagla
przeksztalcajaca B na A. Zbiary A i B nie s3 jednak
homeomorficzne. Dlaczego?
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Dowdéd, ktéry przedstawimy ponizej, nie jest najprostszym
z mozliwych, ma jednak te zalete, Ze opiera sie wylacznie
na znanej ze szkoly wlasnodci przyjmowania wartodci
posrednich (nazywanej tez wlasnoécia Darboux) w jej
bezposredniej postaci. Zgodnie z ta whasnoscia funkcja
ciagla ® : [a,b] —» R przyjmuje wszystkie wartodci miedzy
®(a) i B(b).

Przypuéémy, ie istnieje homeomorfizm przeksztalcajacy
B na A; oznaczmy go przez f. Wartodé f w jedynce nie
moze by¢ punktem izolowanym (tzn. f(1) # 3k + 2 dla
dowolnego k naturalnego). Czemu? Gdyby tak bylo,

to na mocy wlasnoéci przyjmowania wartodci podrednich
w zbiorze A musialby zawierad sie przedzial [f (%) , F(1)]

[lub'[j(l),f (%)]), gdziekolwiek jednak f (%) by sie
znajdowalo (f (-;-) # f(1), bo f jest bijekcja), jest to
niemozliwe.

Wobec tego zachodzi f(1) € (k,k + 1) dla pewnego k
catkowitego (k jest takie, ie przedzial (k,k + 1) zawiera
sie w A). Zauwaimy, ze réwniei f (%) nalezy do (k,k +1),
gdyz wszystkie spoéréd liczb miedzy f (%) i f(1) musza
byé wartodciami funkcji f. Przyjmijmy, ze f(%) < f(1)
(gdy f(1) < f(%), dowéd jest analogiczny). Weimy

z € (f(1),k+1) i rozswaimy punkt f~'(z). Naleiy on

do (0,1] (w przeciwnym przypadku mamy sprzecznoéé

z whasnoécia ‘Darboux zastosowang dla przedzialu [f(1), z]
i funkcji £, ktéra tei jest ciagla). Ponadto f~1(z) # 1.
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Weimy teraz dowolny element p € (f~*(z),1) N (3, 1).
Korzystajac znéw z wlasnodci prayjmowania wartodci
poérednich, znajdziemy: w przedziale (f(1),z) taki
punkt g, ze f~'(¢g) = p i punkt o tej same]j wiasnodci

w przedziale (f (1), f(1)). Przedzialy (f (%) ,f(1)

Coé z gycia
Komputer to taki nieslychanie sprawny idiota.

(Hugo Steinhaus)

W zwiazku & planowanym wyjazdem zagranicznym
matematyk R. gostal emusgony do napisania swego gyciorysu
w jesyku angielskim. Palajac wrodzong niechecig do tego
typu twdrczodci, zapytal swojego kolege, matematyka N., cey
ten preypadkowo nie posiada na dyskietce tekstu £ wlasnym
tyciorysem. Preypuseczenie bylo sluszne — posiadal.
Pogyceyl wige R. dyskietke, siadl prey komputerzse i gaczal
modyfikowaé gyciorys kolegi emieniajac date urodsenia

i inne dane osobiste. Reszte porostawial bez zmian.

Gdy dotart do deialalnodci naukowej w £yciorysie, & niejakim
raskoczeniem preeczytal, ge deialem, ktérym interesuje sie
N., jest ,erotic theory”.

Skad taka informacja gnalazla sie w tekdcie? Rozwigzanie
zagadki nie bylo trudne. Otég po napisaniu gyciorysu

N. sprawdzal poprawnodé angielszceyzny specjalnym
programem komputerowym (,spellchecker” ), a slowa
sergodic” (N. zajmuje sig teorig ergodyczng) w stowniku
nie bylo. Komputer wyéwietlil wiec mozliwe, znane sobie,
warianty ,poprawnych” sléw, wéréd ktérych najbligsze
wyjéciowemnu bylo wladnie ,erotic". Matematyk N. zad

z rozpedu nacisngl nieodpowiedni klawisz.

Co najciekawsze, pan N. sam usterki nie sauwagyl i éw
tyciorys wyslal ga granice. Odpowiedei na ragie nie ma.
Niewykluczone, e wkrétce zostanie on zaproszony do
wygloszenia cyklu wykladéw. Pytanie tylko, cey to,

co powie, zadowoli sluchacsy...

i (f(1),2) sa jednak rozlaczne, wiec f~! nie moze byé
bijekcja. Uzyskana sprzecznoéé koriczy dowdéd.
Podwielmy jeszcze pare sléw drugiemu ze wepomnianych
poprzednio przykladéw ,niehomeomorficznej pary”. Tym
razem 83 to podzbiory plaszczyzny. Oto one (gérne korice
spionowych odcinkéw® nie naleza do zbioréw C i D):

999
0-) 9 Q

34 -2 4 o0 1

Przedstawimy tu jedynie idee odpowiedniego rozumowania.
By otrzymaé w sposéb ciagly zbiér D ze zbioru C, naleiy
odcinek wychodzacy z punktu 2 zawinal i zaczepié

w tym punkcie takie i drugim koricem, tak, by otrzymaé
petelke. Aby dostaé C z D, naleiy to zrobié z odcinkiem
zaczepionym w punkcie 1 i przesunaé caly figure o 2

w lewo.

Tak jak poprzednio, fakt, Ze zbiory C i D nie sg
homeomorficzne, wydaje sie ,widocznym”. Dowéd nie

jest jednak calkiem banalny. Myél jednego ze sposobéw
pokazania tego polega na zauwageniu, e punkty, w ktérych
zaczepione s petelki, musza po przeksztalceniu przez
homeomorfizm przejéé w punkty tego samego typu.

Nalezy tez wykorzystaé whasnoéé, ge jedli po wyrzuceniu
jednego punktu figura rozpadnie sie na kilka kawatkéw,

to taki sam efekt da wyrzucenie obrazu tego punktu

z homeomorficznego obrazu figury, a ponadto izyskane
kawalki muszg by¢ ze soba parami homeomorficzne. Na tej
podstawie mozna wykazaé, ze zaden punkt nie moze byé
obrazem 2 w ewentualnym homeomorfizmie z D na C.
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