Manowce analogii

Jézef BANAS

Bardzo czesto obiektem badafd matematycznych 8a réinego typu
przestrzenie, np. przestrzen liniowa, przestrzen metryczna, przestrzen
Banacha, przestrzefi Riemanna itp. Jedli chcemy w ramach naszych badaf
.zajrzec” glebiej w strukture jakiejé przestrzeni, musimy poznaé wiele jej
réinorodnych wlasnosci i obowiazujacych w niej regut. Méwiac obrazowo,
musimy nauczy¢ sie iyé w tej przestrzeni. Musimy zarazem pamieial

o tym, Ze zmieniajac obiekt naszych badaf, czyli ,przenoszac si¢” do

innej przestrzeni, powinniémy pozbyé sie ,starych prayzwyczajei”, gdyz

w nowej przestrzeni obowiazuja juz inne warunki, rzadsa nia nowe reguly
i prawa.

Dla zilustrowania powyiszej wypowiedzi zajmiemy si¢ pewnym problemem
geometrycznym.

Zaléimy, e E jest przestrzenia liniowa nad cialem liczb rzeczywistych R.
Bedziemy, jak to juz tradycyjnie jest prazyjete, oznaczaé wektory z E
literami tacifiskimi, skalary zaé z R literami greckimi. Przypomnijmy,

ze odcinkiem o koncach z,y € E nazywamy zbiér zy taki, ze

77 ={az + (1 — @)y : a € [0,1]}, a érodkiem odcinka Zy - punkt 3z + 3y
z tego odcinka. Zbiér X (X C E) nazywamy wypuklym, jeéli wraz

z kazdymi dwoma punktami zawiera laczacy go odcinek.

W dalszym ciagu zaléimy, se w przestrzeni E okreélona jest norma ||- ||,
tzn. E jest przestrzenia unormowana. Oczywidcie, norma ta indukuje
metryke na E, okreélona w ten spoadb, ze za odlegloéé punktéw z,y € E
przyjmujemy ||z — y||.

Gdy ktof nie lubi normy (np. dlatego, #e nie zna tego pojecia), moie wyobrazié
sobie norme punktu z € E jako odleglodé punktu z od punktu (0,...,0).

Podobnie slowo metryka moie byé zastapione przez odleglodé pod warunkiem,
#e bedzie sie pamietalo, i% odleglodé mozna mierzyé na réine sposoby.

Jezeli X jest ograniczonym podzbiorem przestrzeni E, to érednica
gbioru X nazywad bedziemy kres gérny zbioru odlegiodci jego punkiéw
(sup{||z — || : z,y € X}) i oznaczaé symbolem diam X.

Zaléimy nastepnie, e X jest wypuklym i ograniczonym podzbiorem
przestrzeni unormowanej E, takim ze diam X > 0. Punkt z € X nazywaé
sie bedzie punktem diametralnym zbioru X, jezek sup{||z —y|[: y € X} =
= diam X. Jeseli natomiast dla punktu z mamy sup{||z —y|| : v € X} <
< diam X, to z nazywa sie punktem niediametralnym zbioru X.

Postawmy teraz nastepujace pytanie: Czy w kazdym wypuklym
i ograniczonym podzbiorze X przestrzeni E, takim, ze diam X > 0,
znajduja sie punkty niediametralne tego zbioru?

Intuicja zwiazana z naszymi doéwiadczeniami geometrycznymi sugeruje, ie
tak by¢ powinno. Inaczej bowiem zbiér X bylby ,dziurawy”, co kiéci sie

z zalozeniem o jego wypuklosci.

Na swyklej plassczyfnie praykladem figury sloionej s samych punktéw
diametralnych jest zbiér wierzcholkéw jakiegof wielokata foremnego (np.
kwadratu): oczywiscie nie jest to sbidr wypukly. Podobnie okrag.

Sprébujmy to jednak udowodnié. Oczywidcie,
naszych doédwiadczeri geometrycznych
nabywamy w przestrzeni R? z norm
euklidesows, ||z|| = [|(21, 22)|| = /2] + 2}
(inaczej: na plaszczyinie z euklidesowym
gposobem mierzenia odleglodci punktéw).
Niech X C R? bedszie zbiorem ograniczonym,
wypuklym i niech diam X = d > 0. Ustalmy
dowolnie liczbe € € (0;d/10) i znajdimy w X
dwa punkty a,b, takie, seby |j[a — b|| > d—¢
(jest to mozliwe wobec definicji d). Niech u
oznacza frodek odcinka ab (por. rys. 1).
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Ten tekst jest probg wiwisekeys, préba
ukazania, jak si¢ robi matematyke,
prdbg pokazania, jak si¢ mydli (a raczej,

. jak autorzy io robili - wszak to bardzo

indywidualna sprowa). Najmniej istotna

jest tu tredé matematyczna, znana i raczej
blaha. Nie o nig tu chodzi (w tytule akcent
jest polozony na slowo ,rozmowa”, a nie

na ,0 drednich”).

Tekst ten ma (w zamiarze) propagowaé

nie wiedze matemalycana, lecz forme jej
zdobywania.

Ponadto:

— niedeislodei ag jak najbardziej zamierzone

(w przeciwieristwie do bleddw); |
— pojawiajgee sig slowo éwiczenie Jest é

sugestig pracy wiasnej dia tych Czytelnikiw,
. ktérzy cheq ten tekst traktowad (mimo

wszystko) jako matematyczny;

prezenfowany (przez drugiego z autoréw)
jako odezyt dla miodziezy organizowany
przez Oddzial Wroctawski PTM.

Poniisza rozmowa autoréw — ukladajacych
zadania dla studentéw — zaczela si¢ od
nastepujacego zadania:

Zadanie 1. Dla liczb p,q (0 < p <gq)
definiujemy ciagi {a.}, {bn} nastepujaco:
ay =p, by =g, any1 jest
érednia harmoniczna, an, b, czyli

2a,bn

an +ba
arytmetyczna an, by, cayli bnyr =
Wykazaé, e ciagi te 83 zbiezne do dredniej
geometrycsnej liczb p, g, czyli do /pg.

Gnt1 = , bnt1 jest drednia,

an + bn

NS =

— To zadanie jest troche za trudne na
egzamin. A moze fakie?

Zadanie 2. Dla liczb p, g (p < g)
definiujemy ciag {an} nastepujaco: a; = p,
Ga=g, Gntn= L;"“ Zbadaé
zbieinoéé tego ciagu.

— Tak, ale to zadanie bylo na zajeciach.
(Okazuje sie, ze dla p = 0, oraz ¢ = 1
zapisanie pierwszych kilku wyrazéw




w ukladzie dwéjkowym daje wyrafna
wakazdwke éwiczenie.) Trzeba wymysli¢
coé prostszego!

- Mam:

Zadanie 3. Dla liczb p,g (0 < p <gq)
definiujemy ciag {a.} nastepujaco:

a1 =p, az =4,
(*)a Gnt1 =
Zbadaé zbieinoéé tego ciagu.

= ﬂl+52+---+an

n,

— Ciekawe zadanie; jak sie do tego zabraé?
— Wypiszmy pierwszych kilka wyrazdéw.
Oj, nie mamy nic do pisania!

— W takim razie sprébujmy to sobie
wyobrazié¢ geometrycznie: mamy dwa
wektory @i, a; (o wepSlnym poczatku).
Wtedy @z wskazuje na érodek (ciezkodci)
odcinka laczacego korice wektoréw a3, aa.
Zatem a@; wskazuje na frodek ciezkodci
trgech jednakowych (punktowych) mas
umieszczonych w konicach aj, @z, aa
éwiczenie; czyli @4 = @3. Jasne, je dalej
bedsie tak samo; czyli @2 = @2 = 3z ...
Niespodziewane, prawda?

— A co bedsgie z Zadaniem 3, gdy w (*)a

w miejsce dredniej arytmetycznej wstawimy

érednia geometryczna:

(*)ﬂ OGn41 = {/61G62...08, .
— Rachowaé? To nudne. Sprébujmy
pokombinowaé:

Gpn41 = (Glﬂa . .Gn)l/" N
1
logdnys = :log (@183 ...8n),

ra = loga; + log a:n+ .v.+logan 3
— Zatem logarytmy wyrazéw tego ciagu
tworza ciag taki, jak w pierwszej wersji
Zadania 3. Czyli i tym razem
A3 =04 =05 = ...

— Zapewne tez tak jest dla éredniej
harmonicznej.

— Zaraz, zaraz. Srednia harmoniczna
dwéch liczb wystepowala w Zadaniu 1,
ale by mieé analogie do Zadania 3, trzeba
obliczaé drednia harmoniczna, trzech

(i wiecej) liczb. Nie pamietam, jak sie ja
okresla!

— Ja tes. Kojarzy mi sie to z jakims
prawem z elektrycznoéci (opér zastepczy?),
gdzie jest mowa o odwrotnoéciach.
Zobaczmy:

251&3 o 2
ay + a2z

az = = —
a1+ ag

@10z

{5

Przypuéémy, ie u jest diametralny. Wtedy istnialby punkt v € X, taki,
e ||lv — u|| > d — £. Oczywidcie, jeden z katéw a i B, zaznaczonych
na rysunku 1, musi byé nie mniejszy niz x/2 i niech to bedzie np. 8.
Korzystajac z twierdzenia cosinuséw mamy:

llo —8]1* = flo— u|” + ||w—b]|* — 2{|o — u]| - [|u— ]| cos § >

> |lo =l + [|u - b]|*.
(bo cos g <0)

Stad

llo = Bl1* > (- )+ (

a wiec

d—e\* 5 2 5( d)’ 2

[|lv—b]| > d.

Jest to jednak sprzeczne z tym, 7e diam X = d. Zatem u jest punktem
niediametralnym dla zbioru X.

Poprzez analogie moina by oczekiwad, Ze tak bedzie réwniei wiedy,

gdy przestrzefi R? wyposazymy w inna norme (inny sposéb mierzenia
odlegloéci). I rzeczywiscie, analogia ta jest poprawna, ale nie do korica,
poniewaZ dowdd wyiej przeprowadzony nie zawaze daje oczekiwany efekt.
Wefmy bowiem w R? norme maksimum:

|'|_'T- L; Z'z]“m — ma'x{lzli’ ;z'zl} E

X Rozwaimy w R? zbiér T — tréjkat
, o wierzchotkach (1;0),(—1;0) i (0;2)
(rys. 2). Oczywidcie, diamT = 2 oraz
|la — b||m = 2. Ale punkt u, bedacy
srodkiem odcinka ab, nie jest juz teraz
tak ,dobry” jak poprzednio, poniewaz
[le—cllm = 2.

% Niemniej jednak zbiory ograniczone

a={-10) |u  b={1,0) i wypukie w R? z metryka maksimum
maja punkty niediametralne.
lys. 2 A oto dowdd.

Przypuéémy, e wazystkie punkty zbioru X s diametralne. Niech

1,82 € X beda takie, Ze [|a1 — az|| > d — & (bedziemy dalej opuszczaé
m przy symbolu normy), gdzie € > 0 jest odpowiednio malte. Poniewas
érodek u; odcinka @ az jest diametralny, wiec znajdziemy punkt as € X,
taki, Ze ||as — u1|| > d — £/2. Stad mamy, ze

d—egf2<

1 1 1 1
63 — 561 — 502| < Zlas —au[ + 5‘”“3 — 6al|.

2

Zatem
2d — € < ||as — a1|| + ||as — a2||.

Stad, poniewas ||as — a2|| < d, wiec ||as — a1|| > d — e. Podobnie
llas — az]| 2 d —e.

W poprzednim dowodzie podalifmy, co znaczylo w nim ,odpowiednio male”
— bylo to ,mniejsze od d/10". Tutaj pozostawiamy Czytelnikowi okredlenie, dla
jak malego ¢ dowdd bedzie przebiegal pomyélnie.

Weimy teraz punkt uz = (a1 + a2 +as3). Zauwaimy, je u2 € X, bowiem
wystarczy zapisaé

1 /2 1 1 2
Yz = o (501 : 552) =+ 2 (503 s gaa)
i zauwazyd, ze
2 1 1 2
-3-&1 =+ gaa € aaz, EM + Ea.a € azas .
Poniewai punkt u; jest diametralny, wiec znajdujemy a4 € X, taki, ze
[|uz — as|| > d — ¢/3. Dalej mamy:

1 1 1
d—¢/3 g” 361 - 00) + 302 — 64) + 3(as — as)

<

1 1 1
<zller —adl + 3llaz — ad]| + Fllas —ad]].



Stad, podobnie jak poprzednio, wnioskujemy, ie

llae—ail| >d—e, i=1,23.
Zalézmy dalej, ze przedluzamy nasza procedure indukcyjnie. Wtedy

skonstruujemy taki ciag {an} punktéw z X, ge

llai —ajl| > d—¢ dIaEEE e ="1,2,.7.
Poniewas ciag {an} sklada sie z punktéw zbioru X, wigc jest ograniczony,
a zatem musi zawieraé podciag majacy w R? granice. Z drugiej strony
odleglodé miedzy jego elementami jest co najmniej d — ¢, a to wyklucza
zbieznodé tak calego ciagu, jak i kaidego z jego podciagéw. Stad
gprzecznoéé. Oznacza to, e w zbiorze X sa punkty niediametralne.

Zwréémy uwage na to, e w powysszym dowodzie nie korzystalidmy

z faktu, ze X jest podzbiorem R?2, jak réwnies z tego, ie || - || byla norma
maksimum. Istotne bylo tylko to, Ze ciag ograniczony w rozpatrywanej
przestrzeni mial podciag zbieiny. Wlasnoéé te nazywa sig lokalna

zwartodcia.

Cuytelnik, snajacy nieco wigcej analizy, rauwaiy zapewne, ie przeprowadzone
rosumowanie implikuje prawdziwodé nastepujacych dwéch twierdszeni.

Twierdzenie 1. Kaidy relatywnie swarty i wypukly podzbiér dowolnej

przestrzeni unormowanej ma punkty niediametralne.

Twierdsenie 2. Kazdy zbiér wypukly i ograniczony w przestrzeni skoriczenie

wymiarowej ma punkty niediametralne.

Teraz, poprzez analogie, moina by wyciagnaé wniosek, ze zbiér wypukly

i ograniczony w dowolnej przestrzeni unormowanej powinien mieé

punkty niediametralne. Oczywiécie, nie mozna udowodnié tego tak, jak
wyzej, gdzie skorzystaliémy z lokalnej zwartodci przestrzeni skoticzenie
wymiarowych. Nalezy wiec wymysleé inny dowéd, Okazuje sig¢ jednak, ze
analogia i intuicja zawodza nas calkowicie. Rozpatramy bowiem przestrazei
C = C|0,1] zlozona z funkeji z : [0,1] — R, ciaglych na przedziale

[0,1]. Unormujmy te przestrzefi w klasyczny sposéb za pomoca normy
maksimum ||z|| = max{|z(t)| : t € [0,1]}. W przestrzeni tej rozwaimy

zbidr

X={z€C: 0=2(0)<z(t)<z(1)=1}

Jest to wiec zbiér zlozony z funkcji,
ktérych wykresy na plaszcazyénie (¢, z)
lacza punkt (0,0) z punktem (1,1)

i mieszcza sie w kwadracie [0,1] x [0,1]
(por. rys. 3). Oczywidcie, zbiér X jest
ograniczony, wypukly i diam X = 1.
Pokatemy teraz, e mimo wypuklodci
zbiér ten jest bardzo dziurawy, poniewai
SE— ) 2 kazdy jego punkt jest diametralny.

| \ Istotnie, wemy dowolne z € X oraz

|

|

|

Ry Koniec dowodu.

Ktoé mégtby w tym miejscu stwierdzié, ze nasza ,sztuczka” udala si¢
dlatego, fe prezestrzeri C jest nieskoriczenie wymiarowa. Analogicznie
powinno byé w kazdej przestrzeni tego typu (w takich przestrzeniach
zbiory ograniczone nie muszg by¢ zwarte). Niestety, okazuje sig, ze i tym
razem analogia jest zwodnicza. Ale o tym, by¢ moze, innym razem.

e > 0. Wobec ciagtodci funkeji z istnieje
to ,bliskie” 1, takie, ze z(to) > 1 — &

i Wesmy dalej dowolng funkcje y € X,
taka, Ze y(fo) = 0. Mamy:

A toidd 2ot llz = wll = |z(to) — y(to)| = z(t0) > 1 ~¢.

Zatem z jest diametralny.

— Teraz jest jasne: érednia harmoniczna
jest odwrotnoécia éredniej arytmetycznej
odwrotnosci danych liczb. Zatem w nowej
wersji Zadanie 3 przyjmie postaé:

1
(*)h Gnt1 = i S
L s
a; _ag ay,

i)

— No dobrze, ale jak dowiedé, ze i tym
razem otrzymamy ciag staly poczawszy
od trzeciego miejsca?

- Narysujmy kawalek hiperboli:

poruszamy sie
najpierw po
ciaglych, potem
po przerywanych
strzatkach

— Przy obliczaniu a4 ciagla strzatka nakryje
przerywana, a na pionowej osi nic sig

nie zmieni (pierwsza wersja Zadania 3).
Popatrz uwainie! Mamy a4 = aa. Dalej
tez jest dobrze: ag = a4 =085 = ....
Niespodziewane.

— To pewnie da sig¢ dowiesé, ze tak jest dla
katdej éredniej!

— Ale co to jest frednia? Jak uogélnié,
jak wyabstrahowad wspélna ceche (tych
trzech drednich)?

~ Srednia to funkcja (o paskudnej
dziedzinie), ktéra n-tkom liczb przypisuje
pewne liczby.

— No tak, ale wedlug jakiego sposobu?

— Tak, by Zadanie 3 mialo — w ogblnej
wersji — rozwiazanie nogélniajace
rozwiazania dla tych konkretnych trzech
érednich.

— Ale co to gnaczy? To jest wishful
thinking!

— Motze i tak. Sprébujmy choé to zapisaé:

éred[a;,a.n,...,a,.,éred(a;,ﬂ:,---,an)] =
= éred(a1,82,...,8n) .

- Tak, to by wystarczylo dla Zadania 3
éwiczenie. Niestety, trudno to uznaé za
aksjomat — jest niezbyt naturalne (wazak
niespodziewane dla nas bylo rozwiazanie
pierwezej wersji Zadania 3).

— Moze tak: gdy o jest pewnym
dgiataniem (np. dodawaniem, mnozeniem),
to & jest érednia (kwadracikowa) liczb
ay,az, jedli s 0 8 = a; 0 ag.



— A dla wiekszej ilodci liczb? Aha:

Definicia 1
8 =freds (@1,82,...,8,) &
<80 8D ...0 §=a;0 az0 ... 0 Gn.

n razy

— Dobrze, ale seby méc pisaé (po prawej
stronie) bez nawiaséw, to musisz mieé
tacznoéé dzialania o .

— No to mam! o ma wszystkie wlasnodci,
jakie sa, potrzebne dla poprawnoédci tej
definicji éwiczenie! Niech sig algebraicy
martwia, jakie! O wiele wagniejsze jest,
czy przy takiej ogélnej definicji dredniej da
sie dowiedé, se w Zadaniu 3, przy nowym
warunku

(¥)o a4y = éreds (@1,032,...,84)

ciag {an} jest staly (poczawszy od
trzeciego wyrazu)?

— Chyba potrafie:
mamy
G30 G3 =610 G2

oraz

G40 G40 @4 =G0 G20 as,
co daje

@40 @40 84 = (210 a3)0 as,

G40 G40 84 =a3 0 Gz 0 as,
czyli gdy o bedzie mialo porzadne
wiasnoéci (tu przydaloby sie cod na ksztalt
pierwiastkowania éwiczenie), to ag = aa;

a dalej zapewne indukcja:
g =g =g = ...

— Oczywidcie! Mamy wszystko! ChodZmy
spad!

— Zaraz, zarasz, chwileczke! Czy érednia
harmoniczna jest srednia w sensie
Definicji 17

— Faktycznie; jest klopot ze zdefiniowaniem |

takiego dzialania oy , by

1
éreds, (p,¢) = 131 -
i IS

2
— Mam, ale niezbyt elegancko:

PON =T
P13

— Lepiej wyglada, gdy sie to wyslowi:

por ¢ jest odwrotnoécia sumy odwrotnoéci

liczb p,g. To teraz mamy juz wszystko.

- Fajnie, ale zobaczmy jeszcze konkretne
przykiady innych érednich.

- Oj, ciezka sprawa; nie mam pomyshi na
jakied naturalne dzialanie typuo.

— A moze zrébmy analogicznie, jak

dla éredniej harmonicznej. Srednia
harmoniczna odczytywalidmy rysujac
hiperbole; teraz narysujmy parabole

Plazma kwarkowo-gluonowa
Stanistaw MROWCZYNSKI

Uklad wielu zjonizowanych atoméw, a wiec dodatnio naladowanych
jondéw i elektronéw obdarzonych ladunkami ujemnymi, nazywa sie
plazmg, dokladniej plazmaq elekironowo-jonowq. Plazma wykazuje
caly szereg niebywale ciekawych i bardzo specyficanych wlasnodci

i stad bywa nazywana czwartym stanem materii, po cialach stalych,
cieczach i gazach. Kilka lat temu pojawil gie w literaturze naukowej
nowy termin — plazma kwarkowo-gluonowa, ktérej wiadnie jest
poéwiecony ten krétki artykul.

Kwarki 1 gluony to skladniki czastek elementarnych podlegajacych
silnym oddzialywaniom jadrowym. Wepomniane czastki to hadrony,
do ktérych w szczegblnodci naleza protony i neutrony, zwane
wspélnie nukleonamsi, tworzace jadra atomowe. Nukleon zbudowany
jest z trzech kwarkéw powiazanych, sklejonych za pomoca gluonéw
(ang. glue - klej). Poza czastkami tréjkwarkowymi istnieja jeszcze
wéréd hadronéw czastki nazywane mezonamsi, kasda tworzona przez
pare kwark-antykwark. Kwarki i gluony obdarzone sg ladunkami
kolorowymi, czyms w rodzaju tadunkéw elektrycznych, i zdaja sie
mie¢ te szczegdlna ceche, ie istnieja jedynie w ukladach kolorowo
neutralnych, takich jak wspomniane nukleony i mezony. Wymieniona
cecha stanowi tre$é hipotezy uwiezienia, o ktérej nieco szerzej
pisalem w Delcie 9/1991. Hipoteza uwiezienia nie wyklucza istnienia
ukladu bardzo wielu kwarkéw i gluonéw uwolnionych z wnetrz
hadronédw 1 tworzacych makroskopowy uklad, ktéry jako calodé

jest kolorowo neutralny. Taki wladnie uklad nazywany jest plazmg
kwarkowo-gluonowg.

Plazme elektronowo-jonowa mozna otrzymad z gazu atomowego
dwoma sposobami — podgrzewajac éw gaz lub podwyzszajac jego
gestodé. Jak wiadomo, podgrzewanie gazu prowadzi do wzrostu
predkodci atoméw w gazie. Jeéli zderzenia atomdéw gazu nastepuja
przy dostatecznie duzych predkoéciach, rezultatem tych zderzefi
jest jonizacja atoméw, tzn. odrywanie si¢ elektronéw od jader
atomowych. W przypadku podwyzszania gestodci zimnego gazu
jonizacja atoméw nastapi wtedy, gdy érednia odlegloéé miedzy
jadrami atomowymi bedszie bliska promieniowi atomu. Wéwczas
danego elektronu (w przypadku atoméw wieloelektronowych
elektronu z zewnetrznych powlok) nie bedzie moina przypisaé
zadnemu atomowi, a zatem elektron bedzie wolny.

Plazme kwarkowo-gluonowa mozna, jak si¢ wydaje, otrzymac

% gazu hadronowego w podobny sposéb. Bardzo istotne jest tutaj,
%e w odréznieniu od czastek elementarnych takich jak elektrony,
hadrony nie sa obiektami punktowymi, lecz maja niezerowe rozmiary
rzedu 1 fm, tj. 10~ 1% cm. Jeéli wiec gaz tworzony przez nukleony
zwany materig jgdrowg zgnieciemy do gestodci takiej, ze érednia
odleglodé miedzy nukleonami bedzie istotnie mniejsza niz 1 fm,

to spodziewamy sie otrzymaé plazme kwarkowo-gluonowa. Oczekuje
si¢, ze podgrzewanie materii jadrowej réwniez prowadszi do powstania
plazmy kwarkowo-gluonowej, choé przyczyny sa tutaj inne niz

w prezypadku plazmy elektronowo-jonowej, gdyz hipoteza uwiezienia
zabrania powstawania wydszielonych kwarkéw w zderzeniach
hadronéw. Natomiast w zderzeniach szybkich hadronéw moga
produkowad si¢ nowe hadrony, gléwnie mezony, co powoduje,

ze podgrzewanie gazu hadronowego bedzie prowadzito do wzrostu
jego gestodci i w rezultacie do powstania plazmy.



Fakt, ie bardzo gesta materia jadrowa moze istnieé jedynie w formie
plazmy kwarkowo-gluonowej, prowadsi niemal automatycznie do
wniosku, i# w odpowiednio wcsesnej epoce ewolucji Wszechéwiata
jego materie stanowila plazma kwarkowo-gluonowa, ktéra
nastepnie, gdy gestoéé materii obnizyla sie, zamienifa sie

w hadrony. Prezypuszcsa sie réwniez, ze plazma istnieje obecnie

w niektérych bardszo gestych obiektach astfonomicsnych, takich jak
gwiazdy neutronowe. Najbardziej jednak intrygujaca wydaje sie
moiliwoéé wytworzenia plazmy kwarkowo-gluonowej w warunkach
laboratoryjnych, w zderzeniach ciezkich i bardzo szybkich jader
atomowych. Oczekuje si¢, e niemal jednoczesne zderzenie wielu
nukleonéw z zamiana ich energii ruchu postepowego na energie
wyprodukowanych czastek stworzy warunki dla istnienia plazmy
kwarkowo-gluonowej. Zywot tak wytworzonej plazsmy bedzie,
niestety, bardzo krétki, rzedu 1022 5. Powstaly przy bardzo

duzej gestodci uklad kwarkéw i gluonéw bedzie si¢ bardzo szybko
rozszerzal, by przy pewnej krytycznej gestodci zamienic sie

w hadrony. Eksperymenty przeprowadzone w ostatnich latach zdaja
sie wskazywad, se plazma jest istotnie produkowana w zderzeniach
ciezkich jader, choé interpretacja rezultatéw tych eksperymentéw
jest niejednoznaczna. Uwaia sie, ze dopiero nowa generacja
akceleratoréw, w ktérych jadra atomowe zostana przyépieszone do
bardzo wielkich, obecnie niedostepnych energii, umozliwi pelnicjsze
zbadanie problemu. Niestety, budowa owych akceleratoréw to
ogromne, wieloletnie przedsiewziecie, wiec na rezultaty przyjdzie
jeszcze poczekal.

m Zadania

M 610. Wykazaé, Ze nie ma wielodcianu o siedmiu krawedziach.
Rozwiazanie na str. 8

M 611. Dane sa w przestrzeni cztery punkty A, B,C, D. Wykazad,

ie jedli prosta laczaca érodek odcinka AB ze érodkiem odcinka CD jeet
do obu tych odcinkéw prostopadla, to AC = BD i AD = BC.
Rozwiazanie na str. 8

M 612. Ponad polowa powierzchni kuli jest zabrudzona farba. Wykazaé,
7e istnieje érednica majaca oba kofice zabrudzone niczaleinie od tego, jak
nieregularnie kula zostala zabrudzona.

Rozwiazanie na str. 8

Zadania matematyczne zostaly zaczerpnigte z programu zajeé » geometrii
na Trzyletnim Studium Zawodowym nauczycieli matematyki na Uniwersytecie
Warszawskim.

Redaguje Jarostaw KULPA

F 819. W czasie burzy kropelki deszczu naladowaly sie do potencjalu 1 V.
Na dachu n = 100 kropelek utworzylo jedna krople. Obliczyé jej potencjal
zakladajac, e kropelki nie stracily swego plerwatnego tadunku. "
Rozwiazanie na str. 9

F 820. Jaki najmniejszy promier ENIEHE -
krzywizny r (rysunek) moze rewnolegte [; d
mieé nieposrebrzone widkno
dwiatlowodu o drednicy d, aby
spelnialo nadal swoje zadanie.
Wsapdlczynnik zalamania wlékna
wynosi n.

Rozwiazanie na str. 9

i postepujmy tak, jak w tamtym

: - D’la g—z bedsie tak samo:

- A dla. dowolne; i’unkr.ji liniowej bedzie
to zwykla grednia arytmetyczna Ewicsenie
~ (po narysowaniu Tales to zalatwial).

. funkr;]a f: Ry — R, by za je] pomoca

— Do przodu, czyli do osi OY zawsze

‘dostaniemy, gdy za f (w powyzsze]

przypadki;

poruszamy
y =x? , =ig najpierw
po ciaghych,
potem po
przerywanych
strzatkach

[}

2 2
éred,ztm) V-

. sred,a{P,q) = i/m

— No to zapytajmy od razu, jaka musi byé

zdefiniowal (tak jak wyuj) odpowiadajaca
jej érednia?

dojdziemy wzdiuz strzalek ciaglych, ale
by mée wrécié po przerywanych, to musi
istnieé takie &, ze f(8) = /(p) -; f(q)

~ Dla tego wystarczy ciaglodé funkeji f,
bo wlasnoéé Darboux to gwarantuje. Ale
powinno byé tylko jedno takie s, bo gdy
jest wiele, to ktére wybrac?
— Réinowartcdciowodé funkcji f zapewni
nam jedynoéc.
- O.K. Zatem

Definicja 2

Dla dowolnej funkeji f: Ry — R
ciaglej i réinowartodciowej (inaczej
méwiac: ciaglej i monotonicznej)
definiujemy

éred;(a.l, B2yenin ,ﬂn) =

— [f{m) + f(a2) + ... f(an)

n

- Popatrz, e érednia geomefryczna

definicji) preyjmiemy logarytm

(0 jakiejkolwiek podsta.wie!) éwiczenie.

— Tak zdefiniowane érednie spelniaja

tez Definicje 1.

— Tak, trzeba tylko postapié tak, jak

w przypadku éredniej harmonicznej
okreélajac 0y éwiczenie; najlepiej stownie.

— A czy dla kaidej éredniej okreslonej za
pomoca pewnego dzialania o istnieje taka
funkcja f, by éreds = édreds?



R R R R Wiga

a mAEALL . s

-Oj.mtu‘llmtompéhkj-pooo
ciagle taka ogélnoéé! Popairs lepiej na
to: érednia geometrycsna i harmonicsna
licsb p, ¢ lesa na lewo od érodka
odcinka pg. Csy kaida frednia ma te
whasnoét?

- Eee ... chyba nie. O, patrs:

y=fix)

/

éred;(p,q)
to saleiy sapewne od wypuklodci funkcji f
éwiczenie,
— Pewnie mass racje. Sadglg, ie na dzisiaj
wystarczy. Dobranoc!

Nastepnego dnia, wieczorem:

- Srednia arytmetyczna i geometryczna 83
gwiasane s pojeciem ciagu arytmetycznego
i geometrycznego nastepujaca formula:
(+2) a, = fred(@n—1,8n+1) -

Ciagi arytmetycsne i geometryczne 83
opisane; wiadomo, jak wygladaja. A czy
jest cof takiego, jak ciag harmoniczny?

— Ocsywidcie, ciag {%}

— Ale czy on spehia (##)?

— Tak. Latwo sprawdsisz, fe tak jest
éwiczenie. Sprébujmy opisaé wezystkie
ciagi harmoniczne, tzn. ciagi {an}
spelniajace (##), gdzie érednia to drednia
harmoniczna.

— Chyba trzeba zaczaé rachowad; wyrazié
Gn+1 2a pomoca wczedniejszych

Gp = 2 =
n — "T__'_"'""'l_-' -
T
Gn—1 Gn+1
Anln—1
= Gpp1 = ————.
=t 26p—1 —@n

- Qj, dokladnie nic nie widaé¢! A moze
tak?

1 _2_ 1
a...H_E Gn—1
codlan=2,3,4 daje :
(oA
da_ﬂ-a E;'
1 2_1
ac 6s a1
s TG
az a) az
_3_20
T e’
2 S _4_3
as. e, 8

Patrz w niebo

Trsy najobfitsse na Ziemi isotopy ksenonu (o masach atomowych
129, 131 i 132) wystepuja w doéé sblisonych ilodciach — po troche
ponad 20%. W latach 60. Roy Lewis i jego koledsy s University
of Chicago snalefli w niektérych meteorytach (a w kaidym rasie
w ich csedciach ,pierwotnych”, tsn. nie gniszczonych przez wysoka
temperature panujaca prsy praelocie przes atmosfere) nadmiar - i to
dwukrotny — izotopu saréwno cieskiego, jak i lekkiego. Ksenon
ten naswano ksenonem HL (od sléw heavy — cieski i light — lekki).
Wkrétce sressta stwierdzono tes anomalny sklad isotopowy azotu.
Powstalo prsypussczenie, se te meteoryty pochodsa spoza Ukladu
Slonecznego.

Na pocsatek jednak nalesalo odpowiedsie na pytanie, gdszie
wladciwie znajduje sie ksenon w tych meteorytach. Wszystko
wekasywalo na to, se w weglu, ktéry mose w nich wystepowad

w dusych ilodciach. No, ale gdsie — dokladniej? Nastapila seria
smudnych prac majacych na celu wyodrebnienie frakcji wegla
sawierajacej ksenon. Najwiecej materialu dostarczyl bogaty w wegiel
meteoryt Allende, ktéry w 1969 r. spadl w Meksyku. Wedlug

sléw Lewisa, koricowe usuwanie wegla posbawionego ksenonu
doprowadsilo do gwaltownej smiany wygladu prébki: stala sie

ona biala! Ostateczne precysyjne badania tajemniczego proszku,
wliczajac w to obserwacje dyfrakcji elektronéw na jego ziarnach, daly
nieswykly wniosek: sa to mikroskopijne diamenty!

Dotychczas w trzech jesscze meteorytach wykryto diamenty
zawierajace ksenon. Same diamenty znajdowano w meteorytach juz
wczeéniej. Przypuszcza sie, se powstaja one, gdy weglowy meteoroid
wpada w ziemska atmosfere. Wysoka temperatura i1 ogromne
cifnienie wywolane prses fale uderzeniowa (setki tysiecy atmosfer)
prowadzg do powstania drobnych krysstaléw. Tu jednak, to znaczy
np. w meteorycie Allende, diamenty — w dodatku zawierajace
ksenon — musialy powsta¢ w inny sposéb, gdyz znajdowaly sie

w ,pierwotne]” materii meteorytu. Jakie wiec jest ich pochodzenie?

Hipoteza jest nastepujaca. Prawdopodobnie pyl diamentowy
powstaje s gazu wyrzuconego przez czerwone olbrzymy — krysztaly
kondensuja sie wprost ze stanu gazowego w obszarze, gdzie panuje
wprawdsie wysoka temperatura, ale niemal zerowe ciénienie, a wiec
w warunkach dotychczas uznawanych za nie sprzyjajace ,,produkcji
diamentéw”. Ksenon HL powstaje pé£niej, mianowicie gdy gwiazda

~ _stanie sie supernowa, wtedy bowiem w tym kataklizmie powstaja

AENGETGE-

w ogéle najrézniejsze izotopy pierwiastkéw. Materia rozerwanej
gwiazdy dogania otoczke pylowa i wtedy atomy m.in. ksenonu
grzezna w krysstalkach diamentowych. Recz jasna, grzezna tam
réwniez inne domieszki, a tylko obecnoéé ksenonu jest wzglednie
latwa do stwierdzenia. Tak wiec pyl diamentowy # osobliwym
ksenonem bylby namacalna pozostalodcia po eksplozji jakiejd
gwiazdy. To jej resztki mogly nastepnie wejdé w sklad materii,

z ktérej powstal Uklad Sloneczny wraz z meteoroidami ,typu
Allende”. Mogloby z tego wynikaé, ze szczypta pylu diamentowego,
otrzymana z takim trudem przez Lewisa i jego grupe, jest materia
uformowana dawniej niz Uklad Sloneczny.

Tomasz KWAST



Od przypadku dyskretnego do ciaglego

Jeseli ay, ag,...,a, 83 licsbami dodatnimi, to wyrasenia

n
1 Hola,.... an) = '
(1) (@1,-.-,8n) s
“ Gn(ay,...,8n) = (8162 ... an)*,
(3) An(al,.._’an)=al+ae+“_+an

n

nasywamy odpowiednio érednia: harmoniczna, geometryczna

i arytmetycsna liczb ay,...,a,.

Miedzy tymi wielkodciami ma miejsce zaleznoéé:

(4) min(ah'-')an)SHn(als“-nan)SGn(ah'-'lan)S
< An(ah- “1“’\) < ma.x(a;,...,a“) .

Zostala ona sformulowana w przypadku dyskretnym.

Zdefiniujemy analogiczne srednie dla funkcji ciaglej f : [a,b] — R.

Srednia arytmetycana funkcji f okreélimy uogélniajac wzér (3)
w nastepujacy sposéb:

- b
Alfiad) = lim 23 f(a+5-222) = 1 [ f(a)as.
=1 a

Korzystajac  wlasnodci funkcji logarytmicznej mozna latwo
sauwagy( zwiazek:

ln(Gﬂ(ali .o !aﬂ)) = Aﬂunali l.l:lag, seny lna'l) ’
czyli
G"[a]_, - -;au) == e.ﬂ.[lna;.....]na.} -
Zatem érednia geometryczna funkcji f jest liczba:
b
s [1ns(z)dz
G(f;a,b) =e Z

Miedzy wzorami (1) i (3) dostrzegamy zaleznoéé:

e Bl (l X i)
Hn{al,...,an)“ " al’ag"”’an ’
wiec érednia harmoniczna funkcji f nazywamy liczbe

e
H(f;a,b) = .
J g ae
Analogiczna do wzoru (4) jest w ,,praypadku ciaglym” nieréwnosé
b
e ws [Ins(z)az
g}inﬂf(zls e S <

[
7 dz
)

b
s [ e < e 1.

Jarostaw GORNICKI

- To wyglada jak ciag arytmetycsny.
Popatrs!

— Oczywiécie: ciagi harmoniczne 83
odwrotnodciami ciagéw arytmetycznych
“wicsenie! (Niech nauczyciele gnebia
uczniéw sprawsa zer w mianownikach.)
Wasystkie 83 sbieine do zera éwiczenie!

- 0j, nie wezystkie, ale to tei zostawmy
nauczycielom. Ciekawe, czy dla innych
drednich w () otrzymamy jakied
modyfikacje ciagu arytmetycznego
Ewiczenie?

— Po tej wczorajsszej sabawie spojrzalem do
Encyklopedii Szkoinej i tam poza érednia
arytmetyczna, geometrycsna i harmoniczna,
jest jeszcze drednia kwadratowa:

2 4 g2
éred.a(p, q) =\I‘%.

sprébujmy zatem dla niej. To chyba
nietrudne:

5?‘_1 e 2 52.'.1
Gn = = S Tt |

2
23 =an_, + d3+1 ’
ﬂ:+1 — 2«?. —G:—l ’
a to przypomina poprzednia zabawe:
as = v/a3 + 2(a3 — a?),
as = v/a3 + 3(a3 — al),

— Wyglada na to, Ze ciagi ,kwadratowe”
83 pierwiastkami ciagéw arytmetycznych
¢wiczenie. Dla innych érednich pewnie
bedzie tak samo. Coé mi sie widzi,

ie w ,przyrodzie” jest tylko jedna érednia
— érednia arytmetyczna i tylko ciagi
arytmetyczne. Wazystko inne jest tylko
wariacjg na ten temat.

— Motze niezupelnie — ale coé w tym jest.




