Manowce analogii

Jézef BANAS

Bardzo czesto obiektem badafd matematycznych 8a réinego typu
przestrzenie, np. przestrzen liniowa, przestrzen metryczna, przestrzen
Banacha, przestrzefi Riemanna itp. Jedli chcemy w ramach naszych badaf
.zajrzec” glebiej w strukture jakiejé przestrzeni, musimy poznaé wiele jej
réinorodnych wlasnosci i obowiazujacych w niej regut. Méwiac obrazowo,
musimy nauczy¢ sie iyé w tej przestrzeni. Musimy zarazem pamieial

o tym, Ze zmieniajac obiekt naszych badaf, czyli ,przenoszac si¢” do

innej przestrzeni, powinniémy pozbyé sie ,starych prayzwyczajei”, gdyz

w nowej przestrzeni obowiazuja juz inne warunki, rzadsa nia nowe reguly
i prawa.

Dla zilustrowania powyiszej wypowiedzi zajmiemy si¢ pewnym problemem
geometrycznym.

Zaléimy, e E jest przestrzenia liniowa nad cialem liczb rzeczywistych R.
Bedziemy, jak to juz tradycyjnie jest prazyjete, oznaczaé wektory z E
literami tacifiskimi, skalary zaé z R literami greckimi. Przypomnijmy,

ze odcinkiem o koncach z,y € E nazywamy zbiér zy taki, ze

77 ={az + (1 — @)y : a € [0,1]}, a érodkiem odcinka Zy - punkt 3z + 3y
z tego odcinka. Zbiér X (X C E) nazywamy wypuklym, jeéli wraz

z kazdymi dwoma punktami zawiera laczacy go odcinek.

W dalszym ciagu zaléimy, se w przestrzeni E okreélona jest norma ||- ||,
tzn. E jest przestrzenia unormowana. Oczywidcie, norma ta indukuje
metryke na E, okreélona w ten spoadb, ze za odlegloéé punktéw z,y € E
przyjmujemy ||z — y||.

Gdy ktof nie lubi normy (np. dlatego, #e nie zna tego pojecia), moie wyobrazié
sobie norme punktu z € E jako odleglodé punktu z od punktu (0,...,0).

Podobnie slowo metryka moie byé zastapione przez odleglodé pod warunkiem,
#e bedzie sie pamietalo, i% odleglodé mozna mierzyé na réine sposoby.

Jezeli X jest ograniczonym podzbiorem przestrzeni E, to érednica
gbioru X nazywad bedziemy kres gérny zbioru odlegiodci jego punkiéw
(sup{||z — || : z,y € X}) i oznaczaé symbolem diam X.

Zaléimy nastepnie, e X jest wypuklym i ograniczonym podzbiorem
przestrzeni unormowanej E, takim ze diam X > 0. Punkt z € X nazywaé
sie bedzie punktem diametralnym zbioru X, jezek sup{||z —y|[: y € X} =
= diam X. Jeseli natomiast dla punktu z mamy sup{||z —y|| : v € X} <
< diam X, to z nazywa sie punktem niediametralnym zbioru X.

Postawmy teraz nastepujace pytanie: Czy w kazdym wypuklym
i ograniczonym podzbiorze X przestrzeni E, takim, ze diam X > 0,
znajduja sie punkty niediametralne tego zbioru?

Intuicja zwiazana z naszymi doéwiadczeniami geometrycznymi sugeruje, ie
tak by¢ powinno. Inaczej bowiem zbiér X bylby ,dziurawy”, co kiéci sie

z zalozeniem o jego wypuklosci.

Na swyklej plassczyfnie praykladem figury sloionej s samych punktéw
diametralnych jest zbiér wierzcholkéw jakiegof wielokata foremnego (np.
kwadratu): oczywiscie nie jest to sbidr wypukly. Podobnie okrag.

Sprébujmy to jednak udowodnié. Oczywidcie,
naszych doédwiadczeri geometrycznych
nabywamy w przestrzeni R? z norm
euklidesows, ||z|| = [|(21, 22)|| = /2] + 2}
(inaczej: na plaszczyinie z euklidesowym
gposobem mierzenia odleglodci punktéw).
Niech X C R? bedszie zbiorem ograniczonym,
wypuklym i niech diam X = d > 0. Ustalmy
dowolnie liczbe € € (0;d/10) i znajdimy w X
dwa punkty a,b, takie, seby |j[a — b|| > d—¢
(jest to mozliwe wobec definicji d). Niech u
oznacza frodek odcinka ab (por. rys. 1).
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Ten tekst jest probg wiwisekeys, préba
ukazania, jak si¢ robi matematyke,
prdbg pokazania, jak si¢ mydli (a raczej,

. jak autorzy io robili - wszak to bardzo

indywidualna sprowa). Najmniej istotna

jest tu tredé matematyczna, znana i raczej
blaha. Nie o nig tu chodzi (w tytule akcent
jest polozony na slowo ,rozmowa”, a nie

na ,0 drednich”).

Tekst ten ma (w zamiarze) propagowaé

nie wiedze matemalycana, lecz forme jej
zdobywania.

Ponadto:

— niedeislodei ag jak najbardziej zamierzone

(w przeciwieristwie do bleddw); |
— pojawiajgee sig slowo éwiczenie Jest é

sugestig pracy wiasnej dia tych Czytelnikiw,
. ktérzy cheq ten tekst traktowad (mimo

wszystko) jako matematyczny;

prezenfowany (przez drugiego z autoréw)
jako odezyt dla miodziezy organizowany
przez Oddzial Wroctawski PTM.

Poniisza rozmowa autoréw — ukladajacych
zadania dla studentéw — zaczela si¢ od
nastepujacego zadania:

Zadanie 1. Dla liczb p,q (0 < p <gq)
definiujemy ciagi {a.}, {bn} nastepujaco:
ay =p, by =g, any1 jest
érednia harmoniczna, an, b, czyli

2a,bn

an +ba
arytmetyczna an, by, cayli bnyr =
Wykazaé, e ciagi te 83 zbiezne do dredniej
geometrycsnej liczb p, g, czyli do /pg.

Gnt1 = , bnt1 jest drednia,

an + bn

NS =

— To zadanie jest troche za trudne na
egzamin. A moze fakie?

Zadanie 2. Dla liczb p, g (p < g)
definiujemy ciag {an} nastepujaco: a; = p,
Ga=g, Gntn= L;"“ Zbadaé
zbieinoéé tego ciagu.

— Tak, ale to zadanie bylo na zajeciach.
(Okazuje sie, ze dla p = 0, oraz ¢ = 1
zapisanie pierwszych kilku wyrazéw




w ukladzie dwéjkowym daje wyrafna
wakazdwke éwiczenie.) Trzeba wymysli¢
coé prostszego!

- Mam:

Zadanie 3. Dla liczb p,g (0 < p <gq)
definiujemy ciag {a.} nastepujaco:

a1 =p, az =4,
(*)a Gnt1 =
Zbadaé zbieinoéé tego ciagu.

= ﬂl+52+---+an

n,

— Ciekawe zadanie; jak sie do tego zabraé?
— Wypiszmy pierwszych kilka wyrazdéw.
Oj, nie mamy nic do pisania!

— W takim razie sprébujmy to sobie
wyobrazié¢ geometrycznie: mamy dwa
wektory @i, a; (o wepSlnym poczatku).
Wtedy @z wskazuje na érodek (ciezkodci)
odcinka laczacego korice wektoréw a3, aa.
Zatem a@; wskazuje na frodek ciezkodci
trgech jednakowych (punktowych) mas
umieszczonych w konicach aj, @z, aa
éwiczenie; czyli @4 = @3. Jasne, je dalej
bedsie tak samo; czyli @2 = @2 = 3z ...
Niespodziewane, prawda?

— A co bedsgie z Zadaniem 3, gdy w (*)a

w miejsce dredniej arytmetycznej wstawimy

érednia geometryczna:

(*)ﬂ OGn41 = {/61G62...08, .
— Rachowaé? To nudne. Sprébujmy
pokombinowaé:

Gpn41 = (Glﬂa . .Gn)l/" N
1
logdnys = :log (@183 ...8n),

ra = loga; + log a:n+ .v.+logan 3
— Zatem logarytmy wyrazéw tego ciagu
tworza ciag taki, jak w pierwszej wersji
Zadania 3. Czyli i tym razem
A3 =04 =05 = ...

— Zapewne tez tak jest dla éredniej
harmonicznej.

— Zaraz, zaraz. Srednia harmoniczna
dwéch liczb wystepowala w Zadaniu 1,
ale by mieé analogie do Zadania 3, trzeba
obliczaé drednia harmoniczna, trzech

(i wiecej) liczb. Nie pamietam, jak sie ja
okresla!

— Ja tes. Kojarzy mi sie to z jakims
prawem z elektrycznoéci (opér zastepczy?),
gdzie jest mowa o odwrotnoéciach.
Zobaczmy:

251&3 o 2
ay + a2z

az = = —
a1+ ag

@10z

{5

Przypuéémy, ie u jest diametralny. Wtedy istnialby punkt v € X, taki,
e ||lv — u|| > d — £. Oczywidcie, jeden z katéw a i B, zaznaczonych
na rysunku 1, musi byé nie mniejszy niz x/2 i niech to bedzie np. 8.
Korzystajac z twierdzenia cosinuséw mamy:

llo —8]1* = flo— u|” + ||w—b]|* — 2{|o — u]| - [|u— ]| cos § >

> |lo =l + [|u - b]|*.
(bo cos g <0)

Stad

llo = Bl1* > (- )+ (

a wiec

d—e\* 5 2 5( d)’ 2

[|lv—b]| > d.

Jest to jednak sprzeczne z tym, 7e diam X = d. Zatem u jest punktem
niediametralnym dla zbioru X.

Poprzez analogie moina by oczekiwad, Ze tak bedzie réwniei wiedy,

gdy przestrzefi R? wyposazymy w inna norme (inny sposéb mierzenia
odlegloéci). I rzeczywiscie, analogia ta jest poprawna, ale nie do korica,
poniewaZ dowdd wyiej przeprowadzony nie zawaze daje oczekiwany efekt.
Wefmy bowiem w R? norme maksimum:

|'|_'T- L; Z'z]“m — ma'x{lzli’ ;z'zl} E

X Rozwaimy w R? zbiér T — tréjkat
, o wierzchotkach (1;0),(—1;0) i (0;2)
(rys. 2). Oczywidcie, diamT = 2 oraz
|la — b||m = 2. Ale punkt u, bedacy
srodkiem odcinka ab, nie jest juz teraz
tak ,dobry” jak poprzednio, poniewaz
[le—cllm = 2.

% Niemniej jednak zbiory ograniczone

a={-10) |u  b={1,0) i wypukie w R? z metryka maksimum
maja punkty niediametralne.
lys. 2 A oto dowdd.

Przypuéémy, e wazystkie punkty zbioru X s diametralne. Niech

1,82 € X beda takie, Ze [|a1 — az|| > d — & (bedziemy dalej opuszczaé
m przy symbolu normy), gdzie € > 0 jest odpowiednio malte. Poniewas
érodek u; odcinka @ az jest diametralny, wiec znajdziemy punkt as € X,
taki, Ze ||as — u1|| > d — £/2. Stad mamy, ze

d—egf2<

1 1 1 1
63 — 561 — 502| < Zlas —au[ + 5‘”“3 — 6al|.

2

Zatem
2d — € < ||as — a1|| + ||as — a2||.

Stad, poniewas ||as — a2|| < d, wiec ||as — a1|| > d — e. Podobnie
llas — az]| 2 d —e.

W poprzednim dowodzie podalifmy, co znaczylo w nim ,odpowiednio male”
— bylo to ,mniejsze od d/10". Tutaj pozostawiamy Czytelnikowi okredlenie, dla
jak malego ¢ dowdd bedzie przebiegal pomyélnie.

Weimy teraz punkt uz = (a1 + a2 +as3). Zauwaimy, je u2 € X, bowiem
wystarczy zapisaé

1 /2 1 1 2
Yz = o (501 : 552) =+ 2 (503 s gaa)
i zauwazyd, ze
2 1 1 2
-3-&1 =+ gaa € aaz, EM + Ea.a € azas .
Poniewai punkt u; jest diametralny, wiec znajdujemy a4 € X, taki, ze
[|uz — as|| > d — ¢/3. Dalej mamy:

1 1 1
d—¢/3 g” 361 - 00) + 302 — 64) + 3(as — as)

<

1 1 1
<zller —adl + 3llaz — ad]| + Fllas —ad]].



Stad, podobnie jak poprzednio, wnioskujemy, ie

llae—ail| >d—e, i=1,23.
Zalézmy dalej, ze przedluzamy nasza procedure indukcyjnie. Wtedy

skonstruujemy taki ciag {an} punktéw z X, ge

llai —ajl| > d—¢ dIaEEE e ="1,2,.7.
Poniewas ciag {an} sklada sie z punktéw zbioru X, wigc jest ograniczony,
a zatem musi zawieraé podciag majacy w R? granice. Z drugiej strony
odleglodé miedzy jego elementami jest co najmniej d — ¢, a to wyklucza
zbieznodé tak calego ciagu, jak i kaidego z jego podciagéw. Stad
gprzecznoéé. Oznacza to, e w zbiorze X sa punkty niediametralne.

Zwréémy uwage na to, e w powysszym dowodzie nie korzystalidmy

z faktu, ze X jest podzbiorem R?2, jak réwnies z tego, ie || - || byla norma
maksimum. Istotne bylo tylko to, Ze ciag ograniczony w rozpatrywanej
przestrzeni mial podciag zbieiny. Wlasnoéé te nazywa sig lokalna

zwartodcia.

Cuytelnik, snajacy nieco wigcej analizy, rauwaiy zapewne, ie przeprowadzone
rosumowanie implikuje prawdziwodé nastepujacych dwéch twierdszeni.

Twierdzenie 1. Kaidy relatywnie swarty i wypukly podzbiér dowolnej

przestrzeni unormowanej ma punkty niediametralne.

Twierdsenie 2. Kazdy zbiér wypukly i ograniczony w przestrzeni skoriczenie

wymiarowej ma punkty niediametralne.

Teraz, poprzez analogie, moina by wyciagnaé wniosek, ze zbiér wypukly

i ograniczony w dowolnej przestrzeni unormowanej powinien mieé

punkty niediametralne. Oczywiécie, nie mozna udowodnié tego tak, jak
wyzej, gdzie skorzystaliémy z lokalnej zwartodci przestrzeni skoticzenie
wymiarowych. Nalezy wiec wymysleé inny dowéd, Okazuje sig¢ jednak, ze
analogia i intuicja zawodza nas calkowicie. Rozpatramy bowiem przestrazei
C = C|0,1] zlozona z funkeji z : [0,1] — R, ciaglych na przedziale

[0,1]. Unormujmy te przestrzefi w klasyczny sposéb za pomoca normy
maksimum ||z|| = max{|z(t)| : t € [0,1]}. W przestrzeni tej rozwaimy

zbidr

X={z€C: 0=2(0)<z(t)<z(1)=1}

Jest to wiec zbiér zlozony z funkcji,
ktérych wykresy na plaszcazyénie (¢, z)
lacza punkt (0,0) z punktem (1,1)

i mieszcza sie w kwadracie [0,1] x [0,1]
(por. rys. 3). Oczywidcie, zbiér X jest
ograniczony, wypukly i diam X = 1.
Pokatemy teraz, e mimo wypuklodci
zbiér ten jest bardzo dziurawy, poniewai
SE— ) 2 kazdy jego punkt jest diametralny.

| \ Istotnie, wemy dowolne z € X oraz

|

|

|

Ry Koniec dowodu.

Ktoé mégtby w tym miejscu stwierdzié, ze nasza ,sztuczka” udala si¢
dlatego, fe prezestrzeri C jest nieskoriczenie wymiarowa. Analogicznie
powinno byé w kazdej przestrzeni tego typu (w takich przestrzeniach
zbiory ograniczone nie muszg by¢ zwarte). Niestety, okazuje sig, ze i tym
razem analogia jest zwodnicza. Ale o tym, by¢ moze, innym razem.

e > 0. Wobec ciagtodci funkeji z istnieje
to ,bliskie” 1, takie, ze z(to) > 1 — &

i Wesmy dalej dowolng funkcje y € X,
taka, Ze y(fo) = 0. Mamy:

A toidd 2ot llz = wll = |z(to) — y(to)| = z(t0) > 1 ~¢.

Zatem z jest diametralny.

— Teraz jest jasne: érednia harmoniczna
jest odwrotnoécia éredniej arytmetycznej
odwrotnosci danych liczb. Zatem w nowej
wersji Zadanie 3 przyjmie postaé:

1
(*)h Gnt1 = i S
L s
a; _ag ay,

i)

— No dobrze, ale jak dowiedé, ze i tym
razem otrzymamy ciag staly poczawszy
od trzeciego miejsca?

- Narysujmy kawalek hiperboli:

poruszamy sie
najpierw po
ciaglych, potem
po przerywanych
strzatkach

— Przy obliczaniu a4 ciagla strzatka nakryje
przerywana, a na pionowej osi nic sig

nie zmieni (pierwsza wersja Zadania 3).
Popatrz uwainie! Mamy a4 = aa. Dalej
tez jest dobrze: ag = a4 =085 = ....
Niespodziewane.

— To pewnie da sig¢ dowiesé, ze tak jest dla
katdej éredniej!

— Ale co to jest frednia? Jak uogélnié,
jak wyabstrahowad wspélna ceche (tych
trzech drednich)?

~ Srednia to funkcja (o paskudnej
dziedzinie), ktéra n-tkom liczb przypisuje
pewne liczby.

— No tak, ale wedlug jakiego sposobu?

— Tak, by Zadanie 3 mialo — w ogblnej
wersji — rozwiazanie nogélniajace
rozwiazania dla tych konkretnych trzech
érednich.

— Ale co to gnaczy? To jest wishful
thinking!

— Motze i tak. Sprébujmy choé to zapisaé:

éred[a;,a.n,...,a,.,éred(a;,ﬂ:,---,an)] =
= éred(a1,82,...,8n) .

- Tak, to by wystarczylo dla Zadania 3
éwiczenie. Niestety, trudno to uznaé za
aksjomat — jest niezbyt naturalne (wazak
niespodziewane dla nas bylo rozwiazanie
pierwezej wersji Zadania 3).

— Moze tak: gdy o jest pewnym
dgiataniem (np. dodawaniem, mnozeniem),
to & jest érednia (kwadracikowa) liczb
ay,az, jedli s 0 8 = a; 0 ag.



