O parach niehomeomorficznych

Homeomorfizm to taka ciagla bijekcja, ze funkcja do niej
odwrotna tez jest ciagla (matematycy czasem méwia
krétko: ,bijekcja w obie strony ciagla”). Pojecie to

jest bardzo wazne, szczegdlnie w topologii. Gléwnym
przedmiotem badan topologii sa wlasnodci, ktére

nie zmieniaja sie po przeksztalceniu zbioru przez
homeomorfizm (zwane niezmiennikami homeomorfizméw).
Praktycznie rzecz biorac, z reguly w badaniach topologii
dwa gbiory homeomorficzne (tzn. takie, Ze istnieje
homeomorfizm przeksztalcajacy jeden na drugi) moga,

byé uwagane za nierozréinialne. Homeomorfizmy 83 takie
nazywane izomorfizmami topologicznymi.

Zazwyczaj, gdy bijekcja zachowuje wiasnodé wiodaca dla
danej struktury matematycznej, to jest juz izomorfizmem
odpowiednich struktur. Jesli bijekcja zachowuje porzadek,
to i funkcja odwrotna do niej ma te wlasnoéé. Podobnie
dzieje sie w przypadku wlasnoéci algebraicznych.

Z izomorfizmami topologicznymi jest jednak inaczej!
Bijekcja ciagla nie musi byé homeomorfizmem; tatwo
podaé odpowiednie przykiady. Niech np. X = (0,1)U {2},
Y = (0,1], funkcja f zaé bedzie dana wzorem f(z) =z
dla z # 2, a f(2) = 1. Nietrudno sprawdzic, e f jest ciagla
bijekcja, ale f~! ciagla nie jest. Inna taka funkcja jest
odwzorowanie, ktére jednostronnie domkniety odcinek
22wija” w okrag: [0,27) D¢ — (cost,sint) € 5, gdzie

S = {(z,y) ER?: 2% + 4% = 1}. W obu przypadkach
funkcje odwrotne ,rozrywaja”® dziedzine, a wiec ciagle

by¢ nie moga. Mozna wykazaé, i nie jest to wcale trudne,
ze zbiory X i ¥ w prazykladzie pierwszym oraz [0,27) i §
w przykladzie drugim nie 83 homeomorficzne (rzecz jasna,
pokazanie bijekcji ciaglej, ktéra nie jest homeomorfizmem,
weale do tego celu nie wystarcza).
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Przychodzi na myél naturalne pytanie. Zaléimy,

ze mamy takie zbiory A i B, Ze istnieja: bijekcja ciagla
przeksztalcajaca A na B i bijekcja ciagla zbioru B na A.
Czy z tego wynika, ze A i B sa homeomorficzne?

Odpowied# jest negatywna, ale znalezienie odpowiedniego
przykladu wecale nie jest proste... Napiszemy tu o dwéch
takich parach. '

Odpowiedzi Redakcji

Grzegorz 2 Legnicy. Pana niepokd) jest zupelnie
nieuzasadniony. Moze Pan spokojnie przesiaé swojq prace
do ktéregos £ matematycznych czasopism, na pewno

nikt ¢ redaktordw nie ,przywlaszcezy” sobie rezultatdw,
Deponowanie pracy w zalakowanej kopercie u notariusza jest
absolutnie zbedne.

A. J. Prosimy o cierpliwcdé w oczekiwaniu na oceng
Parniskiego artykutu; jestesmy dopiero prey lekturze 10587.
strony masgynopisu.

Leonard A., student. Kolega ma racje; istotnie, gdy
Galois byl w Pana wieku, to nie 2y} jué od trzech lat.

Nie przekredla to jednak Pana szans na zostanie stawnym
matematykiem.

Eugeniusz Bazia, Warssawa. Nie wiemy, czy nadeslana
przez Pana historia o matematykach jest autentyczna

i — ewentualnie — kogo dotyczy. Szczerze mowiac, styszelidmy
13 weeedniej o prawnikach. Anegdota nam sie podoba, wige
umieszczamy ja w EPSILONIE (ponizej).

Mlody matematyk pojechal na pierwszq w zyciu konferencye, gdaie
wyglosd referat. Wiréd stuchaczy dostrzegl swojego wykladowee

z wezesnych lat studenckich. Po referacie podszed do niego

i zapytal:

— No i jak wysdo — Panse kolegof

Starszy matematyk popatrzif na niego i odpowiedzial:

- To juz lepiej mdw mi ,ty”.

Zbiory te zostaly wymydlone przez Paula Halmosa i Ralpha
Foxa w latach pieddziesiatych (choé matematycy ci wecale
nie sa przekonani, Ze nikt nie wpadl na podobny pomyst
przed nimi). Pierwszy kontrprzykltad jest wyjatkowo
elementarny, gdyz dotyczy podzbioréw zbioru liczb
rzeczywistych.

Rozwaimy zbiory A i B pokazane na rysunku.

A R = I o B
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Moeszna zapisac, ie

A=(0,1)u{2}u(3,4)u{5}u(6T)U{8}U...
zad

B=(A\{2})u{1}.

Odpowiednim odwzorowaniem ciaglym z A na B jest
funkcja, ktéra dwéjce przyporzadkowuje jedynke, reszte zad
pozostawia bez zmian (dokleja pierwszy ,samotny” punkt
do pierwszego przedzialu). W druga strone — doklejamy
drugi przedzial do pierwszego, ,éciskamy” (innymi stowy,
z — z/2 - aby otrzymaé (0,1), nie zaé (0,2)), a wszystkie
pozostale punkty przesuwamy o 3 w lewo. Caytelnik zechce
zapisaé te funkcje wzorami.

Zbiory A i B nie sa jednak homeomorficzne...
cdn.*

*To nie jest ,c.n.d.”, chod w wielu podrecznikach 6w skrit
pojawia sie w takich wladnie miejscach, lecs ,edn.”.
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