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Latwo zauwazyé, ze nie ma nic nadzwy zajnego w fakcie, ze stosunek dlugodci
okregu do jego frednicy jest taki sam dla’'wszystkich okregéw. Przeciez dowolne
dwa okregi 83 jednokladne, a jednokladnoéé zachowuje stosunck dlugodci.
Podobnie jest np. dla stosunku obwodu pieciokata foremnego do promienia
okregu opisanego na nim. Czemu wobec tego pierwszy z tych stosunkéw

~ liczba 7 — jest wagna stala matematyczna, a ten drugi stosunek nie?

Oto uzasadnienie pochodzace od Archimedesa (-287;-212), ktéry pierwszy
swrécil uwage na doniosloéé liczby n. Mianowicie liczba m pozwala prosto
wyrazié nie tylko stosunek dlugodci okregu do jego promienia (wyrazany wzorem
27r), lecs takie stosunek pola kota do kwadratu jego promienia (co daje wzér
mr?), stosunek pola sfery do kwadratu jej promienia (co daje wzér 4mr?)

i stosunek objetodci kuli do szeécianu jej promienia (co daje wzér —;~1rr3).

Zauwasmy, ie 7 obslugujace jeden z tych wzordw (obojetnie ktéry) to jakad
tam stala proporcjonalnodci. Cheac jednak w pozostalych wzorach napisaé 7
trzeba udowodni¢, ie jest to to samo =, ta gama liczba. I takie wlasnie dowody
Archimedes przeprowadszil. Jako ,,wyjéciowe” 7 wzial stosunek dlugoéci okregu
do jego érednicy.

Dla uzasadnienia, ge 7 ,okregowe” jest réwne 7 ,kolowemu”, uiyt dwéch
sprytnych twierdsefi o aproksymacji kota wielokatami:

Twierdsenie 1. Jedli pole |F| figury F jest mniejsze od pola kola K, to istnieje
taki wielokqt W wpisany w to kolo, ze |W|>|F|.

Twierdszenie 2. Jedli pole figury F jest wicksze od pola kola K, to istnieje taki
wielokqt W opisany na tym kole, ze |W| < |F|.
Aby to udowodni¢, nalety wykazad, e pole kola K moze by¢ dowolnie
preyblizone:
1° od dolu przez wielokaty wpisane w K,
2° od géry przez wielokaty opisane na K,
Istotnie, jedli dowolnie dobrze, to moge by¢ przyblizone lepiej niz |K|—|F| (czy
tes |F|—|K]|).
Aby to wykazaé, Archimedes usyl metody wyczerpywania. Polega ona na tym,
ie dowolnie dobre przyblizenie pola jakiejé figury S usyskujemy wyjmujac z niej
figure U, (ktérej pole umiemy ustali¢) o polu wigkssym nis ;|S|, z pozostalosci
— figure Uz (jw.) o polu wickszym niz polowa tego, co zostalo po poprzednim
wyjeciu, # pogostalusci — figure Us (jw.) itd. Tym przyblizeniem jest suma
|U1! + JUQl e ST IURI

Dlaczego jest ono dowolnie dobre? Bo

1812 (0] +105)+ 0] 4. > BLy BL Bl g
Cala sztuka polega tylko na wykaszaniu, te w kaidym kroku wyjmujemy wiecej
nii polowe tego, co jeszcze zostalo — przeciei nie wiemy, jakie jest |S|.
Oto przyblizenie kola 2n-katami foremnymi. Zaczynamy od kwadratu. Dowdd,
e kwadrat wpisany w kolo to wiecej niz polowa tego kola, widaé na rysunku;
kwadrat opisany na kole ma pole dokladnie dwa razy takie, jak wpisany, a kolo
istotnie zawiera si¢ w tym wiekszym kwadracie.

Ui to wlasnie kwadrat. U to catery tréjkaty z kolejnego rysunku (nikt przeciez
nie gadal, by U; bylo w jednym kawatku). Rysujac styczna w wierzcholtku
tréjkata i odcinki prostopadle do podstawy w pozostalych wierzcholkach
otrzymujemy prostokat o polu dwa razy wiekszym od pola tréjkata, a wiec
wiecej niz dwa razy wiekszym od zawartego w tym prostokacie fragmentu

kota. Zatem |U;|>2(|S|—|U1]). I te operacje

@I powtarzamy, bo uzasadnienie, te
Ui s[> 3 (1S]-|U1|~|U2|-. .. —|Ui])
jest takie samo, jak dla i=1.
Kolo udalo sie przyblizyé wielokatami wpisanymi w to kolo, a wiec twierdzenie 1

jest udowodnione.
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Co jednak wyczerpywaé dla udowodnienia twierdzenia 27 Archimedes
wyczerpywal réznice miedzy kwadratem opisanym na kole 1 kolem. Kolejne

U; otrzymujemy jako sume ,rogéw” obcietych wzdluz stycznych w érodku

luku ograniczajacego kaidy z tréjkatéw krzywoliniowych, z jakich sklada sie
kazda kolejna pozostalodé. Wystarcay zatem wykazaé, ze obcinajac taki tréjkat
obcinamy wiecej niz polowe rogu.

W tym celu potrzebne jest drobne twierdzenie pomocnicze:

Jezeli styczne do okregu w punktach A 1 B przecinajq sie w punkcie P, a punkt S
jest frodkiem mniejszego z lukdw o koricach w punktach A 1 B, to AS jest
dwusieczng kqta PAB.

Latwo je uzasadnié: kat SAB jest réwny katowi SBA (bo tréjkat ASB jest
réwnoramienny), ten zad katowi PAS (jako wpisany i dopisany oparte na tym
samym luku AS — oba sa réwne polowie kata srodkowego opartego na tym
tuku).

Wréémy do obcinania rogéw. Na rysunku pole tréjkata QPR jest wieksze od
sumy pél tréjkatéw QAS i RBS. Dlaczego? Bo | A QPR|=|A-QPS|+

+| A RPS|. Tréjkaty QPS i QAS maja wspélna podstawe. Wysokosé QPS

to PS, natomiast wysokodé QAS jest réwna ST. Ale PS>ST, bo dwusieczna
(w tréjkacie APT) dzieli praeciwlegly bok na odcinki proporcjonalne do
prazyleglych do nich bokéw, a AP>AT. Stad | A QPS|>| A QAS|, co ze wzgledu
na symetrie rysunku koriczy uzasadnienie.

Na koniec wystarczy zauwazyé, e wyczerpywany tréjkat krzywoliniowy zawiera
sie istotnie w sumie tréjkatéw QPR, QAS i RBS.

Wyczerpaliémy zatem réinice kwadratu opisanego na kole i kola. Zatem réwniez
twierdzenie 2 jest prawdziwe.

Moszemy jui teraz przejéé do dowodu zapowiedzianej réwnosci 7 ,,okregowego”
i ,kolowego”.

2Tr

WeZmy pod uwage kolo K 1 tréjkat prostokatny T' o jednej przyprostokatnej
réwne] r (promieniowi kola), a drugiej réwnej 2nr (dlugodci okregu). Jeéli
|K|>|T|, to istnieje (tw. 1) wielokat W wpisany w kolo i spelniajacy warunek
|W|>|T|. Obliczamy
1 1 1
W= Ealhl g = Eazhz e Eanhns
gdzie a; to boki wielokata W, a h; — ich odleglosci od §rodka kola. Niech hpuq-

oznacza najwieksza z liczb h;; wéwczas
1 1
W) < Ehmu (a1 +a2+...+a,) < Er-21rr = |T)-
Otrzymaliémy sprzecznoéé. Mozliwodé |K|>|T| trzeba wiec odrzucié.

Przypuéémy z kolei, ze |K|<|T|. Wéwczas (tw. 2) istnieje wielokat V opisany na
kole i spelniajacy warunek |V|<|T'|. Tym razem

1 1 1
|V|=§r'ﬁl+Ef'bg‘i‘...'f-if'bm:

=~;-r-(b1 +ha+...+bm) > %r‘-21rr= |T].

Znéw sprzecznodé. Odrzucié trzeba zatem réwnies mozliwoéé | K|<|T|. Pozostaje

tylko |K|=|T|, a o to nam chodzilo. Liczba © we wzorze 2nr to ta sama liczba =,

cO we wzorze mre.
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Zanim przejdziemy do dalszych utozsamiefi, zauwasimy, ze m we wzorach na
pole powierzchni bocznej walca (27rh) czy stozka (nrl), jak tez we wzorach na
objetosé walca (nr2h) i stoika (1wr2h) jest to samo, co we wzorach na dlugosé
okregu czy pole kola - wyprowadsema zna kagdy uczen szkoly éredniej (qui
tes powinien gnaé). Do wzoréw zawierajacych ,sprawdzone” = dopiszmy jeszcze
wzér na pole powierzchni bocznej stozka écietego: mi(ry+re)=2x7l.

A teraz dowéd Archimedesa, ie 7 ,,okregowe” jest réwne 7 ,sferycznemu”.

Na sferze opiszemy walec. Ma on zatem promien podstawy réwny r, a wysokodé
réwna 2r. Sprawdémy, ze jedli przetniemy dwiema plaszczyznami réwnoleglymi
do podstawy walca obie te powierzchnie, to obrecz wycieta z powierschni walca
bedzie miala pole réwne polu powierzchni bocznej stozka dcietego stycznego do
sfery w polowie odlegloéci od plaszczyzn i ograniczonego tymi plaszczyznami.
Aby to wykazal, posluiymy sie przekrojem osiowym walca (i, rzecz jasna, sfery).

Z podobiefistwa tréjkatéw OPS i QPR (sa prostokatne i maja ZOPS=/QPR)
wynika, ze

OP QP : b TS
55 = PR’ czyli OP-PR=PS-QP,
co zapisane w innych oznaczeniach daje
h

= r %, czyli 27rh = 2271,

a to wlasnie mieliSmy wykaszad.

W tym miejscu Archimedes zauwaza, ze biorac podzial walca i sfery
plaszczyznami o bardzo malej odlegloéci uzyskujemy sytuacje, w ktérej rodzina
opisanych na sferze stozkéw écietych dowolnie dokladnie przybliza te sfere.

Ale suma pél ich powierzchni bocznych jest zawsze — niezaleinie od tego, jakie
odleglosdci plaszczyzn rozpatrujemy — réwna polu powierzchni bocznej calego
walca, czyli 4nr2, Stad, poniewas niezaleznie od dokladnosdci przyblizenia
otrzymujemy ten sam wynik, pole sfery jest réwne 4772 i «r ,sferyczne” jest
réwne 7 ,okregowemu”.

Na koniec (w tej samej pracy, w ktérej snajduje si¢ praytoczone wyiej
rozwasanie dotyczace sfery, a mianowicie O kult 1 walcu) Archimedes dowodzi,
ge 7 , kolowe” i n ,kuliste” sa réwne.

Tym razem narysujmy rozpatrywany wyzej walec obok
kuli — obie bryly postawmy na jednej plaszczyinie.
W walcu wytnijmy jednak dwa stozki majace za

//-voyl'::‘, ?/ podstawy — podstawy walca, a za wspdlny wierzcholek

— jego érodek.

Przecinajac obie bryly plaszczyzna réwnolegla

do podstaw walca otrzymamy, odpowiednio, kolo
o polu 772 i pieréciefi kolowy o polu réwnym nr?—nz?2.
Zgodnie z twierdzeniem Pitagorasa oba pola sa réwne.

Dalej Archimedes argumentuje tak: nalewajac do obu bryl wody (czyli bryly
traktujemy jak puste wewnatrz naczynia) w kazdym momencie, na kazdym
poziomie dolewamy jej tyle samo. Stad objetodé (= ilosé wody, jaka pomieszcza)
jest réwna. Ale dla walca z wycietymi stozkami obliczenie objetosci jest latwe:

1 4
2-2r-—2-§-ﬂr2-r=§1rr3.
I tyle wynosi objetosé kuli, co pokazuje, ze , kuliste” = jest takie samo, jak trzy
pozostale.

Péiniej, ponad péltora tysiaca lat péiniej, znaleziono liczbe m jeszcze

w innych miejscach, a to dzieki stworzonej przez Newtona i Leibniza analizie
matematycznej. Zapewne jednak wcale by jej nie szukano, gdyby nie miala
ona ugruntowanej pozycji waznej stalej matematycznej, ktéra zapewnil jej
Archimedes.



