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ﬁ 1. Wstep

Roswiasanie sadania M 609. Niech Jeodnym z wasniejszych kierunkéw rozwojowych XIX-wiecanej matematyki
E8 belsle nwolna vednion phoggn. byla powstajaca wéwczas analysis sifus zwana inaczej topologia. Zajmuje sie

M
L 2=0CD<CAy+ ALD ona wlasnodciami figur geometrycznych, ktére zachowuja sie nawet wtedy, gdy
2=CD< CAz+ AsD, deformujemy je tak znacznie, iz traca one wezelkie swoje wlasnodci metryczne
....................... i rautowe.

2=CD<CAp.+ A.D.
Dodajac te nierdwnodci stronami

Wiele faktéw topologii jest tak wainych, s matematykowi (i nie tylko) nie wypada ich

dostajemy nie znaé. Typowym przykiadem jest tu twierdzenie Brouwera z 1911 roku o punkcie
2n < (CA1+...+ CAn+ stalym, ktére prezentujemy ponizej. Jest ono intuicyjnie zhacznie mniej oczywiste niz
PAGD s AL D)., wigkszodé faktéw topologicznych, ma réine dowody i znalazlo szereg zastosowai.
Dlatego jeden z koticdw frednicy 2. Lematy Sperﬂera

spelnia warunek zadania.
Podziat tréjkata na skonczona liczbe mniejezych tréjkatéw w taki sposéb, aby przekrdj
kazdych dwéch tréjkatéw podzialu byl ich wepéinym bokiem, wspélnym wierzcholkiem
lub zbiorem pustym, bedziemy nazywaé podzialem symplicjalnym - triangulacja.

C C £
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podziaty symplicjolne ten sﬁgll?éjo‘z:iey jest

Lemat 1 (Emanuel Sperner, 1928). Podzielmy symplicjalnie tréjkat A; A2 As.

Wierzcholki tréjkatéw podzialu tak ponumernjemy liczbami 1, 2,2, ze

(#) A; ma numer 1, wierzcholek lezacy na boku A;A; ma numer ¢ lub 7, pozostale zad
wierzchotki maja dowolne numery.

Wiedy wérdd tréjkatéw podzialu istnieje taki, ktérego wierscholki maja numeracje
1,218

Numeracje spelniajaca warunek (*) nazywamy spernerowska.

Py I L SN B Dowéd. Wierzcholki tréjkatéw podzialu numerujemy sgodnie z warunkiem (*).

! —— FEETEEE T W rodsinie wssystkich bokéw tréjkatéw tego podszialu wyréiniamy te, ktérych
koficom przypisano dwie liczby: 1 i 2. Oznaczmy rodzine tych bokéw przez R.
W rodzinie R rozpatrzmy boki leiace na odcinku A;Az. Liczba u tych bokéw
jest nieparzysta (rysunek obok), co jako oczywiste pozostawiamy bez dowodn.
Niech T bedszie tréjkatem podziztu, wtedy przez v(T) cznaczamy liczbe hokéw T
naleiacych do rodsiny R. Jeieli przes w(T') oznaczymy zbiér wartoéci przyjmowanych
w wierscholkach T, to latwo siwierdzimy zaleznodci:

1. jezeli w(T) = {1,2.3}, to v(T) = 1;
2. jezeli {1,2} C w(T) # {1,2,3}, to v{T) = 3;
3. jegeli {1,2} Z w(T), to »(T) = 0.

Zatem, jedli r jest liczba tréjkatdéw podziain, kidre w wierzcholkach maja numeracje
1,2,3, to

r= Z v(T') (mod2)
(liczby r i ) v(T') ea obie parayste bad# obie nieparzyste). W 3 v(7) kaidy » bokéw
rodziny R liczony jest jeden raz, gdy zawiera sie w odcinku A, A; i dwukrotnie
w pozostalych przypadkach. Mamy wiec

Zu{T) = u{mod?2),
skad

r = u(mod2).

Z nieparzystoéci liczby u wynika niepariystodé liczby r. W ten aposéb pokazalifmy fakt
mocniejazy: liczba r tréjkatow z podziatu symplicjalnego, ktérych wierzchotki maja
numeracje 1, 2, 3, jest nieparzvsta.
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Wykorzystujac ten rezultat przedstawimy kolejny wynik Spernera zwany ,lematem
0 zamocowaniu”.

Lemat 2 (E. Sperner, 1928). Jeieli tréjkat A1 AzAs bedzie pokryty takimi zbiorami
domknietymi Ry, Ra, Rs, e

(**) R; jest rozlaczny z bokiem przeciwleglym wierzchotkowi A,

to istnieje taki punkt p € AA;A2A43, 3e p€ Ry N RaN Rs.

Dowéd. Niech (£,) bedzie ciagiem dodatnich liczb rzeczywistych, zbieznym do zera.
Dla kaidego n tworzymy podzialy symplicjalne tréjkata 4; A2 As na tréjkaty A;."’ tak,
ze AT jest zawarty w kole o promieniu &,, dla kaidego j. Wierzcholek tréjkata A;-")
otrzymuje dowolny numer zbioréw Rj, do ktérych nalezy. Tego rodzaju numeracja jest
spernerowska. Z lematu 1 wynika, Ze dla kaidego n w podziale symplicjalnym fréjkata
A1 Az A, istnieje tréikat B,CnD,, ktérego wierzcholki maja numeracje 1, 2,3. Mozemy
wybraé podciag (n:) tak, aby ciagi punktéw (B,;) C Ry, (Cn;) C Rz, (Dn;) C Ra byly
zbiezne do tego samego punktu p, ktéry ze wzgledu na domknietodé zbioréw pokrycia
nalezy do R; N Ry N Hs.

A, 3. Twierdzenie Brouwera

Moiliwodé wyboru gwarantuje
twierdeenie Bolzano—Weierstrassa:

w kaidym ograniczonym ciagu punktéw
nn'plasr.csy!!nie istnieje podciag
thieiny.

Rozwaimy teraz tréjkat réwnoboczny. Udowodnimy

Twierdzenie 1 (Leityen E. J. Brouwer, 1911). Dla kazdego ciaglego odwzorowania
f: & — A (domknietego tréjkata réwnobocznego w siebie) istnieje punkt staly, tzn.
taki punkt p € A, e f(p) = p.

Dowdéd. Niech tréjkat réwnoboczny A ma wierzchotki Ay, Az, As. Dla dowolnego
punktu z € A oznaczmy przez odpowiednio di(z), da(z), da(z) odleglodci punktu z od
bokéw Az As, A1 Az, A1 Az. Zauwaimy, fe:

(1) di(z) +d2(z) + da(z) = 2%/—5, gdzie a jest dlugodcia boku tréjkata,

av/3

2

(2) nieujemne liczby a1, aa, as, takie, ze a1 + az + o2 = , wyznaczaja taki punkt

z€ A, iedi(z) =a;dlai=1,2,3.
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Sposéb okredlenia prrynaleznodci punktu z: w tréjkacie réwnobocznym
wysokofci wyenaczajg pewne kierunki. Zaznaczamy je w kole,
przenoszac réwnolegle, jak na rysunku (b). Dsziela one brzeg kola na
troy réwne luki, ktére odpowiednio numerujemy. W katdym punkcie

z € A zacrepiamy wektor o korficu w punkeie f(z) (rys. (a)). Nastepnie
przesuwajac ten wektor réwnolegle zacsepiamy go w punkcie O. Koniec
tak otrzymanego wektora rzutujemy radialnie (wzdluz promienia) na
brzeg kola. Numer luku, do ktérego naleiy tak otrzymany punkt, jest
numerem sbioru R;, do ktérego naleiy punkt =z.

Wéwozas:

Niech f : A — A bedzie odwzorowaniem ciaglym.
Zaléimy ponadto, ze f(z) # z dla kaidego z € A.
Moiemy wéwczas tréjkat pokryé zbiorami Ry,

(¢ =1,2,3) utworzonymi nastepujaco: punkt z € A
nalezy do zbioru pokrycia o takim numerze j, dla
ktérego

(#2%)

i régnica

d;(f(2)) < d;(2)

dj(z) — d;(f(=))
jest mozliwie najwigksza.
W przypadku, gdy dla dwéch liczb 7, k (7 # k)
gpelniony jest warunek (###) oraz
d;(z) — d;(f(2)) = de(z) — de(f(2)),
punkt z zaliczamy tak do zbioru Rj, jak i do zbioru Ry.

— kazdy punkt tréjkata nalezy do co najmniej jednego zbioru z pokrycia,

— zbiory R; 83 domkniete,

— gbiory R; ea rozlaczne z bokiem przeciwleglym wierzcholkowi A;,
a co najwasniejsze R; N Rz N Rs = 0 (dlaczego?). Otrzymana sprzecznoéé z lematem 2
gwarantuje prawdziwodé twierdzenia.

Wykazana wlasnodéé punktu stalego jest niezmiennikiem topologicznym, jedli bowiem
ma ja tréjkat domkniety, to ma takie kaidy zbiér z nim homeomorficzny.

O figurze, ktéra ma te wlasnodé, ie
kaide ciagle praeksstalcenie w siebie
ma punkt staly méwimy, iz ma
wlasnodé punktu stalego.

Méwimy, #e dwa zbiory A 1 B ea

homeomorficene, jedli istnieje ciagle

résnowartodciowe odwrorowanie

h: A— h{A) = B majace ciagle

odwzorowanie odwrotne h™! : B — A,
co koficzy uzasadnienie.

Istotﬁie, niech ciaglte odwzorowania h: A — K, h™! : K — A ustalaja homeomorfizm
zbioru K z tréjkatem. Rozpatrzmy ciagle odwzorowanie F : K — K. Wykaiemy, e F'
ma punkt staly. Otéz zlozenie

hloFok:A— A

ma punkt staly (na mocy twierdzenia Brouwera): z = (R~ o F o h)(z). Zatem
h(z) = (ko h™" o F o h)(z) = F(h(z)),



«Okrag warszawski" (serpentyny
utworzone sa przes odpowiedni
fragment wykresu funkeji = ~ sin 1,
z # 0). Katde ciagle odwrorowanie
J: W — W ma punkt staly.

Roswiasanie sadania M 608.
Preypufémy, te twierdrenie jest
prawdziwe dla werystkich | < n.
Udowodnimy, se jest prawdziwe dla n,
i w ten saposdéb prreprowadeimy dowdsd
indukeyjny (preypadek n = 1 nie jest
trudny).

Praypadek 1. Istnieje grupa k< n
chlopcéw, ktdrey maja dokladnie

k dziewcryn. Na mocy raloienia
indukcyjnego moina kaidego & nich
oienié s driewczyna Zauwaimy teras,
te porostala grupa chlopeiw rdwnied
spelnia salofenie iudukcfjne: gdyby
bowiem tak nie bylo, to pewna grupa
s chlopcéw mialaby wtedy nie wigeej
nit a — 1 delewecryn i istnialaby grupa
s + k chlopcdw, majaca s + k — 1
driewczyn.

Prrypadek 2. Knida grupa k chlopedw
ma co najmniej k + 1 driewczyn; wtedy
renimy jednego & chlopcéw & jego
drieweczyns. Poroatali sndéw spelniajg
tilodenie indukcyine, co kofcry dowdd

Nie wszystkie podzbiory plaszczyzny maja taka mila wilasnoéé. Oto dwa przyklady:

Przyklad 1. Pierdcieri P

jest zbiorem domknietym,
ograniczonym o niepustym
wnetrzu. Ciagle odwzorowanie
antypodyczne f : P — P dane
wzorem f(a) = —a nie ma punktu
stalego.

Przyklad 2. Dla kola otwartego
C = {a : |a| < 1} odwzorowanie
f:C — C dane wzorem

f(a) = 3(a + e1), jest ciagle i nie
ma punktéw stalych.

e,={10)

y
0 1
ST fla)

Musimy jednak zaznaczyé, e istnieja zbiory plaskie, ktore nie 83 homecmorficzne
% tréjkatem (np. okrag warszaweki), a maja wiasnoéé punktu stalego (Delta 9/1980).

Symbolem |a| oznaczamy odleglodé
(euklidesowa) punktu a od punktu
0= (0,0).

4. Zastosowania
Twierdzenie Brouwera znalazlo wiele'zastosowan poza topologia, m.in. w teorii réwnan
réiniczkowych przy dowodzie istnienia rozwiazan, w teorii ukiadéw dynamicznych,
w analizie funkcjonalnej, w algebrze ... Oto jak moina je wykorzystaé do dowodu
zasadniczego twierdzenia algebry, dowiedzionego po raz pierwszy przez Gaussa
w 1799 r., a wczedniej sformulowanego przez d’Alemberta w 1746 r.

Twierdzenie 2. Kaidy wielomian zespolony stopnia wigkszego lub réwnego 1 ma
pierwiastek zespolony.

Dowdd. Rozwaimy wielomian zespolony
flz)=2"+an-1-2"""+...4+ 61 2+ a0,
Niech R = 2 + |ao| + |a1| + ...+ |@n-1]| 2 2. Funkcja g dana wzorem
! i(z)
%7 RAoT. gin=T)er
__ f(»
Rn—=1. gn=1
jest ciagia (). Przekeztalca ona kolo domknigte Kr = {z : [z| < R} w siebie. Istotnie,
gdy 0<|z| <1, to

n > 1, a;— zespolone.

daz=r-e?,0<r<1,
o(z) =

z dlal<|z|<R

. f(2) |f (=)
l9(2)l = |2 - ot eitommior | ST gaor S
<1+ I’[“"']a"‘ll'|z|"_l,.t;"+1alj'|zi+ 8] e ‘*‘%:T: <R.
Gdy 1 < |z| < R, to
e ) | RPN et a8 = =]
19(3“_‘ z Rr-1.zn-1 R an—l.izln—l =
_ e " n—1
< {R“ l._l).R+ Ian—ll'Jf'lan—ﬂl m’+"'+[aﬂ] ('1_:7'[) =
= Rn—1 Rn=1 -
R R-2 2
<SR-+ mr=R- 5 <R

Zbiér Kr jest homeomorficzny z tréjkatem, funkcja g jest ciagla, wiec na mocy
twierdzenia Brouwera istnieje taki punkt z € Kg, ze g(z) = z. Warunek ten
w oczywisty sposéb réwnowainy jest stwierdzeniu: istnieje takie z € Kg, 2e f(z) = 0.

Na zakoficzenie uwaga. Z dowodu tego twierdzenia wynika, ze w kole Kr istnieje
pierwiastek wielomianu f(z). Rodzi to pytania:

1. Jaki jest najmniejezy promief kota o érodku w punkcie zero zawierajacego wszystkie
pierwiastki wielomianu f(z)?

2. Jakie jest w ogéle najmniejsze kolo zawierajace wazystkie pierwiastki

wielomianu f(z)?

Kilka wynikéw z tego zakresu (choé nie ostatecznych, jak sie wydaje) omawia

A. Turowicz w Geomelrit zer wielomianéw.
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