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Termin nadsylania ro.zwi""an:
31 XII 1991 Skrót regulaminu

Kazdy mo.ze nadsyla<! ro.zwi""ania zadali z numeru n w terminie do. ko.nca miesiaca
n + 3. Szkice ro.zwi""ali zamieszczamy w numerzen + 4. Mo.zna nadsyla<! ro.zwiazania
csOterech, trzech, dwóch lub jednego. zadania (kazde na cddzielnej kartce), mo.zna to. ro.bi<!
co. miesiac lub z do.wo.lnymi przerwami. Ro.zwiazania zadali z matematyki i z fizyki nalezy
przesyla<! w cddzielnych kcpertach, umieszczajac na kcpercie do.pisek: Klub44 M lub
Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali cd Odo. 1 z do.kladno.~cia do. 0,1. Ocene mno.zymy
przez wspólczynnik torudno.~cidanego. zadania:WT = 4 - 3S/N, gdzie S o.znacza sume
o.cen za ro.zwiazania tego. zadania, aN - liczbe o.sób, które nadeslaly ro.zwiazanie cho<!by
jednego. zadania z danego. numeru w danej ko.nkurencji(M lub F) - i tyle punktów o.trzymuje
nadsylajacy. Po. zgro.madzeniu44 punktów, w do.wo.lnym czasie i w którejkclwiek z dwóch
ko.nkurencji (M lub F), zo.staje o.n czlo.nkiem Klubu 44, a nadwyzka punktów jest zaliczana
do. po.no.wnego.udzialu. Trzykro.tne czlo.nko.stwo.- to. tytul Weterana.
Szczególo.wy regulamin zo.stal wydrukcwany w numerze 7/1990.

Zadania z matematyki nr 225, 226 Redaguje Marcin E. KUCZMA

22ó. Wyzna.czyc wszystkie funkcjef ekreslene na. zbierze
liczb ca.lkewitych nieujemnych, e wartoscia.ch w tym
sa.mym zbierze, spelnia.jace równanie

f(!(n)) + f(n) = 2n + 6 dla. n = 0,1,2,,,.

226. Niechao., Gl, G2, ••• bedzie niema.lejacym ciagiem liczb
deda.tnich. Okreslamy ciagbl, b2, ••• wzerem:

b (Go. Gl Gn-l)
n=n- -+-+ ...+-- .

Gl G2 Gn

Udewednic, ze ciag(bn) jest zbiezny wtedy i tylko. wtedy,
gdy ciag (Gn) jest zbiezny.

221. (a' Oznaczmy edpewiednie przezS i O sredki symetrii danych figur: scisle wypuklego.
zbieru Z eraz wpisanego. wen wielekataW. Wybierzmy dewelna pare przeciwleglych
beków AB i CD wielekata W. Równeleglebek ABCD jest wpisany w figure Z, a S
jest jego. sredkiem symetrii. Przypuscmy, ze O ~S. Wówczas jedna z przekatnych
rewneleglebeku ABCD nie przechedzi przez Oj bez straty ególnesci mezna przyjac, ze punkty
O i B leza po. róznych strenach prostejAC (rys. 1). Oznaczajac przezA',B',C' ebrazy
punktów A, B, C w symetrii sredkewej wzgledem O etrzymujemy sredkewo-symetryczny
szesciekat ABCA' B'C' wpisany wZ i nie zdegenerewany de czwerekata (Co.wynika ze scislej
wypuklesci zbieru Z). Punkt D, jako. symetryczny deB wzgledem sredka edcinkaAC,
pewinien lezec wewnatrz tego. szesciekata (rys. 2) - nie meze wiec lezec na brzegu figury Zj
sprzecznesc. Zatem O= S.
(b) Niech q bedzie liczba dedatnia rózna ed 1/2. Wezmy ped uwage punkty

A= (-l,q,q), B = (q,-l,q), C = (q,q,-l),
A' = (l, -q, -q), B' := (-q,l, -q), C' = (-q, -q,l),
0=(0,0,0), S= (1,1,1).

Najmniejszy zbiór wypukly zawierajacy punktyA,B,C,A',B',C' jest wielescianemj
eznaczmy go. przezW. Punkt O jest jego. sredkiem symetrii. PlaszczyznaABC (e równaiu
z + II + z = 2q - 1 niErprzechedzi przez O, a wiecW nie degeneruje sie de wielekata.

W trójwymiarewej przestrzeni kartezjanskiej wzór

d((Z,II, z), (u,v, w)) = Vlz - ul3 + 111- vl3 + Iz - wl3

ekresla metryke, a kazda kula (w sensie tej metryki) jest zbierem scisle wypuklym eraz
sredkewo-symetrycznym. Zauwazmy teraz, ze

d(A,S) = d(B,S) = d(C, S) = {ho - 6q + 6q2 - 2q3 =: r,

d(A', S) = d(B', S) := d(C', S) = V2 + 6q -+ 6q2 + 2q3 =: r' .
Jesli zaq przyjmiemy pierwiastek równaniaq"3+ 3q = 2, uzyskamy równesc r= r'.
Wielescian W jest wówczas wpisany w pewna d-kule e sredkuS, nie pekrywajacym
sie z O.

c

Rys" l

Rys. 2

Zada.nie 226 uprepenewal pan Lukasz Wiechecki z Legnicy.

Rozwiaza.nia. za.da.nz matema.tyki z numeru 5/1991
Przypemina.my tresc uda.n:

~:U.(a) W gcigle wypukly gro.dko.wo.-symetryczny zbiór na plas~czytnie wpis~no. wie10.kat
gro.dko.wo.-symetryczny. Do.wieic, ze gro.dki symetrii o.bu figur pckrywaja sie·
(b) Dac przyklad gdgle wypukle go.ho.dkowo.-symetrycznego. zbio.ru w przestrzeni o.raz
wpisanego. weli gro.dko.wo-symetrycznego. wlelo.gcianu (nie zdegenero.wanego. do. wie10.kata) tak,
by gradki symetrii abu figur nie pakrywaly sie.

~~:l.Wyzntl.czy<!wnystkie co. najwyzej dwucyfrawe liczby n a nastepujacej wlasno.gci: dla
dawo.lnej liczby naturalnej m, której ostatnia cyfra jest jedynka, dwucyfro.wa ko.nc6wka liczby
nm jest identyczna zn. (Uwaga: 3= 03 itp.)
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222. Szukamy licsb naturalnych" < 100 spelniajacych dra kazdej liczby naturalnejk r6wnanie
"J01.+1 == " (mod lOO). csyIi

"(n1111. _ I} == O (mod lOO).

Zauwaimy, ze jeseli i\wiar;ek ten r;ac:hodD dla 1=1, to uchodzi dla wszystkichk natur.alnych
(bo lfczba niDA:- 1 dzieli sie pan "ID' - li). Zadanie Bpl!&wadzasie: do znalezienia wszystkich
licab n=lO:z+, (:z.Il E {O.l •..•• !)}l takich, ie •

(10. )

(1) 0== n(nlO - 1) = (10z + 11') L C:1(10zJiflil0~i - l . == (loz + ,),(,10 - l) (mod 100) .'. ,
1=0

Gdy, E {2,!, 7,8}. wÓ..-c:na 1'19== 4 (mod S), wiec prawa. strona (l) nie dzieli sie przez5;
brak roswil\Slln. Gdy., E {4, 6}, W6WUiaBfII10 - l =- 'liS (mad 100) i dla spelnienia zwiazku (l)
potrzeba iwystarcza, by n= 10%+, bylo liciba podziel'nrt p~ 4-
Gdy V E {1,9'},. w6wczas lfl.O - 1 =- El'(mod UlO) wiec: kaide :z:jeat dobre.
G.dy 11=5, wowaas .,10_1=- %4 (mod 100)i dla. spelnienia (l}. potneba i wystarcza,
by n=10z+S bylo liaiba podzielna przez2&.
Gdy ,=0, wówczas,10_1 == 99: (mod lOO)i €l) r;ac:hoasi t.ylko dla z=O.

Reasumujac: roswiau.niem J!ównama sa, w·s,e,pUie liczby n<lOO ma.i,ac:epostac 10j±11ub
2Oi±4 oraz liczby 00, 2S, 15.

!=44
~ ~

'11)'1
:1 l

Zadania z fizyki nr 123, 124
1:l3. Pudelko, z którego wychodza dwa przewody, zawiera
kondensator, opornik i cewke o pomijalnie malym oporze,
polaczone w nieznany sposób. Po przylozeniu napiecia
stalego stwierdzono, ze opór pudelka wynosi 100n, i taki
sam opór wykazuje ono w obwodzie pra,du przemiennego
bardzo wielkiej czestotliwosci. Po przylozeniu napiecia
sinusoidalnego modul impedancji (zawada) okazal sie
równy 50n przy czestotliwosci IDOHz i 80n przy
czestotliwosci 200 Hz. Narysowac schemat obwodu
i wyznaczyc wartaki L i C.

Redaguje Jerzy B. BROJAN

1:l4.. Ciecz lepka. wypelnia przestrzen pomiedzy dwoma
dlugimi cylindrami obracaja,cymi sie wokól wspólnej
osi, przy czym wewnetrzny cylinder ma promienrl
i predkosc katowaWl, a zewnetrzny - promienr:l
i predkosc ka,towaW2. Jakim wzorem wyraza sie zaleznosc
predkosci cieczy od odlegloscir od osi (rl <r<r:l)? Przyjac,
ze przeplyw jest stacjonarny (niezaleiny od c~asu)
i laminarny (tzn. "warstwowy", bez zawirowan).

Roswl~sanla sada6 s fbykl s numeru 5/1991

Przypominamy treafc zadan:

119. tr6dlo punktowe S o «wiatlo«ciI znajduje oie w odlegloofci '" od ooczewki okupiajacej
o ogniskowej /. za która w odlegloofci11 lezy ekran prostopadly do ooi optycznej. ZnaleU
natezenie oofwietlenia powierzchni ekranu (jej oofwietlonej cze«ci).

120. Dane 00. geotoof~cieczyp, jej napiecie powierzchniowe(1' i m•••a kropli m. Oznaczmy
przez "'m makoymalna predkoof~ katowa, jaka moina nada~ tej kropli wotanie niewazkoofci,

aby nie rozleciala oie. Wykazae!. ze "'m jeot proporcjonalna doyf!; i obliczye! lub ocenie!
orientacyjnie stala proporcjonalnoofci.

5

~
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119. Ponizsze rozwiazanie odnosi sie do przypadku, gdy obraz rzeczywistyS' znajduje sie
przed ekranem (ry8.1). Oznaczmy powierzchnie soczewki przez A. Kat brylowy, jaki tworzy
wiazka wychodzaca ze tr6dlaS i wchodll'aca do soczewki wynosi s~ , zatem strumien swiatla

tej wiazki je8t r6wny ~:. Po przejsciu prZez 80czewke wiazka skupia sie w punkcieS' J którego
odlegl04c z od 80czewki jest dana wzorem,

l l l . fz- + - = -, czyh z = --
z z f z-f

Kat brjlowy, wewnatrz kt6rego biegnie swiatlo po przejsciu przez soczewke, wyno8i ~.
Dlatego lIZ punktu widzenia ekranu· mozemy potraktowacS' jako tr6dlo punktowe
o swiatlosci l' zwiazanej zl wzorem

lA l'A
;i'--;2
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Roswl"sanle sadania M 607.
Zalózmy, co nie z.nlniejaza ogólnol!ci, ze
wielok,\t jest wypukly. Niech p b~dzie
prost'\ zawieraj1\C'\ jeden z boków,
q - prostopadla do niej. Mozna
teraz podzielic wielok,\t na trójka.ty
p6lprostynli al, a2"" l an.=b1.·.·, bn.
w taki sposób, by kazda z pólprostych
leza.cych w górnej pólplaszczyznie miala
swój prostopadly odpowiednik w dolnej
i na odwrót.

=0

Stad ot~ymujemy I' = 112/(z - !)2 i natezenie oswietlenia ekranu

_ I' _ 112E----------.
(II - z)2 (IIZ - I(z + 11))2

W przypadku obrazu rzeczywistego za ekranem lub pozornego rozumowanie rózni sie tylko
kilkoma szczególami, a wynik koncowy jest identyczny. Obowiazuje on takze dla soczewki
rozpraszaj acej - nalezy jedynie podstawic ujemna wartoscI·

120. Pierwszy punkt jest banalnym przykladem zastosowania analizy wymiarowej, gdyz
w zaleznosci

~m = I(m,u, p)

"iedyna funkcja 1spelniajaca zgodnosc wymiarów

!= 1 (k kg~)s g, s2' m3

jest funkcja 1= const· vu/m (brak zaleznosci odp). Wyznaczenie wartosci stalej jest
znacznie trudniejsze. Ponizej podajemy skrótowy opis pewnej numerycznej metody znalezienia
ksztaltu obracaj acej sie kropli i obliczenia szukanej stalej.

Rozpatrujemy stan równowagi kropli w ukladzie obracajacym sie, w którym wystepuje
przyspieszenie odsrodkowew2r, zatem "cisnienie odsrodkowe" jest równepw2rdr, a po

scalkowaniu! pw2r2 (gdzie r - odleglosc od osi obrotu). Cisnienie cieczy przy jej powierzchni

równowazy sie z cisnieniem blonki powierzchniowej, równymu (...!... + ...!...), gdzie RI i R2 saRI R2
to glówne promienie krzywizny blonki. Bryle o symetrii obrotowej wokól osiz przedstawimy
w przekroju (rys.2), wtedy jeden z tych promieni jest promieniem krzywizny otrzymanej
krzywej, czyli

l da
li; - ds '

gdzie da jest zmiana kierunku stycznej przy przesunieciu ds wzdluz krzywej. Drugi
z promieni jest zwiazany z krzywizna przekroju w plaszcz)U!nie prostopadlej do rysunku
i wynosi R2 = r/sina (por. tez w poradnikach matematycznych wzory opisujace krzywizne
powierzchni). Równanie opisujace ksztalt kropli ma zatem postac

l 2 2 (da sin a)
Po + - pw r = u - + -- ,. 2 ds r

gdzie Po - cisnienie na osi. Wybrawszy wartosci parametrów. Po,p, w i u oraz krok ds mozemy
scalkowac numerycznie powyzsze równanie od punktur = a = O do "równika" kropli, tzn.
punktu a = 11'/2. (Nb. zaleznosc a(r) mozna scalkowac analitycznie, ale i tak pozostanie do
scalkowania numerycznegoz(r)). Calkujac obliczamy jednoczesnie wielkosc 411'EZiriAri
- jest to podwojona objetosc czesci zakreskowanej na rysunku 3, czyli objetosc "brakujaca" do
walca.

Rys. 3

zz

Rys. 2

Niech r. oznacza dlugosc odcinkaOA"
" - dlugosc OB" a. - ka.t mi~dzy a,
i ai+1. Pole wielok,\ta wynosi

,,-ll".2 ~ sm a.(r.r'+l + ·.·.+d,
i=1

ale na mocy nier6wnosci Schwartza

r.ri+l + -'_"_+1 ~

~vrl + alvr?+l + 1J~+1'

Poniewai srednica wieloka.ta nie
przekracza 1, prawa strona jest nie
wi~k8Za niz 1.

,,-l

+ L ""+1 sin a.)
.=1

,,-l

P = ~(L r,r'+l sin a.+
t=1

Wtedy
,,-l

P < !. " sin aj.-2~
i=1

,,-l
Ponadto sina; ~ aj,E aj ~ fr/2, ska.d

1=1

p<!..~=~.
- 2 2 4

Uwaga. Oczywill'cie, wynik
pozo.staje w mocy dla dowolnej figury
O srednicy ~ 1. Trzeba wtedy obliczac
calki, ale dow6d jest znacznie prostszy.
Jaki?

Jesli na "r6wniku" mamy r= r1 i %= %10to mas~ kropli wyliczymy ze wzoru

m = p(2frr~%1 - 4frL rj%i~r;).

Tak wiec w naszej procedurze numerycznej masa jest funkcja. pozostalych parametr6w, w tym
cisnienia Po, choc z fizycznego punktu widzenia jest na odwrot: to Po }est funkcja innych
parametr6w, w tym masy.

Jak wynika z analizy wymiarowej, ksztalt kropli i wszystkie jej cechy sa. opisane przez jeden
bezwymiarowy parametr - innymi slowy, wystarczy zmieniac np. pa.rametrPO, nadajac wartosci
jednostkowe parametromw, f7 i p. Oznacza to, ze jednostka. cisnienia jestpl/3 f72/3 W2/3,
dlugoll'ci p-l/3f71/3W-2/3, a masy f7w-2• Jell'li wiec otrzymana masa ma warto,(c c, to

-2 l' . ~m = CfrW czy 1 W = V ;;.
Rachunki numeryczne prowadza do wniosku, ze maksymalna. wartoll'cia c jest 19,05,,jC = 4,365.
Wartoll'c te osiaga sie przy Po= -0,55, wtedy rl = 2,35, %1= 0,49.
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