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Skrét regulaminu

Kaidy moie nadsyla rozwiazania zadard = numeru n w terminie do korfica miesjaca

n + 3. Szkice rozswiazaf i amy w ze n + 4. Moina nadsyla¢ rozwiazania
caterech, trzech, dwéch lub jednego zadania (kaide na oddzielnej kartce), moina to robi¢

co miesiac lub z dowolnymi przerwami. Rozwiazania zadaf = matematyki i » fizyki nalesy
przesylaé w oddsielnych kopertach, umieszctajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub
Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali od 0 do 1 & dokladnodcia do 0,1. Oceng mnoiymy
przez wapblczynnik trudnodci danego zadania: WT = 4 — 35/N, gdzie S oznacza sumeg

ocen za rozwiazania tego zadania, a N — liczbe oséb, ktére nadeslaly rozwiazanie choéby
jednego zadania » danego numeru w danej konkurencji (M lub F) - i tyle punktéw otrzymuje
nadsylajacy. Po zgromadszeniu 44 punktébw, w dowolnym czasie i w ktérejkolwiek =z dwéch
konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyika punktéw jest zalicrana
do ponownego udzialu. Trzykrotne czlonkostwo — to tytul Weterana.

Szczegdlowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 7/1990.

Zadania g matamltykl nr 225, 226 Redaguje Marcin E. KUCZMA

225. Wyznaczy¢ wszystkie funkcje f okreélone na zbiorze 226. Niech ao,a1,as,... bedzie niemalejacym ciagiem liczb
liczb calkowitych nieujemnych, o wartodciach w tym dodatnich. Okreélamy ciag b, bsz,... wzorem:

samym zbiorze, spelniajace réwnanie

J(f(n)+ f(n)=2n+6 dla n=0,1,2,...

b,.=n—(53+“—‘-+...+3'£l).
a az An

Udowodni¢, e ciag (bn) jest zbiezny wtedy i tylko wtedy,
gdy ciag (an) jest zbieiny.

Zadanie 226 zaproponowal pan Lukasz Wiechecki z Legnicy.

Rozwiazania zadafi 2 matematyki z numeru 5/1991
Przypominamy treéé zadaf:

231. (a) W écifle wypukly érodkowo-symetrycany zbiér na plaszezyinie wpisano wielokat
drodkowo-symetryceny. Dowiedé, ke frodki symetrii obu figur pokrywaja sis.

(b) Da¢ prayklad écifle wypuklego érodkowo-symetrycznego sbioru w preestrreni oras
wpisanego werl frodkowo-symetrycznego wielodcianu (nie zdegenerowanego do wielokata) tak,
by #rodki aymetrii obu figur nie pokrywaly sig.

233. Wyznaczyé wsaystkie co najwyiej dwucyfrowe licaby n o nastgpujacej wiasnodci: dla
dowolnej licsby naturalnej m, ktérej ostatnia cyfra jest jedynka, dwucyfrowa koficéwka liczby
n™ jest identyczna s n. (Uwaga: 3 = 03 itp.)

221. (a) Oznacemy odpowiednio preez S i O érodki symetrii danych figur: écidle wypukiego
gbioru Z oraz wpisanego weri wielokata W. Wybieremy dowolng pare przeciwleglych

bokéw AB i CD wielokata W. Réwnoleglobok ABCD jest wpisany w figure Z, a2 S

jest jego érodkiem symetrii. Preypudémy, e O # §. Wéwceas jedna z preekatnych
rownolegloboku ABCD nie preechodei preez O; bee straty ogdlnodci mogna przyjaé, se punkty
O i B letg po réenych stronach prostej AC (rys. 1). Oznaczajac przez A', B!, C' obraszy
punktéw A, B,C w symetrii érodkowej wegledem O otrzymujemy drodkowo-symetryceny
szedciokat ABCA'B'C' wpisany w Z i nie edegenerowany do czworckata (co wynika ze écislej
wypuklodci sbioru Z). Punkt D, jako symetryceny do B wegledem srodka odcinka AC,
powinien lege¢ wewnatre tego szedciokata (rys. 2) — nie moie wiec lezed na brzegu figury Z;
sprrecznodé. Zatem O = §.

(b) Niech ¢ bedeie liczbg dodatnig réing od 1/2. Weimy pod uwage punkty

A= (“I!QIQ)! B = [Qr_l,Q}n C= (Q.q. _l-}|
A'= (lI_Qt_QJ! B': (“Q:lu"?)n C‘={MQ|_~QRI)9
0= (0,0,0}, 8= {1,1.1}.

Najmniejezy ebidr wypukly rawierajacy punkty A, B,C, A', B!, C' jest wielodcianem;
oenacemy go przez W. Punkt O jest jego érodkiem symetrii. Plaszczyzna ABC (o réwnaiu
z+y + z = 2¢ — 1 nie preechodsi przex O, a wigc W nie degeneruje sie do wielokata.

W tréjwymiarowe] preestrzeni kartegjariskiej weér
d((z,v, 2), (w,0,9)) = /jz - uf* + |y — 02 + |z~ w]?

okredla metryke, a kagda kula (w sensie tej metryki) jest zbiorem écidle wypuklym oraz
frodkowo-symetrycenym. Zauwaémy terae, ie

d(A,$) =d(B,5) =d(C,5) = /10— 69 + 692 — 2¢3 =:r,

d(A',8) =d(B",S) =d(C’,8) = {/2+6g+692 + 293 =: ¢'.

Jedli za ¢ preyjmiemy pierwiastek réwnania ¢° + 3¢ = 2, uzyskamy réwnoéé r = r'.
Wielodcian W jest wéwceas wpisany w pewng d-kule o érodku §, nie pokrywajacym
gie s O.
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223. Ssukamy licsb naturalnych n < 100 speilmiajacych dla kagdej liceby naturalnej k réwnanie
nl%+1 = n (mod 100), csyli

n(n!% — 1) = 0 (mod 100).
ZauwaEmy, ge jeieli swiazek ten zachodsi dla k=1, to sachodsi dla wseystkich k naturalnych
(bo liczba nl% — 1 dsieli si¢ praes n'? — 1). Zadanie sprowadsa si¢ do znalesienia wegystkich
licsb n=10z+y (z,y € {0,1,...,9}) takich, ie _

10

(1) 0=n(n'®-1)=(10z +y) (E (10) (10z)Fyto—7 - l) = (10z + y)(y'” — 1) (mod 100).
i=0 ?

Gdy y € {2,3,7,8}, wéwcsas y'® = 4 (mod 5), wigc prawa strona (1) nie dzieli sie przez 5;

brak roswiasai. Gdy y € {4,6}, wéwcsas yp'® — 1 = 76 (mod 100) i dla spelnienia zwiazku (1)

potrzeba i wystarcza, by n=10z+y bylo licgbg podsielng przes 4.

Gdy y € {1,9}, wéwczas y'° — 1 = 0 (mod 100) wigc kaide z jest dabre.

Gdy y=5, wowcsas y'%—1 = 24 (mod 100) i dla spelnienia (1) potreeba i wystarcza,

by n=10z+5 bylo licsba podzielng preez 25.

Gdy y=0, wéwczas y'°—1 = 99 (mod 100} i (1) sachodsi tylko dla z=0.

Reasumujgc: rozwigsaniem réwnania s wasystkie licsby n< 100 majace postaé 105+1 lub
205+4 orae liczby 00, 25, 75.

1-44 CS)IEH

Zadania 3 fizyki nr 123, 124 Medaguye Jeoy 5. BROJAN

123. Pudetko, z ktérego wychodza dwa przewody, zawiera
kondensator, opornik i cewke o pomijalnie malym oporze,
polaczone w nieznany sposéb. Po przyloieniu napiecia
stalego stwierdzono, fe opér pudetka wynosi 100 11, i taki
sam opér wykazuje ono w obwodzie pradu przemiennego
bardzo wielkiej czestotliwodci. Po prazyloieniu napiecia
sinusoidalnego modul impedancji (sawada) okazal sie
réwny 50 {1 przy czestotliwodci 100 Hz i 80 1 pray
czestotliwodci 200 Hz. Narysowad schemat obwodu

i wyznaczyé wartodei L1 C.

124. Ciecz lepka wypelnia przesirzefi pomigedzy dwoma
diugimi cylindrami obracajacymi sie¢ wokd! wspdlnej

osi, przy czym wewnetrzny cylinder ma promien r;

i predkoéé katowa w), a zewnetrzny — promief rp

i predkoéé katowa wy. Jakim wzorem wyraia sig zaleZnodé
predkodci cieczy od odleglodci r od osi (ri<r<r;)? Prayiaé,
Ze prieplyw jest stacjonarny (niezaleiny od ciasu)

i laminarny (tzn. ,warstwowy”, besz sawirowad).

Roswiasania sadath s fisyki s numeru 5/1991

Przypominamy tredé gadan:

119. Zrédlo punktowe S o fwiatlofci I znajduje sie w odleglodci £ od soczewki skupiajacej
o ogniskowej [, za ktéra w odleglofci y lety ekran prostopadly do osi optycenej. Znalefé
nateienie ofwietlenia powierschni ekranu (jej ofwietlonej czefici).

130. Dane sa gestodé ciecey p, jej napiecie powierachniowe o i masa kropli m. Osznaczmy
prees wq, maksymalng predkodé katowa, jaka moina nadaé tej kropli w stanie niewaikodci,

aby nie rosleciala sie. Wykazad, te wm jest proporcjonalna do 4/ £ i obliczyé lub ocenié

orientacyjnie stala proporcjonalnodei.

119. Ponigsze roswiazanie odnosi sie do preypadku, gdy obraz rzeczywisty 5' znajduje sie

preed ekranem (rys.1). Oznacemy powierechnig soczewki przez A. Kat brylowy, jaki tworzy
wiazka wychodsaca e frédia § i wchodzaca do soczewki wynosi ﬁ—, gatem strumieri dwiatla
tej wiazki jest réwny -L-Q- Po przejdciu prees socsewke wiagka skupia sie w punkcie S', ktérego
odleglodé z od soczewki jest dana wrorem

1
—+1=l czyli z= i

x5 z—f

Kat brylowy, wewnatrs ktérego biegnie dwiatio po preejdciu przer soczewke, wynosi ﬁ-

Dlatego .2 punktu widzenia ekranu” mogemy potraktowaé 5' jako #rédlo punktowe
o éwiatlodei I’ gwiazanej & I wezorem
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Roswinsanie sadania M 60T.
Zaldimy, co nie smniejsza ogdlnodci, e
wielokat jest wypukly, Niech p bedaie
prosts rawierajaca jeden s bokdw

g - prostopadia do niej. Moina
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Uwaga. Ocaywidcie, wynik
poroptaje w mocy dla dowolnej figury

o frednicy < 1. Trzeba wtedy obliczad
calki, ale dowdd jest snacznie prostazy.
Jaki?

Stad ot;symuiemy I' = If?/(z — f)? i natetenie odwietlenia ekranu
E= T - Lf*
-2 (vz-f(z+)?
W preypadku obrazu rzeczywistego za ekranem lub pozornego rozumowanie rézni sig tylko
kilkoma szczegdlami, a wynik koricowy jest identyczny. Obowigzuje on takie dla soczewki
rozpraszajacej — naleiy jedynie podstawi¢ ujémna wartodé f.

120. Pierwsey punkt jest banalnym preykladem zastosowania analizy wymiarowej, gdys
w palegnodci
Wm = f (ml o, P]
jedyna funkcja f spelniajacy zgodnodé wymiardw
1
1=s (s
2
jest funkcja f = const - y/o/m (brak zaleénosci od p). Wyznaczenie wartodci stalej jest

gnacznie trudniejsze. Ponizej podajemy skrétowy opis pewnej numerycenej metody znalezienia
ksztaltu obracajacej sig kropli i obliczenia szukanej stalej.

kg kg
87 ' m3

Rozpatrujemy stan réwnowagi kropli w ukladzie obracajacym sie, w ktérym wystepuje
przyspieszenie odérodkowe w?r, zatem ,ciénienie oddrodkowe” jest réwne pw?rdr, a po
scalkowaniu %pu’r’ (gdzie r — odleglodé od osi obrotu). Cisnienie cieczy przy jej powierzchni
réwnowaty sie & ciénieniem blonki powierzchniowej, réwnym o (Rl + Ri) , gdzie Ry i R3 g3
to gléwne promienie krzywizny blonki. Bryle o symetrii obrotowej lwokélaoai 2z przedstawimy
w przekroju (rys.2), wtedy jeden & tych promieni jest promieniem krzywizny otrzymanej
krzywej, ceyli
1 _da
Rh_l Tods’
gdzie da jest emiang kierunku stycenej przy preesunigciu ds wedlug kreywej. Drugi
¢ promieni jest ewiazany & krzywizng przekroju w plaseczygnie prostopadiej do rysunku
i wynosi B3 = r/sina (por. te w poradnikach matematycenych weory opisujace kreywizne
powierzchni). Réwnanie opisujace ksztalt kropli ma zatem postad
) T A da  sina
pn+§pwr _o(da+ z ),
gdeie pg — cidnienie na osi. Wybrawssy wartodci parametréw po, p,w i o orae krok da mozemy
scalkowaé numerycenie powygsze réwnanie od punktu r = a = 0 do ,,réwnika" kropli, tzn.
punktu @ = x/2. (Nb. zaleinoéé a(r) mokna scatkowaé analitycenie, ale i tak pozostanie do
scatkowania numerycznego z(r)). Calkujac obliczamy jednoczednie wielkodé 4x 2 ziriAr;
— jest to podwojona objetodé czedci rakreskowanej na rysunku 3, czyli objetodé ,brakujaca” do
walca,

Z4

r ry r

Rys. 2 Rys. 3

Jefli na ,réwniku" mamy r = r; i 2z = z;, to mase kropli wyliczymy ze wzoru
m= p(‘lﬂ'rzz; — 4m E rixiAr).

Tak wiec w naszej procedurze numerycznej masa jest funkcja pozostalych parametréw, w tym
cidnienia po, cho¢ z fizycznego punktu widzenia jest na odwrot: to po jest funkeja innych
parnmetrﬁw, w tym masy.

Jak wynika z analizy wymiarowej, ksztalt kropli i wazystkie jej cechy sa opisane prazez jeden
beswymiarowy parametr — innymi slowy, wystarcasy zmieniaé np. parametr po, nadajac wartodci
jednostkowe parametrom w, o i p. Osnacza to, fe jednostka cidnienia jest p”" ,31‘3”71’3‘
dlugodci p~ 202w =3/2 a masy ew™2. lefli wiec otrzymana masa ma wartodé ¢, to

-3 : ca
m=cow ~, cavli w=

m

Rachunki numeryczne prowadza do wniosku, #e maksymalna wartodcia ¢ jest 19,05, ‘/E= 4,365.
Wartodé te osiaga sig prey po = —0,55, wtedy ry = 2,35, 2, = 0, 490.
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