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Skrót regulaminu
Kazdy moze nadsylac rozwiazania zadan z IlUIllerun w ternlinie do konca Illiesiaca
n + 3. Szkice rozwiazan zamieszczalny w nUlllerze n + 4. Mozna uadsyJaf rozwiazauia
Cl.terech, trzech, dw6ch lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), moi.na to rohic
('o Illiesiac lub z dowolnYlui przerwalui. Rozwiazania zadal'!. z luatc.luatykii 'l. fizyki ualcz.y
(lr7.esylac w oddzielnych kopertach, umieszo.ajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub
Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali odO do l z dokladno~cia do0,1. Oune mnozymy
przez wsp6lczynnik trudnosci danego zadania:WT = 4 - 3S/N, gd7.ieS 07.11aO.asume
l)cen 702·rozwiazania tego 1.aUallia, aN liczbe osób, które nadeslaly rozwia:t.auie cho<'by
jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F) - i tyle punkt6w otn.ymuje
nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktów, w dowolnym czasie i w którejkolwiek z dw6ch
konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka punktów jest zaliczana
do ponownego udzialu. Trzykrotne czlonkostwo - to tytul Weterana.
Szczeg610wy regulamin zostal wydrukowany w numerze 7/1990.

Zadania z matematyki nr 223, 224 Redaguje Marcin E. KUCZMA

223. W trójkacie ABC kat wewnetrzny przy
wierzcholku C ma miare trzykrotnie wieksza niz kat
wewnetrzny przy wierzcholku A, Dowiesc, ze wysokosc
opuszczona z wierzcholka C jest krótsza niz polowa
boku AB.

224. Liczba naturalna n > l jest dzielnikiem liczby p-l,
gdzie p jest dzielnikiem pierwszym licz byn3 -1. Znalezc

zwiazek miedzy p i n (w postaci równosci wielomianowej).

Zadanie 224 zaproponowal pan Henryk Pawlowski
z Torunia.

Rozwiazania zadan z matematyki z numeru 4/1991
Przypominamy tresc zadan:

~(k-l)"~19. Niech x.,= ~ k- dla n=2, 3, 4, ...
k=]

jest zbiezny?

Czy ciag (x •• /n)

220. W tr6jka,t ABC wpisano okrag 8tyczny do haków tego
tr6jka,ta w punktach P, Q, R. Miary kat6w tr6jkata ABC
r6wne saOl, p, "(; miary kat6w tr6jka,ta PQR wynosza Ol', p',
-r'. Dowiesc, ze

sin er ~in{3 siU1 ::; sin u' siu p' si'u "fI.

(2)
n

natomiast 2: bnk jest suma Riemanna funkcji ciaglej
k=l

dla dostatecznie duzychn; wynika to ze zwiazków (5), bowiem
m jest ustalone. Równosc (2) jest tym samym udowodniona.
Zauwazmy teraz, ze

220. Mozemy przyjac, ze punktyP, Q, R leza odpowiednio
na bokach BG, GA, AB, oraz zea, 13, "f, a', 13', "f' sa
odpowiednio miarami katówA, B, G, P, Q, R rozwazanych
trójkatów. Mamy wiec równosc

n n

Xn '\' ""';- L-t ank - L-, ank ;
k=2 k=l

f(x) = {~-IIZ

(6)

dla X E (O; 1) ,
dla x = O,

odpowiadajaca podzialowi przedzialu(O; l) na n równych czesci.
l

Graniczna wartoscia tej sumy (przyn -> (0) jest calka f f(x)dx.
o

Na mocy (l), (2) i (6) ta sama liczba jest tez granica badanego
ciagu (xn/n). Jej przyblizona wartosc: 0,1484955 ... (Liczba
ta dopuszcza i inne przedstawienia calkowe, ale nie wyraza sie
przez funkcje elementarne i znane stale.)

Wobec tego

1( 1 I)n
ank < bnk < - 1 - - + -n k k2

lim '\' Cnk = O.n-()() L..,;
k=l

W nierównosci 1 - t < e-t < 1 - t + t2 (dla t>O) podstawiamy
t=l/ k i podnosimy wszystkie trzy czlony do n-tej potegi.
Otrzymujemy zwiazki

219. Badany ciag jest zbiezny. Dowód: przyjmijmy

1 ( 1) n 1 -nik(1) ank = - 1 - - , bnk = -e ,Cnk = bnk - ankn k n
dla n ~ k ~ 1. Wykazemy, ze

Stad

(3) 0< Cnk < <I>(13k) - <I>(ak) ,

. In 1 l I
gdZIe <I>(t) = -t , ak = 1- -, 13k = 1- - + - .n k k k2

Zgodni"! z twierdzeniem Lagrange'a,<I>(13d - <I>(ak) =
= (1/ k2)<I>'( €) = €n-l / k2 dla pewnego €E(ak; 13k)' Stad i z (3)

l ( l 1 ) n-l(4) O < C k < - 1 - - + -" k2 k k2

L Cnk < L Cnk + L k\ < L Cnk + e < 2e
k=l k=l k=m+l k=l

ostatnia relacja graniczna wynika dlak~2 z oszacowania (4),
a dla k=l - wprost z definicji (l).

00

Ustalmy e>O oraz taka liczbe naturalna m, ze2: 1/k2<e
k=",+l

(mozemy to zrobic, bo szereg2: 1/k2 jest zbiezny). Zatem

(5) oraz lim cnk = O (dla kazdego k); 180° =tLBPRI + ILRPQI + ILQPGI =

l l
=2(180° - 13) + a' + 2(180° - "f).

Stad a'=(13 + "f)/2, a zatem

. , . (13 "f) . 13 "f 13 . "f >
S1l1 a = S1l1 - + - = 5111 - cos -- + cos - S1l1 -

2 2 2 2 2 2-

.13 "I 13·"1/'13'5111 - COS - cos - S1l1 - = V S1l1 S1l1 "I2 2 2 2

i analogicznie sin 13'~~sin "f sin~, sin"I'~ vsin asin 13· Mnozac
stronami te trzy nierównosci uzyskujemy teze zadania.
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Redagufe Jerzy B. BROJANZadania z fizyki nr 121, 122

121. Astronauci podrózujacy rakieta w przestrzeni kosmicznej nagle wykrywaja pocisk
znajdujacy sie w odleglosci r i poruszajacy sie wprost w ich kierunku z predkoscia
(wzgledna) tJ. Pocisk nie ma napedu i jest zaprogramowany tak, ze wybucha w chwili
najwiekszego zblizenia do rakiety. W jakim kierunku astronauci powinni skierowac
dysze silnika, aby minimalna odleglosc od pocisku miala wartosc maksymalna?
Przyjac, ze rakieta z wlaczonym silnikiem porusza sie ze stalym przyspieszeniema.
Zalózmy teraz, ze pocisk nie wybucha, ale wysyla promienie"t. Czy opisany powyzej
optymalny kierunek dyszy gwarantuje takze pochloniecie najmniejszej dawki?

122. W obwodzie przedstawionym
na rysunku wszystkie zaróweczki sa
jednakowe. Jakim wzorem wyraza sie
zaleznosc pradu przeplywajacego przez
zaróweczke od przylozonego napiecia,
jesli zaróweczka A pali sie tak samo
jasno jak B, przy kazdym nastawieniu
potencjometru?

., , , ,- -
I I

Rozwiazania zadan z fizyki z numeru 4/1991
Przypominamy trelfc zadan:
117. Jaka jest maksymalna mozliwa wartoU sprawnosci
przekladni slimakowej (rys.). jesli wspólczynnik tarcia zebów jest
równy f?

118. W przedstawionym obwodzie suwak przesuwano wzdlu1.
opornika R3 - R. do uzyskania minimum dtwieku. Wykazac,
ze na og6l dtwiek nie zanika calkowicie przy zadnym polozeniu
suwaka. Jaki warunek UlUBi byc spelniony, aby dtwiek zaniki'!

118. Gdy glosnik nie daje zadnego sygnalu, nie przeplywa
przez niego zaden prad i nie ma tez na nim zadnego napiecia,
tzn. napiecia w górnej galezi równaja sie odpowiednim
napieciom w dolnej galezi:

kola - F%Ax. Stosunek tych dwóch wyrazen jest sprawnoscia
przekladni '1.

F%Ax cos 4>- h sin 4> sin 4> sin 24>+ h(cos 24>- l)
'1 - --- - ------ . -- - ---------

- FyAII - sin 4>+ h cos 4> cos 4>- sin 24>+ h(cos 24>+ l)
Sprawnosc jest tym wieksza, im mniejsze jesth, zatem
w optymalnym przypadku 8=0, h=f. Aby obliczyc optymalna
wartosc 4>,korzystnie jest przeksztalcic

-'!.L = sin24>+ f(cos24> + l)1-'1
i teraz przyrównac pochodna wzgledem 4>do zera. Ostatecznie

otrzymujemy tg24>= -} i

.J1+i2 - f

.J1+i2+ f'
'1maz =

(2)

(1)

UL1R1 = UR, , UL,R, = UR •.

Znikanie napiecia na glosniku zachodzi tylko wtedy, gdy
powyzsza równosc dotyczy zarówno amplitud, jak i faz napiec.
Zastosujmy wiec metode liczb zespolonych i podstawmy
zespolone zawady cewek i podzielmy równania stronami

Llwi + RI = Ra
L2wi + R2 R.

Rozpatrujac oddzielnie czesc rzeczywista i urojona lewej strony
dochodzimy do warunku

LI = RI = Ra
L2 R2 R.

Konieczny jest wiec nie tylko dobór odpowiednich wartosci
Ra i R., lecz takze spelnienie lewej równosci (2) (oczywiscie,
równanie (1) moze byc spelnione takze przyRl = R2 = O).

11'T. Przyjmijmy, ze os obrotu pierwszego kola (napedowego)
pokrywa sie z osiax. a os obrotu drugiego kola - z osiaII;
wtedy w punkcie zazebienia zeby pierwszego kola poruszaj a sie
w kierunku osiII. a zeby drugiego - w kierunku osix. Oznaczmy
przez n jednostkowy wektor prostopadly do plaszczyzny
zetkniecia sie zebów obu kól:

n= (cos8cos4>, cos8sin4>, sine),

tzn. kat 4>wskazuje nachylenie zebów w plaszczyznieXII.

a kat e opisuje odchylenie w kierunku trzeciej osi z. Jesli
Ali oznacza male przesuniecie zebów pierwszego kola, a Ax
- drugiego. to wektor przesuniecia wzglednego (poslizgu) bedac
róznica wektorowa tych przesuniec jest dany wyrazeniem

t = (Ax, -Ali, O)

i musi byc prostopadly do wektora n. Stad
Ax
- = tg4>.
Ali

Sile wzajemnego oddzialywania zebów F= (F%, Fy, F.) mozemy
rozlozyc na skladowa normalna Fn= (F· n)n i skladowa
styczna F.t = F - F n. Poniewaz F.t jest równolegla do
wektora t, wiec sila ta nie ma skladowej z, czyliF. = (F· n)n •.
Korzystajac z tego zwiazku mozemy obliczyc dlugosc wektorów
Fn i F.t eliminujac z równan F•.

Fn = IF. ni = jF%n% + Fynyl, F.t = IFyn% - F%nyl
vn2+n2 vn2+n2:c y z y

Stosunek F.t/Fn jest wspólczynnikiem tarciaf. Gdy
pierwsze kolo jest napedowe, a drugie odbiera energie, nalezy
podstawiajac tu otrzymane wyrazenia naFn i F.t pominac
moduly. Dalsze przeksztalcenia prowadza do wzoru

F-F cos 4>- h sin 4> d' h _ f
% - Y • gZie - --

sin 4>+ h cos 4> cos e

(przekladnia moze dzialac tylko wtedy, gdy licznik jest dodatni).
Praca kola napedowego jest równaFyAII, a praca drugiego
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