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Skrét regulaminu

Kazdy moie nadsylaé rozwiazania zadand 2 numeru n w terminie do kotica miesiaca

n+ 3. Szkice rozwiazai zamieszczamy w numerze n + 4. Moina nadsylad rozwiazania
® caterech, trzech, dwéch lub jednego zadania (kaide na oddzielnej kartee), moina to robid

oo miesiac lub z dowolnymi przerwami. Rozwiazania zadad z wmatematyki i » fizyki nalesy

praesyla¢ w oddzielnych kopertach, umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub

— Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali od 0 do 1 & dokladnodcia do 0,1. Oceng mnoiymy
prees wspblezynnik trudnodei danego zadania: WT = 4 — 35 /N, gdzie S5 oznacza sumeg
. wen e roswiszania tego zadania, a N - liczbe 0sdb, ktdre nadestaly rozwiagzanie chofby

jednego zadania » danego numern w danej konkurencji (M lub F) - i tyle punktéw otraymuje
nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktow, w dowolnym crasie i w ktérejkolwiek » dwéch

Teronun nadsylania rozwinzani:
30 XI 1991

Zadania z matematyki nr 223, 224

223. W tréjkacie ABC kat wewnetrzny przy
wierzcholku C ma miare trzykrotnie wieksza niz kat
wewnetrzny przy wierzchotku A. Dowiedé, ze wysokodé
opuszczona z wierzcholka C jest krétsza nii polowa
boku AB.

Rozwiazania zadan z matematyki z numeru 4/1991
Przypominamy treéé zadan:

n
i E=LY" : =
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219. Badany ciag jest zbiezny. Dowdd: przyjmijmy
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W nierdwnodci 1 — ¢ < e™! < 1 — ¢t + 2 (dla t>0) podstawiamy
t=1/k i podnosimy wszystkie trzy czlony do n-tej potegi.
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ostatnia relacja graniczna wynika dla k>2 2 oszacowania (4),
adla k=1 - wprost z definicji (1).
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(mozemy to zrobi¢, bo szereg E 1/k? jest zhieiny). Zatem
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konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiemm Klubu 44, a nadwyika punktédw jest zaliczana
do ponownego udzialu. Traykrotne czlonkostwo — to tytul Weterana.
Szeregdlowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 7/1990.

Redaguje Marcin E. KUCZMA

224. Liczba naturalna n > 1 jest dzielnikiem liczby p—1,
gdzie p jest dzielnikiem pierwszym liczby n®—1. Znaleié
swigzek miedzy p i n (w postaci réwnosci wielomianowej).
Zadanie 224 zaproponowal pan Henryk Pawlowski

z Torunia.

220. W trdjkat AB( wpisano okrag styczny do bokdw tego
tréjkata w punktach P, @, R. Miary katéw trédjkata ABC
réwne sa a, #, 7; miary katéw trdjknta PQR wynosza a', 7',

". Dowiedé, ie

sin @ sin B siny < sina’ sin #’ siny’ .

dla dostatecznie duzych n; wynika to ze zwiazkdéw (5), bowiem
m jest ustalone. Réwnodé (2) jest tym samym udowodniona.
Zauwazmy teraz, ze

n n
z -
(8) == E Gnk = E Qnk ;
n
k=2 k=1

natomiast E bnk Jest suma Riemanna funkcji ciagle]
k=1
= 1/1 *
f{ZJZ{e dla z € (0;1),
0 dlaz=0,
odpowiadajaca podziatlowi przedziatu (0; 1) na n réwnych czedci.
1
Graniczng wartoscig tej sumy (przy n — oo) jest caltka f f(z)dz.
0
Na mocy (1), (2) i (6) ta sama liczba jest tez granicy badanego
ciagu (zn/n). Jej preyblizona wartosé: 0,1484955... (Liczba
ta dopusecza i inne przedstawienia calkowe, ale nie wyraza sie
przez funkcje elementarne i znane stale.)

220. Mozemy przyjaé, ze punkty P, @, R leig odpowiednio
na bokach BC, CA, AB, oraz ze &, 8, 4, ', B', 7' s3
odpowiednio miarami katéw A, B, €, P, @, R rozwazanych
tréjkatow. Mamy wiec rownosé

180° =|ZBPR| + |LRPQ| + |LQPC| =
:%(130" —B)+a'+ ;-(180° —q).
Stad a'=(F + v)/2, a zatem
B 1) B+ g

sina’' = sin (—+ — | = sin —cos — +cos—uin1 =
2 2 2 2 2 2

=2 sirtE4.'.=;l53v.'.c.'rsgain1 = y/sinBsin~y
2 2 2 2z

i analogicznie sin 8'> \/sin ~sina, siny'>+/sin asin 3. Mnozac

stronami te trzy nieréwnosci uzyskujemy teze zadania.




Zadania z fizyki nr 121, 122

Redaguje Jerzy B. BROJAN

121. Astronauci podrézujacy rakieta w przestrzeni kosmicznej nagle wykrywaja pocisk
znajdujacy sie w odleglodci r i poruszajacy sie wprost w ich kierunku z predkoscia
(wzgledna) v. Pocisk nie ma napedu i jest zaprogramowany tak, e wybucha w chwili
najwiekszego zblizenia do rakiety. W jakim kierunku astronauci powinni skierowaé
dysze silnika, aby minimalna odlegloéé od pocisku miata wartodé maksymalna?
Przyjad, e rakieta z wlaczonym silnikiem porusza sie ze stalym przyspieszeniem a.

Zalézmy teraz, Ze pocisk nie wybucha, ale wysyla promienie 4. Czy opisany powyzej
optymalny kierunek dyszy gwarantuje takze pochloniecie najmniejszej dawki?

122. W obwodzie przedstawionym
na rysunku wszystkie zaréweczki sa A

jednakowe. Jakim wzorem wyraia sie
zaleznodé pradu przeplywajacego przez
zaréweczke od przyloionego napiecia, o=
jedli Zaréweczka A pali sie tak samo o

jasno jak B, przy kaidym nastawieniu @

potencjometru?

Rozwiazania zadan z fizyki z numeru 4/1991
Przypominamy tredé zadani:
117. Jaka jest maksymalna moiliwa wartodf sprawnodci

prrzekladni dlimakowej (rys: ). jedli wapdlczynnik tarcia zebdw jest
réwny f7

117. Preyjmijmy, ze 0s obrotu pierwszego kota (napedowego)
pokrywa sie 2 osig =, a o obrotu drugiego kola — z osig y;
wtedy w punkcie zaz¢bienia z¢by pierwszego kola poruszajg sie
w kierunku osi y, a geby drugiego — w kierunku osi z. Oznacamy
przez n jednostkowy wektor prostopadly do plaszczyzny
zetknigcia sig¢ zebdéw obu kél:
n = (cos® cos¢, cosOsing, sinO),
tzn. kat ¢ wskazuje nachylenie zegbéw w plaszczygnie zy,
a kat © opisuje odchylenie w kierunku trzeciej osi z. Jedli
Ay oznacea male przesunigcie zebdéw pierwszego kola, a Az
- drugiego, to wektor przesunigcia wzglednego (poélizgu) bedac
régnicy wektorows tych preesunigé jest dany wyrazeniem
t = (Az,—Ay,0)

i musi by¢ prostopadly do wektora n. Stad

Az

— =t :

Ay g¢
Sil¢ wzajemnego oddzialywania z¢béw F = (Fy, Fy, F;) mogemy
rogloiyé na skladows normalng Fn = (F - n)n i skladowg
styceng Fyt = F — F,,. Poniewag Fg¢ jest réwnolegla do
wektora t, wigc sila ta nie ma skladowej z, ceyli F;: = (F - n)n..
Korzystajac z tego ewiazku mozemy obliczyé diugodé wektordw
Fn i Fat eliminujac & réwnan F,.

= [Farz + Fyny| = |Fy“1_F1"y|_

Stosunek F,./F, jest wspélcgynnikiem tarcia f. Gdy
pierwsze kolo jest napedowe, a drugie odbiera energie, nalezy
podstawiajge tu otreymane wyrazenia na Fy, 1 F,¢ pomingé
moduly. Dalsze przeksztalcenia prowadzg do wzoru
yc,m¢—hsm¢. glsie B= 7

sing + hcos¢ cos ©
(preekladnia moze dziataé tylko wiedy, gdy licenik jest dodatni).
Praca kola napedowego jest réwna Fy Ay, a praca drugiego

F, =|F -n| F,

F: =F,

15

118. W przedstawionym obwodzie suwak przesuwano wadlun
opornika Ry — Ry do ueyskania minimum déwigku. Wykazad,
te na ogdl diwick nie zanika calkowicie pray tadnym pologeniu
suwaka. Jaki warunek musi by¢ spelniony, aby dfdwick zanikl?

kota — Fy; Az. Stosunek tych dwdch wyrazen jest sprawnodcia
przekladni n.

_ F:Az _ cos¢ — hsing _Bing _ sin2¢ + h(cos 2¢ — 1)
- FyAy - sing + hcos¢ cos¢ B sin 2¢ + h(cos 24 + 1)
Sprawncéc jest tym wieksza, im mniejsze jest h, zatem

w optymalnym przypadku ©=0, h=f. Aby obliczyé optymalng
wartosé¢ ¢, korzystnie jest przeksztalcié

n

li =sin2¢ + f(cos2¢ + 1)
=N

i teraz preyréwnadé pochodng wegledem ¢ do pera. Ostatecenie
otrzymujemy tg2¢ = } i
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118. Gdy glodnik nie daje adnego sygnalu, nie preeplywa
prezez niego zaden prad i nie ma tes na nim gadnego napigcia,
ten. napiecia w gdérnej galeei réwnajg sie odpowiednim
napieciom w dolne) galezi:

UL; R, = UR; ' UL,R: = UR‘ .

Znikanie napigcia na glodniku zachodzi tylko wtedy, gdy
powyzsza rownosé dotyczy zaréwno amplitud, jak i faz napieé.
Zastosujmy wiec metode liczb zespolonych i podstawmy
gespolone zawady cewek | podezielmy réwnania stronami

Lawi+ Ra Ry
Rozpatrujac oddzielnie czedé rzeczywists i urojong lewej strony
dochodzimy do warunku
(2) % = % = % .
2 2 4
Konieczny jest wiec nie tylko dobdr odpowiednich wartodci
R3 i Ry, lecz takze spelnienie lewe]j réwnosci (2) (oczywidcie,
réwnanie (1) moze by¢ spelnione takze prey R, = Ry = 0).



