Jeden krok w przéd, kilka do tyhu...

Swietnie znana ze szkoly zasada sndukcji matematycznes

méwi, ze jesli w twierdzeniu o liczbach naturalnych

speinione sa dwa warunki:

1) twierdzenie prawdziwe jest dla no,

2) z prawdziwodci twierdzenia Ty wynika prawdziwodé
twierdzenia Tk+1(Vk > no), to twierdzenie T, prawdziwe
jest dla dowolnego n wiekszego lub réwnego no.

Zasada ta ma wiele odmian (np. gdy pokazujemy
implikacje Tk => Tk+2, pierwszy krok trzeba wtedy
sprawdzi¢ dla dwéch kolejnych liczb). Chcialbym tu
przedstawié jedna z rzadziej spotykanych odmian indukeji,
tzw. indukcje wsteczna,.

Jej gléwna mysl polega na zastapieniu implikacji
Ty=>Tk+1 implikacjg Tk =>Tk—1. Niekiedy jest to znacznie
latwiejsze niz postepowanie zgodne ze ,zwykla” zasada
indukeji. Przykladem twierdzenia, dla ktérego tak jest,
jest nieréwnoéé Cauchy-Riemanna (miedzy érednia,
arytmetyczng a geometrycma,}.

Jezeli ay,az,...,6n 3G liczhami rzeczywistymi dodatnimi, to

Vﬂ'l—..—a<al+...+l‘ln

n

Udowodni¢ te nieréwnoéé za pomoca ,zwyklej” indukeji
nie jest tatwo. Natomiast nietrudno jest wykazaé, ie

z prawdziwodci twierdzenia dla n wynika prawdziwodé
twierdzenia dla n — 1.

Niech bowiem ay,...,a,—1 beda liczbami dodatnimi.
Prazyjmijmy
Qn = “'-{/41 *ese*Op—1 -
Korzystajac z prawdziwodcei twierdzenia dla n mozemy
napisaé:
gr+ ...+ 8n

n
Wiemy, i€ @1 + ...  Gn—y = al™},

czyli Git..-Fany 2/an-1 4, = an, co po prostych
przeksztalceniach daje nam Zadana nieréwnosé.
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Oczywiscie, taka indukcja wsteczna nie dowodzi
prawdziwodci twierdzenia dla dowolnej liczby naturalnej,
a jedynie tego, Ze jezeli twierdzenie jest prawdziwe dla
pewnej liczby naturalnej, to i dla wszystkich liczb od niej
mniejszych. Mozemy wiec wykonywaé drobne kroczki
do tyhi. Potrzebna nam jest jeszcze mozliwodé robienia
duzych krokéw w przéd, czyli wykazanie, Ze istnieja
dowolnie duze liczby naturalne, dla ktérych twierdzenie
jest prawdziwe. W naszym przypadku najlatwiej jest
sprawdszi¢ implikacje Ty = Tan. Nie moiemy jednak
zapomnieé o pierwszym kroku — sprawdimy zatem
prawdziwodé twierdzenia dla n = 2.
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— To wszystKo bardzo cieKawe, Pitagorasie, ale czy dzigki
temu znajde jakgs prace?
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Niech a1, a2 beda liczbami dodatnimi. Wiemy,

ge (/a1 — \/a_;')z > 0, czyli po prostych przeksztalceniach
a1+a2>2,/a1,az, 2 to po podzieleniu przez 2 daje zadana
nieréwnos¢.

Zaléimy teraz, e twierdzenie jest prawdziwe dla pewnej
liczby n. Zbadamy jego prawdziwodé dla liczby 2n.

Niech ay,...,a3n beda liczbami dodatnimi. Przyjmijmy

bk=w, ck=+/G2k—1 - G2k, dla k=1,2,...,n.
Wiemy, e ck < be dlak=1,...,n.

Zauwaimy, e a1 ... 0an = {C1' ... Cn.
Poniewaz twierdzenie jest prawdziwe dla n, wiec .

i+ ...+ ¢n
n

€1 o0 CnS . Zatem podsumowujac

otrzymujemy
ams Ci1 4 iust Cn
n
< by +...4+ ba = a4+ ...+ zn
o n 2n
a to chcielismy wykazad.
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Dokladne wykazanie, ze z poczynionych uwag wynika
prawdziwoéé twierdzenia, pozostawiamy dociekliwemu
Czytelnikowi. Zauwaimy, ie druga czedé dowodu

mozna poprowadzi¢ w inny sposéb; zamiast wykazywad,
ie z prawdziwodci twierdzenia dla n wynika prawdziwodé
twierdzenia dla 2n, wystarczy wykazaé, ze z prawdziwodci
twierdzenia dla n wynika prawdziwodé twierdzenia dla
jakiejkolwiek liczby naturalnej wigkszej od n (np. dla
n+5,17n° + 26n? + 32 czy n!+ 1991).

Indukcje wsteczna mozna stosowaé do dowodu wieln
innych twierdzeri. Moze Czytelnikom uda sie znaleié jakied
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