Dwa zegarki i calkiemm powazna fizyka

Pawet KRAWCZYK

Czestym elementem filmdéw sensacyjnych jest scena nastawiania
zegarkéw na te sama godzine, czyli, jak méwimy fachowo, ich
synchronigacji. Gdy wszyscy posiadacze zegarkéw znajduja sie
razem, jest to dziecinnie proste. Czy mozna jednak calkowicie
zsynchronizowaé dwa zegarki odlegle od siebie? Aby odpowiedzieé
na to pytanie, wczujmy sie w role pilotéw kosmicznych, blizniakéw
Jacka i Placka, siedzacych za sterami swych rakiet, znajdujacych

sie na przeciwleglych krafcach rozleglego kosmodromu. Dostali oni

odpowiedzialne zadanie doéwiadczalnego sprawdzenia szczegbdlnej

teorii wzglednodci. Nasi piloci maja wystartowaé dokladnie

w tym samym momencie i utrzymujac caly czas szyk liniowy

(rakieta Jacka z przodu, rakieta Placka dokladnie za nia — patrz

rysunek) i stala odleglod¢ lecieé pelna moca silnikéw przez 24

godziny czasu pokladowego. Po wylaczeniu silnikéw bracia

maja poréwnaé wskazania swych zegarkéw. Zakladamy, ze ruch

z wlaczonymi silnikami odbywa si¢ z przyspieszeniem, po ich

wylaczeniu zad ze stala predkodcia. Zadanie wydawalo sie trywialne:

c6z prostszego jak utrzymaé stala odlegloéé, gdy dysponuje

gie, jak na bliéniakéw przystalo, identycznymi rakietami. Ale,

o zgrozo, bracia wykryli podczas radiowej pogawedki tuz przed

startem, ze zegarek Jacka pokazuje 11:29, a Placka — 11:30.

— Nastaw swéj zegarek na 11:30, Jacku — powiedzial Placek —

i wszystko bedzie w porzadku.

— To na nic — odpowiedziat Jacek — nasza rozmowa przenoszona jest
przez fale radiowe, ktére potrzebuja troche czasu, aby dotrzeé od
ciebie do mnie. W ten sposéb mdj zegarek wskazywalby zawsze
nieco wczedniejsza godzine niz twdj.

- Ech - westchnal Placek — gdyby bylo wiecej czasu, po prostu
przyszedibym do ciebie i latwo moglibysmy zsynchronizowad nasze
zegarki.

— Zapominasz, ze czas plynie inaczej w poruszajacych sie ukladach
odniesienia. Wracajac do swojej rakiety popsulbys$ synchronizacje.
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W tym momencie Jacek uswiadomil sobie, ze pomyst Placka ze
spacerem nie byl taki zly. Trzeba tylko, zeby Placek zostawil swéj
zegarek 1 w momencie wyjécia rzucil nan okiem.
— Podréz do mnie — pomyélal Jacek — zajelaby mu czas At
iz powrotem tyle samo. Wystarczyloby, seby bedac u mnie
zapamietal wskazanie mojego zegarka, a po powrocie do siebie
sprawdzil, ile czasu trwala ta wyprawa. Powinien natychmiast
nastawi¢ swéj zegarek na zapamietana godzine plus polowa czasu
trwania wycieczki. Tak, to jest wladnie to.

Jacek natychmiast wyjasnil swoje rozumowanie Plackowi:

~ Wprawdzie nie ma czasu na spacery, ale mozemy zalatwié to
za pomoca fwiatla. Ma to te dodatkowa zalete, 3¢ w dowolnym
ukladzie odniesienia §wiatlo porusza sie zawsze ze stala predkoscia
i czas jego przejécia od ciehie do mnie i z powrotem bedzie na
pewno taki sam. Wysdlij wiec do mnie impuls §wiatla, a ja go
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czasoprzestrzeni
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Waeapélczedni twierdzili, ze Einstein byt
miernym, zeby nie powiedzie¢ marnym,
matematykiem. Bylo to paradoksalne,
albowiem od niego wladnie pochodzi
koncepcja, ze struktura fizyki teoretycznej,
nowoczesnej fizyki teoretycznej, jest

taka sama jak struktura matematyki.
Pojecia, jakimi zajeta sie fizyka teoretyczna
przelomu stuleci, maja matematyczny
charakter, s3 bowiem niezmienne

- twierdzil Einstein. Fizyka zaczela
zajmowad sie wtedy czasteczkami,
atomami, czastkami elementarnymi.
Czasteczki, powiedzmy, wody 83 jednakowe

tak bardzo, jak moga jednakowe byé tylko

np. tréjkaty réwnoboczne. Co wiecej,

po rozbiciu ich na czeéci | ponownym
polaczeniu otrzymamy dokladnie to,

co bylo na poczatku. Pozwala to na
konstruowanie idealnie dcislych (a nie tylko
w przyblizeniu, jak bylo dotad) modeli
matematycznych. Einstein utozsamia
model matematyczny z teoria fizyczna.
Fizyka teoretyczna staje sig¢ tym samym
specyficzna galezia matematyki.

Nic wiec dziwnego, e gdy Einstein
sformulowal teorie oddzialywai cial
poruszajacych sie, zwana, szczegdlng teoria
wiglednodci, sprawe znalezienia dla niej
odpowiedniego modelu matematycznego
uznal za pierwszoplanows. Jednak réini,
»poiyczani”® przewaznie od Hilberta,
mtlodzi asystenci-matematycy traktowali

| wspblprace z Einsteinem jak panszczyzne

i nie nalezalo sie spodziewaé po nich,

ze to oni potrzebny model skonstruuja.
W Getyndze, gdzie Einstein (pracujacy
w biurze patentowym w Zurichu) szukat
partneréw naukowych, dzialat 15 lat
starszy od Einsteina wybitny geometra
Herman Minkowski. Einstein byl zressta
studentem Minkowskiego na politechnice
w Zurichu. I wlaénie Minkowskiego
potrafil Einstein pozyskaé dla idei
poszukiwania modelu matematycznego dla
szczegblnej teorii wzglednoéci.




Ksztalt zaproponowanego przez
Minkowskiego modelu matematycznego
staje si¢ bardziej zrozumialy, gdy
przyjrzeé sie koncepcjom, jakie poprzednio
Minkowski lansowal.

Najwieksza popularnoé¢ i znaczenie
mialy tzw. metryki Minkowskiego.

Sa to sposoby mierzenia odleglodci

w przestrzeni afinicznej, to znaczy
uogélnienia euklidesowego sposobu
mierzenia odleglodci, ale takie, ktére
nie powoduja zmiany liniowej struktury
przestrzeni: proste sa nadal zwyklymi
prostymi, plaszczyzny — zwyklymi
plaszezyznami itd.

Otrzymane w ten sposéb nowe geometrie
zrobily juz okolo 1900 roku znaczna,
furore w matematyce, choé nie wiedziano
wtedy dokladnie, jak dalekie sa one od
euklidesowego pierwowzoru (ostatecznie
okreslit to w latach dwudziestych Radon)
i jak bardzo sa mu bliskie (tu ostateczny
rezultat uzyskal w latach czterdziestych
John). Nie bylo te jeszcze analizy
funkcjonalnej (stworzonej w latach
traydziestych gléwnie za sprawa Banacha),
w ktérej geometrie Minkowskiego sa
bardzo waznym narzedziem badawczym
(tzw. ciala cechujace).

Ogélna idea tych geometrii — struktura
liniowa jak najbardziej ,,zwyczajna”,
wzieta z geometrii euklidesowej i nie
naruszajace tej struktury zaburzenie
struktury metrycznej — jest idea, z kidrej
wywodzi sie réwniez i czasoprzestrzen.
Czasoprzestrzer, czyli wladnie poszukiwany
przez Einsteina model matematyczny
szczegblnej teorii wzglednoscl.

Praca Minkowskiego wprowadzajaca
to pojecie zostala napisana w 1908,

a wydrukowana w 1909 roku - roku
émierci Minkowskiego. Stworzylo to
zdumiewajace zjawisko — geometria
czasoprzestrzeni praktycznie nigdy nie
stala sie obiektem intensywnych badan
matematykéw, uprawiali ja wlasciwie
wylacznie fizycy i to pragmatycznie:
badano tylko te jej wlasnodci, ktére maja
klarowng interpretacje fizyczna.

O tej czedci teorii czasoprzestrzeni jest
mowa w innych artykulach w tym numerze
Delty. Tu chcialbym przedstawié spojrzenie
na nig jako na obiekt matematyczny.

Aby uproécié sobie zadanie, bede méwit

o ,czasoprostej”, a wiec przestrzeni
dwuwymiarowej, ktérej struktura

liniowa jest identyczna jak plaszczyzny

8 cuklidesowej, ale stosunki metryczne s3

% tu bardzo odmienne.

odbije za pomoca lustra. Gdy impuls dotrze do mnie, nastawie
swéj zegarek na punkt 11:50. Gdy ty zobaczysz odbity przeze
mnie sygnal, nastaw swéj zegarek na godzing pééniejsza o polowe
czasu, jaki uplynal miedzy wyslaniem a odbiorem sygnahu.
Wystartujemy, gdy nasze zegarki pokaza dokladnie 12:00!

Stalo sie tak, jak méwil Jacek. Zegary zostaly doskonale

zsynchronizowane i start nastapil réwnoczeénie.

— Uf, problem mamy z glowy — stwierdzil Placek. — Swietnie to
rozwiazaleé. Jak juz jesteé taki sprytny, to powiedz mi jeszcze,
jaki sens ma caly ten eksperyment. Nasze rakiety sa identyczne.
Caly czas poruszamy sie z identycznymi predkosciami i podlegamy
tym samym przyspieszeniom. W naszych sytuacjach nie ma
zadnych réznic. Nasza podréz ma sie zakoriczyé, gdy twd) zegar
i méj zegar wskaza ponownie dokladnie godzing 12:00. Co wigc
moga pokasywaé, gdy je poréwnamy po zakoiiczeniu? Oczywidcie,
zawsze te sama godzine. Szkoda paliwa i naszego wysiltku na takie
eksperymenty.

— Nie massz racji, bracie — odpowiedzial Jacek. — Gdy wysiadziemy
z rakiet, ja, ktéry znajduje sie z przodu, bede starszy, a méj
zegarek wskaze godzine pééniejsza niz twdj. Popatrz na nasza
sytuacje z punktu widzenia obserwatora pozostajacego na
kosmodromie. WyobraZ tez sobie, ze aby poréwnaé wskazania
naszych zegaréw, wysylam do ciebie regularnie co sekunde
impuls §wietlny. Ustaliliémy juz przeciez, ze poslugujac sie
impulsami éwietlnymi realizujemy najlepszy z istniejacych
sposobéw poréwnywania segaréw. Poniewasi twoja rakieta porusza
sie w kierunku mojej z przyspieszeniem, wiec dla obserwatora
na kosmodromie bedzie oczywiste, ze impuls dwietlny zawsze
przebedzie droge krétsza niz ta, ktéra dsielila nasze rakiety
w chwili jego wyslania. A zatem, bedziesz odbieraé moje impulsy
éwietlne w odstepach krétszych nii wtedy, gdyby$my poruszali
sie bez przyspieszenia. Stosujac nasza procedure synchronizacji
zegarkéw stwierdzisz, ze w chwili przybycia kaidego z impulséw
musisz odrobine posunaé swéj zegarek do przodu. Oznacza to,
je péini sie on w stosunku do mojego zegara. Méwiac jeszcze
inaczej, czas w twojej rakiecie, Placku, plynie wolniej niz w mojej!
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Impuls §wietlny wyslany przez Jacka w chwilit = t; i odebrany przez Placka
w chwili t = t5 przebyl dystans mniejszy niz odleglodé d miedzy rakietami.
Réinica Ad réwna jest drodze przebytej przez rakiet¢ Placka w czasie tz — t).
Gdyby predkodci byly znacznie mniejsze nii predkodé fwiatla ¢, a prayspieszenie
stale i wynosilo a, moglibydmy napisaé
efta —t1) = d— =(ta — 1),
2
cayli
1 ad?
tg— ity = :(d'— a—;]
W zér ten pokazuje, ze réine tempo uplywu czasu w rakietach Jacka i Placka
pojawia sig tylko, gdy a # 0.



— Nie, to niemozliwe! Warunki naszego lotu sa takie same.
A zatem i czas musi plynaé w takim samym tempie. Twoje
rozumowanie . . .
Zostawmy naszych sprzeczajacych sie bligniakéw i sprébujmy sami
rozstrzygnaé ich spér. Nasza decyzja bedzie zgola salomonowa:
obaj maja racje. Chociaz od chwili uruchomienia silnikéw do chwili
ich zgaszenia obydwaj bracia odmierza ten sam czas, to jednak
w ostatecznym rozrachunku Jacek okaze sie starszy. To sprzeczne
ze zdrowym rozsadkiem, zawola moze Czytelnik. Ot6z nie, bowiem
moze sie zdarzyé — i wladnie zdarzy si¢ — ze koniec pracy silnikéw
nie bedzie réwnoczesny. Jacek wylaczy silniki i jeszcze przez chwile
bedzie mial okazje obserwowad prace silnikéw w rakiecie swego brata
— bliZniaka. Do takiego rozwiazania przekonuje nas zastosowanie
transformacji Lorentza. Transformacja ta, bedaca podstawa
sformulowania szczegdlnej teorii wzglednodci, wiaze polozenie i czas
(z,t), mierzone w pewnym ukladzie inercjalnym (np. zwiazanym
z kosmodromem) z polozeniem i czasem (z',t') mierzonymi
w innym ukladzie inercjalnym (np. w ukladzie, w ktérym rakiety
blizniakéw znajda sie w spoczynku po zakoriczeniu pracy silnikéw),
poruszajacym si¢ wzgledem ukladu wyjéciowego z predkodcia v
w kierunku osi z:

(1) ' =q(z — vt), t’='y(t—-c%z) .

Tutaj ¢ jest predkodcia éwiatla, a
1

@ 1= ae

Stosujac transformacje Lorentza do chwil ¢, it, zatrzymania sie
silnikéw Jacka i Placka dostaniemy

(3) t",:q(tJ*c%x,), t;:*y(t,.—c%z‘,).
Odejmujac stronami te réwnosci 1 korzystajac z tego, ze dla
obserwatora zwiazanego z kosmodromem obaj bracia wylaczaja
silniki w tym samym czasie (t, = t,.), a odlegloéé ich rakiet jest stala
iwynosi d = z, — z,, dostaniemy

(4) t:,—t‘;:';gfd.

A zatem rzeczywidcie — w koricowym ukladzie inercjalnym Jacek
satreymal si¢ o 7 5d wczesniej niz Placek. O tyle tez bedzie starszy
Jacek od swego brata.

Dziwne, prawda? Ale najdziwniejsze jest to, ze eksperyment,

jaki przypadl w udziale naszym bliZniakom, zostal juz wlasciwie
grealizowany i to 30 lat temu. No, oczywiscie, nie za pomoca
rakiet. Skorzystano z zasady réwnowaznoéci, ktéra glosi, ze efekty
pél grawitacyjnych i sil bezwladnosci sa lokalnie nierozréznialne.
Przyspieszajace rakiety zastapiono wiec ziemskim polem
grawitacyjnym, a zamiast poréwnywania wskagaii zegaréw mierzono
czestodci tej samej wiazki swietlnej w dwéch réznych punktach,
ktérych wysokoéci réznily sie o d. Pozostawiam Czytelnikowi

w charakterze prostej lamigléwki wykazanie, ze w tym przypadku
wzér (4) — r nalesy interpretowal jako predkosé spadku swobodnego
z wysokodci d — mozna przepisa¢ w postaci

gdzie v, oznacza czestosé swiatla mierzona na wysokosci h, a g jest
przyspieszeniem grawitacyjnym. W doswiadczeniu, o ktérym mowa,
czynnik E% wynosil okolo 10715, Technika pozwalajaca na pomiar
tak fantastycznie malych réznic czestosci jest réwnie interesujaca
jak opisany powyzej problem. Ale to, niestety, juz zupeinie odrebna
historia.

Stosunki metryczne okreéla sie czesto
przez podanie tzw. iloczynu skalarnego,
tj. wyraZenia przypisujacego parze
wektoréw v= [z, 2] i w= [y1, 2] liczbe
rzeczywista wedlug przepisu

VYVow=

=a1z1y1 + o12Z1y2 + @21%2y1 + @22T2Y2
Widaé wiee, ze konkretny wzér
ofrzymujemy przez okredlenie
wepdlczynnikéw ay;. Taki iloczyn skalarny
wiaze sig z dlugodcia za pomocy definicji

lIvll =
= \/unzf + (anz + 021)2122 + 02223 =

=N VOV,

Eatwo zauwazyé, ze dla a1 =az:=1

i aja=0g1=0 otrzymujemy zwykly,
euklidesowy iloczyn skalarny i zwykla,
euklidesowa dlugodé. Réwniez latwo
wymy§li¢ takie wspélczynniki ayj, by dla
nich niektére wektory nie mialy diugodci
(bo pod pierwiastkiem znajdzie sig liczba
ujemna).

Ci Czytelnicy, ktérzy pamietaja szkolng
geometrie analityczna, nie zdziwig sie,

ze za pomoca iloczynu skalarnego okreéla
sie kat miedzy wektorami wzorem

vVow
[l - hw] *

cos L(v,w) =

co w szczegblnodei pociaga za soba,
warunek

viwesvow=0,

ktéry to warunek ma sens réwniez, gdy
dlugodci wektordw v i w nie sa liczbami
rzecgy wistymi lub sa rowne zeru.

W tej konwencji czasoprosta Minkowskiego
bedzie opisana przez ustalenie, ze a;;=1,
aze= — 1, ajp=a2:=0.

W przestrzeni o wiekszej liczbie

wymiardw odpowiedni wybdr to

a11=a@33=., =a@p_1,n-1=1, @pn=— 1,
a pozostale ay; rédwne zeru.

Pierwsze waine spostrzezenie to fakt,
e istnieja wektory (a w konsekwencji
i proste majace ich kierunek),
ktére sa same do siebie prostopadle
- w matematyce nazywa sie je
izotropowymi. Istotnie: takimi sa wektory
[a,a] i [a,—a]. Sprawdémy. Skoro
VOW =241 — Ta¥ya,

wiec

[a,a] o [a,a] =a® —a®=0=

=a®—(-a)? =[e,—a]o [a,—a].
A proste izotropowe to wszystkie proste
o réwnaniach

z+y=b lub z—-y=b,

dla dowolnego b.




