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04 czasu do czasu pokazuja si¢ w sklepach
| irografy — zestawy sluiace
Gdy odbywam dlugie spacery, pewien fakt nieustannie zwraca do rysowania ciekawych wykres6w.

moja uwage. O ile zachowuje stala dlugod¢ kroku, wciaz zdarza sie, Niedaw o méw pojawﬂy sig one
7e nastepuje na linie oddzielajace kolejne plyty chodnika. Dlaczego '
tak sie dzieje?

Sprébujmy sformulowaé powyzsze zagadnienie jako problem ’ma}yﬁ: otworlmmi i dwéch szablonéw
matematyczny. Zalézmy, ze chodnik jest zbudowany z plyt | w ksztalcie kwadratu z duzym wycietym
w ksztalcie prostokatéw, kazdy o dlugodci 1 m. Kolejne plyty sa otworam (ryiunek na tylnej oktadce).
oddzielone waskimi przerwami. Aby podkreéli¢ fakt, ze przerwy ; :Aby sporsa&zié rysunek, nalezy umiedcié
sa rzeczywidcie waskie, ich szerokoéé oznaczymy przez e. Zalézmy | kragek w otworze szablonu, a nastepnie
réwnies, ze przed rozpoczeciem spaceru stoje w ten sposéb, iz czubki § do otworka w krazku wihozyé koniec oléwka

moich butéw dotykaja przerwy miedzy plytami. i docislmac oléwkiem kraiek do éciany
_otworu szablonu wykonywaé krazkiem
qlsowe (ﬁatrx rysunek na tylnej
oktadce). Dobierajac réine szablony mozna
i tf}]rmaé wfele ciekawych rysunkéw.

o ig@l&umge kra.:kr” mozna réwniei
s;sqtsadsié amemu, wycinajqc kazdy

L

Aby uniknaé niejednoznacznosci w definicji ,nastepowania na linie”,
wyraze ja w $cisly sposéb: nastepuje na linie tylko wtedy, gdy
czubek mojego buta dotyka jednej z przerw o szerokodci €. Pytanie:
czy moge tak dobraé dlugoséé | mojego kroku, aby nie nastepowaé
na linie?

Oczywiscie, | = 1 jest wyborem najgorszym z mozliwych: w te]
sytuacji nastepuje na kazda linie. Wieksze liczby naturalne wcale nie
sa lepsze: w kazdym kroku bede nastepowal na linie. Zadna z liczb
wymiernych nie jest réwniez dobrym wyborem: gdy bedzie to E,

po kazdych g krokach réwniez powtarza sie poprzedni przypadek.

A co stanie sie, gdy wybiore ! niewymierne, np. 1/2?

Aby uproécié rozwazania, wyobraZmy sobie, ze chodnik zwineli§my
jak dywan.

Teraz wyglada on jak okrag, w ktérym wszystkie przerwy zajmuja
te sama pozycje na obwodzie. Zaczynamy spacer. W czasie drogi
zaznaczamy na okregu kolejne élady zy, z2 ... czubkéw butéw.
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obwdéd i obwdd otworu szablonu beda
wielkodciami wspélmiernymi, tzn. gdy
bedzie istniala ich wspélna wielokrotnoéé.
Jest to réwnowazne warunkowi,

e stosunek dlugosci promienia kragka (r)
do dlugoéci promienia otworu (R)

jest liczba wymierna. Jeéli liczba ta

(po uproszczeniu) jest réwna p/g, to g
obwodéw krazka ma te sama diugoéé

co p obwodéw otworu, wiec wykonujac ¢
przetoczen kragek obiegnie p razy
wnetrze otworu, zanim wréci do polozenia
poczatkowego. Tym samym krzywa
zatoczy q lukéw przecinajac sama siebie
w przynajmniej g(p — 1) punktach,

a nastepnie zacznie biec po sobie samej.

A jeieli stosunek r/R jest liczba
niewymierna? Wtedy obwéd kraika

i obwéd otworu beda wielkodciami
niewspélmiernymi i krzywa nigdy sie

nie zamknie. Bedzie ona coraz gedciej
wypelniala pierdciefi, ktérym jest -
ograniczona, jednakze nigdy catkowicie go
nie wypelni. Zawsze zostanie nieskoficzenie
wiele punktéw, przez ktdre krzywa jeszcze
nie przeszla i nigdy nie przejdzie. Niemniej
krzywa predzej czy pdiniej przyblizy si¢
do kaidego z tych punktéw na dowolnie
matla odleglodé. W jezyku topologii
oznacza to, e zbiér punktéw krzywej jest
gesty w zbiorze punktéw pierdcienia.

Wielkosci elementéw zestawu ,,magicznych
krazkéw” sa tak dobrane, ze kaida krzywa,
jaka mozemy za ich pomoca narysowafd,
jest krzywa zamknieta,.

Przypuéémy, ze chcemy tak ulepszyé
zestaw, by méc rysowaé krzywe o jeszcze
innych ksztaltach. Gdyby w tym celu
wyciaé dodatkowe otworki w krazkach,

to ,nowe” krzywe nie réznityby sie istotnie
od ,starych” i, oczywidcie, nadal bylyby
zamkniete. Zeby zrozumieé dlaczego

tak bedzie, wyobraémy sobie, ze otworki
zamiast na cale] powierzchni krazka sa
rozmieszczone tylko na jego promieniu.
Leszalyby one wtedy bardzo blisko

sjeden przy drugim” i dlatego wyciecie
otworkéw poérednich nie wzbogaciloby
zbytnio zestawu mozliwych do uzyskania
kraywych. Chyba ze dodatkowe otworki
umiedcilibysmy na obu koricach promienia
krazka. Aby stwierdzic, jakie krzywe
wtedy otrzymamy, przeanalizujmy rysunek
z okladki. Przedstawione na nim krzywe
narysowano za pomoca jednego szablonu

i jednego kragka, przy czym koniec oléwka
umieszczany byl w otworkach lezacych
coraz blizej drodka kragzka. Obserwujac,
jak zmienia sie ksztalt krzywej, latwo
sobie wyobrazié krzywa narysowang przez
otworek podredni i réwnie latwo odgadnag,
Ze jeéli umiedcimy koniec oléwka w érodku

Teraz robimy tak. fe &
Wybieramy liczbe

naturalng N spelniajaca
warunek 1/N < e.

Dzielimy obwéd

naszego okregu na N

réwnych lukéw, kazdy -
o dlugodci 1/N m. “x+d xb
Poniewas liczby z;, 23 ... sa niewymierne, zadna z nich nie wypadnie
na punkcie podzialu. Jak wynika z zasady szufladkowej Dirichleta,
istnieja punkty zk, k44, ktére leza na tym samym luku o dlugodci
mniejszej niz e. Wobec tego punkty zi, Tk 44, Tk424, - - - daja podszial
calego okregu i to taki, e dwa dowolne, kolejne punkty sa odlegle

o mniej niz &. W konicu jedna para punktéw musi trafi¢ w przerwe.

Zasada szufladkowa Dirichleta: roemieszczamy n przedmiotéw w m seufladach
— gdy n > m, to preynajmniej w jednej & szufiad beda co najmniej dwa
przedmioty.

Tutaj: poniewas punktow z; motemy weziaé dowolnie wiele, wigc — po pewnym
crasie — gaczniemy umieszczal je w przedsialach, w ktérych jug poprzednio
znalagl sie jakid punkt.

W ten sposéb dowiedliSmy, ze jakiekolwiek wybierzemy [, zawsze
musimy nastepowad na jakies linie.

Powyzsza obserwacja ma wiele ciekawych zastosowai. Zachecamy
Czytelnikéw do udowodnienia na przyklad, ze dowolny skoiiczony
ciag cyfr moze pojawi¢ sie jako poczatek dziesietnego zapisu pewnej
potegi dwdjki.

& Zadania

M 604. Punkt P ma te wlasnoéé, ze dla pewnego tréjkata ABC pola
tréjkatéw ABP, BCP i CAP 83 réwne. Wykazaé, ze P jest érodkiem
ciezkodci (tj. punktem przecigcia drodkowych) tego tréjkata.
Rozwiazanie na str. 8

M 605. W czworokacie wypuklym ABCD przekatne przecinaja sie

w takim punkcie P, ie pola tréjkatéw ABP i CDP sa réwne. Wykazaé,
ze czworokat ten jest trapezem.

Rozwiazanie na str. 8

M 806. Punkt P ma te wlasnoéé, ie dla pewnego wypuklego czworokata
ABCD pola tréjkatéw ABP,BCP,CDP i DAP sa réwne. Wykazaé,

ze jedna z przekatnych tego czworokata polowi druga.

Rozwiazanie na str. 11

Zadania matematyczne nostaly zaczerpniete & programu zajef 5 geometrii
na Trzyletnim Studium Zawodowym nauczycieli matematyki na Uniwersytecie
Warszawskim.

Redaguje Jarostaw KULPA

F 310. Kondensator polaczony szeregowo z oporem o rezystancji R
naladowaro za pomoca, baterii o napieciu U. Podczas ladowania na
oporze wydzielilo sie cieplo Q. Obliczyé pojemnoéé kondensatora (opér
wewnetrzny baterii nalezy zaniedbaé).

Rozwiazanie na str. 10

F 311. Z kranu, pionowo w dél wyplywa strumieri wody.

Na odcinku 60 cm przekrdj strumienia maleje o polowe. Obliczyé predkodé
wyplywu z kranu.

Rozwiazanie na str. 10



