O pewnych funkcjach okresowych }

ich okresach podstawowych
FEwa DUDEK

Zacznijmy od pewnego zadania:

Udowodngj, ze jedls dia funkcii f,g: R — R isinieje a # 0, takie, ze dla
wszystkich z € R : f(z + a) = g(z) oraz g(z +a) = —f(z), to f i g sa
okresowe.

Przypomnijmy: méwimy, ze F : R — R jest okresowa wtedy i tylko
wtedy, gdy istnieje T # 0, takie, e dla kaidego z € R zachodzi zwiazek:
F(z+ T) = F(z); takie T nazywamy oktesem funkcji F' (najczeéciej to
pojecie definiowane jest troche inaczej, ale w sposéb réwnowazny).

Rozwiazanie zadania jest proste:

dla z € R mamy f(z + 4a).= g(z + 3a) = — f(z + 2a) = —g(z + a) = f(z).

Liczba T = 4a # 0 jest okresem funkcji f, g zad jako przesunigcie f
o wektor [—a,0] ma te same wlasnodci. Zauwaimy, ge przykladami funkcji
speliajacych zalozenia g3 sinus i cosinus (dla a = %).

Zadanie rozwiazaliémy i w zasadzie jego historia, a wraz z nia niniejszy
artykul, moglyby sie tu urwaé. Dlaczego wiec Czytelnik ma przed

sobg jeszcze spory kawalek tekstu? Z tej samej przyczyny, dla ktérej
policjant, zauwasywszy zamaskowanego i obladowanego tobotkami
czlowieka opuszczajacego w érodku nocy jakied mieszkanie przez balkon,
nie zadowala sie jedynie stwierdzeniem tego faktu, ale zatrzymuje
podejrzanego i zadaje mu pewne standardowe dla tych okolicznodci
pytania. Takimi pytaniami w sytuacji, w ktérej ,zlapiemy” funkcje
okresowa, 8a:

(1) czy ta funkcja ma okres podstawowy?

(1) jeéli ma, to jaki?

Przypomnijmy, ée okresem podstawowym nazywamy (o ile istnieje)
najmniejszy spoéréd dodatmich okreséw. Funkcja okresowa moze mieé
okres podstawowy (np. funkcje trygonometryczne) albo go nie mieé
(np. dla kaidej funkcji stalej okresem jest kaida liczba rézna od zera).
Znana jest ponadto bardzo prosta wilasnoéé: niezerowa suma § réinica
okresdw tez jest okresem. W szczegblnodci, jesli T' jest okresem funkcji,
to a3 nimi réwnies liczby: +T,+2T,...

Jak brzmi odpowied# na pytania (I) i (II) w przypadku funkcji z zadania?
Zauwazmy, se wystarczy zajaé sie funkcja f: R — R (g jest jej
przesunigciem, wiec ma analogiczne wiasnoéci), dla ktérej

(0) istnieje b > O (b = 2a), takie, ze diaz € R: f(z+b) = —f(z)
(takich b moze byé wiele; zbiér zlozony z nich wssystkich oznaczmy
przez B).

Sprébujmy odpowiedzieé na pytanie (II) przyjmujac, ze funkcja f
o wlasnofci (0) ma okres podstawowy To. Jak go wyznaczy¢é? Wiemy, ie
(i) fstnieje zo € R, takie, ze f(zo) # 0 (w przeciwnym razie f bylaby
stala, tzn. nie mialaby okresu podstawowego);
(ii) zadne b € B nie jest okresem (bo dla zo z punktu (i) mamy:
f (2o +b) = —f(20) # f(20));
(iii) dla kazdego b € B liczba 2b jest okresem.

Ostatnia uwaga nasuwa pomysk: skoro szukamy najmniejszego
dodatniego okresu Ty, a wezystkie liczby 2b (b € B) sa dodatnimi
okresami, to moze

(1 — hipoteza) To =min{2b: b€ B} =2 -minB,

gdzie min B jest liczba najmniejsza w B? Co wystarczyloby wiedzieé,

by méc uzasadnié hipoteze (1)? Gdyby dla jakiegokolwiek by € B bylo
(2) To = 2bo,
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~ punkcie. Otéi normalna nalezy prowadzi
przez punkt stycznodci kola generujacego
— z prosta, po ktérej ono sie toczy,
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. punktowi koniec érednicy.

o xj"t-i.lvn'i a'l

slyezna

' Rys. 13

Wdsiecznym przedmiotem badah okazaly
_ sie réwnied bryly utworzone przez obrét
~ galezi cykloidy wokdt podstawy lub

- wokét prostej prostopadlej do podstawy
~w jednym z jej koricéw (rys. 14). Ich

~ objetodci wynosza odpomedmo 5m%r
i12nr®, a pola Stwr? i 3277r%. Badane
. byly przede wuystlum przes Robervala,
| ‘Fermata i Pascala,

Rys. 14

Pascal (1623 — 1662) znalaz} érodki
cieskodci gatezi cykloidy i obszaru pod
galezia cykloidy. Leza one na osi symetrii
cykloidy na wysokodciach odpowiednio 2r
i ¢r ponad podstawa,.

Pascal znalazl réwniez pola pewnych
specjalnych fragmentéw obszaru pod

~ cykloida i ich drodki ciezkodei, a takze
drodki ciezkodei pewnych fragmentéw
opisywanych wyiej bryl. Dumny ze
swych osiagnieé oglosil konkurs na
rozwiazanie tych i podobnych zadaii.
Jednak problemy te byly jak na tamte

 c¢zasy ogromnie trudne i niewieln
spodréd najwybitniejszych matematykéw
| uczestniczacych w konkursie moglo
p@ﬁscs?czé si‘q jaklm]:olmek sukcasem.
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Dalej, wiemy, e liczby 2b — To (dla b € B) 83 zerami lub dodatnimi
okresami, wiekszymi (dzieki (ii) réZnymi) od Tp. Gdyby wigc liczba tej
postaci spelniala warunek

(3) 2b—To < Ty,

to musialaby by¢ zerem, co ogznaczaloby, ze 2b — Ty = 0, czyli To = 2b.
Zachodziby wiec upragniony zwiazek (2)! No dobrze, ale kiedy mozliwe
jest (3)7 Oczywijdcie, gdy dla pewnego b € B zachodzi b < Ts. Czy istnieje
takie b € B7 Sprébujmy uzasadnié to nie wprost. Przypuéémy, ze jest
przeciwnie:

(4 — hipoteza) dla kaidego beB: b>To.

WezZmy jedno takie b € B i wykonajmy coé w rodzaju dzielenia z ressta
przez Ty, tzn. przedstawmy b jako b = kT, + ¢, gdzie k € {1,2,...} oraz
0<q < To (qto ,reszta”). Zauwaimy, ze kTo jest okresem, ¢ zaé ma
ciekawg wlasnosc:

dla wezystkichz € R: f(z+4q)= f(z+b—kTo) = f(z +b) = —f(z).

Po przypomnieniu sobie definicji zbioru B z punktu (0) stwierdzimy,

ze zachodzi jedno z dwojga:
q = 0; jest to jednak niemozliwe, bo wiedy b = kTo byloby okresem,
a nie jest (patrz (ii));
q € B, ale ¢ < Ty, a zgodnie z hipoteza (4) wszystkie elementy B sa
wicksze od Ty.

Przyjecie hipotezy (4) prowadzi — tak czy inaczej — do sprzecznoéci. Stad
prawdziwoéé jej zaprzeczenia. Istnieje zatem by € B takie, Ze by < Ty.

To wystarcza, by zachodzilo (3) oraz (2), ktére dowodzi, ze hipoteza (1)
jest odpowiedzia na PYTANIE (II):

jesli f ma okres podstawowy, to jest nim Ty = 2 - min B.

Zgodnie z przyjetym planem pozostaje udzielié odpowiedzi na

PYTANIE (I), czyli stwierdzi¢, czy wlasnoéé (0) wymusza istnienie okresu
podstawowego. Przywolijac prayklad funkecji zerowej odpowiemy, se NIE.
Sformulujmy wigc pytanie (I) inaczej:

(I’) czy niezerowa funkcja 0 wlasnodei (0) musi mieé okres podstawowy?

Odpowied# nadal brzmi: NIE; odpowiedni przyklad nie jest jednak juz tak
prosty. Aby go skonstruowaé wyréinimy dwa podzbiory R. Zbiér
e { *
3"
tworza liczby wymierne o mianown®' -ch postaci 3" (n =0,1,...). .
Zauwazmy, ze liczby catkowite (w tym 1) leia w X, oraz e suma liczb z X
takZe lezy w tym zbiorze. Drugi z zapowiedzianych zbioréw

Ydf{%%-:c: zGX}

jest przesunieciem X o %

: k=0,=+1,..., n:{J,I,...}

&

Roswigsanie sadania F 810.
Niech g oznacza ladunek, jaki
zgromadsi sig na kondensatorze, a C
jego pojemnodé. Energia pobrana
z baterii réwna sie [7q, natomiast
energia naladowanego kondensatora

1
jest réwna EU-;. Réinica powyiszych
energii réwna jest cieplu, jakie

1

wydzieli sie na oporze: Q = EUq.

Poniewai ¢ = CU, wige otrzymujemy
= 2Q

0= —.
a2

Roswiazsanie sadania F 811.
Niech Sp i § oznaczajg przekrdj
strumienia w pobliZu kranu

i w odleglodei h = 60 cm ponifej
kranu. Predkodci strumienia wody
niech wynosza odpowiednio Uy

i /. Poniewasd gestodé wody nie
zmienia si¢, przez dany przekrdj

musi przeplywad w jednostce czasu
dav

ta sama objgtodé wody: —“ = const,
C
dv .
ale ™ = SU = S5qUp. Uwszgledniajac,
C

e S/S5¢ = 2 mamy U = 20Uy, 7 zasady
rachowania energii mamy
mir? mUU
- — —— =mgh.
2 2
Rozwiazsujac ostatnie dwa réwnania
otraymujemy

2
Up = \Fagh =8 2m/s.




Oto niektére wlasnoéci tych zbioréw:
(A) XNnY =0 (gdyby z € X bylo postaci z= 3 +zdlaz € X,
to mielibydmy: 1 =z —z € X; tak, oczywidcie, nie jest); zatem
rozbiliémy R na trzy rozlaczne czeéci: X, ¥, R\(XUY);
(B) przy przesunieciu o liczbe ze zbioru X zbiory X i ¥ oraz R\(XUY)
ynasuwaja sie” kaidy na siebie (patrz: wlasnodci X i rysunek);

T T .1/* L3 ‘_e_v:!:-t!';”;!
x/? 1/;9 %y 1/3 ‘{g ng 3 s 8 1
|
~ 5 J
cex c+X=X , c+¥Y=Y

(C) przy przesunieciu o 1 zbiér X przechodzi na Y, Y na X; zatem

R\(X UY) przechodzi na siebie.

l 1./?l . ¥ |

(2

5.

b

-
5

raf=

+X=Y I +y=X

Uzbrojeni po zeby w réinorakie wlasnodci X i ¥ mozemy w koricu podaé
zapowiedziany przyklad. Jest nim nastepujaca funkcja:

1 z€X
f(z]:{—l; z€Y

0; z €€ R\(XUY).
Jegt to funkcja niezerowa, ponadto dla b = 1 speinia warunek (0). Istotnie,
dla z € X, zgodnie z (C), 2 +z €Y, cayli f(z) =1, f(3+2)=-1;
ostatecznie f(z + -'..;) = —f(z). Dlaz €Y iz € R\(XUY) postepujemy
podobnie. Réwnie szybko uzasadniamy, ze dowolne T € X\ {0} jest
okresem f. Dla argumentu z € ¥ mamy, dzi¢ki (B),z+T €Y,
co oznacza, e f(z) = —1 = f(z + T); w pozostalych przypadkach
rozumowanie jest analogiczne. Wéréd dodatnich okreséw f znajduja sie:
381351+ zatem f nie ma okresu podstawowego.

&

Roswiasanie sadania M 606. przekatnej BD), = réwnodci p6l BCP
Poniewas pola tréjkatéw ABP i BOP i CDP - ie leiy na CL.
ga réwne, wiec punkt P musi leieé na
prostej BK, gdzie K jest drodkiem B c
prezekatne] AC (pordwnaj rozwiazanie
radania M 604).

B c

D
Warunki te nie sa sprzeczne tylko

7 wtedy, gdy proste BK i DK lub
Podobnie & réwnodci pol tréjkatdw proste AL i CL pokrywaja sie, ale to
CDP i DAP wynika, ie P leiy na dowodzi tesy zadania (np. gdy proste
DK, = rébwnofci pbl ABP i DAFP - ie BK i DK pokrywaija sie, punkt K
leiy na AL (gdzie L jest §rodkiem ledy na BD).

A
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Wkrétce potem Wren (1632-1723) obliczyl,
ie dlugodé galezi cykloidy jest odmiokrotnie
wieksza od promienia kola generujacego.
Jego wynik wzbudzil wielka sensacje.

Po pierwsze dlatego, ie do tamtego

czasu matematykom udalo sie obliczyé
jedynie dlugoéé okregu, paraboli i spirali.
Po drugie nikt nie wierzyl, ze dlugoéé tuku
krzywej moze by¢ wepélmierna z diugoécia
odcinka prostej. '

Jednym z wigkszych probleméw
XVII wieku bylo mierzenie dlugodci
geograficznej na pokladzie podrézujacego
statku. Potrzebny byl do tego dokladny
zegar i taki prébowano skonstruowaé.
Galileusz zauwaszyl, e do mierzenia czasu
mozna by wykorzystaé ruch wahadlowy,
a Huygens (1601-1665) kontynuujac
badania Galileusza skonstruowal pierwszy
zegar wahadlowy. Jednak zegar ten
‘nie by} doskonaly, gdyz z uplywem
czasu, gdy pod wplywem tarcia i oporu
powietrza amplituda wahar zmniejszala
sie, zmniejszal sie takZe okres, tym
samym gegar zaczynal sie spieszyé.
Huygens wyliczyl, e aby zapewnié
stalogé okresu, niezaleinie od amplitudy
(tzw. izochronizm), nalezaloby ze wzrostem
amplitudy zmniejszaé dlugoéé wahadla.
W tym celu w punkcie zawieszenia
wahadla zamocowal szczeki ograniczajace

diugoéé wahadla (rys. 15), nie wiedzial
jednak, jaki powinien by¢ dokladny ksztalt
tych szczek.

Rys. 15

Udalo mu sie natomiast wyliczyé,

po jakiej krzywej musi sie poruszaé koniec
ograniczonego szczekami izochronicznego
wahadla. Ta krzywa — izochrona (Huygens
zwal ja tautochrona) — okazala sie
cykloida. Pozostal jeszcze problem
wyznaczenia ksztaltu szezek. Do jego
rozwiazania wykorzystat Huygens
wynaleziona przez siebie wczedniej teorie
ewolwent. Ewolwenta krzywej jest,
potocznie rzecz ujmujac, trajektoria koiica




