
o pewnych funkcjach okresowych
i ich okresach podstawowych
Ewa DUDEK

Zacznijmy od pewnego zadania:
Udowodnij, ze jesli dla funkcji f, g: R -+ R istnieje a i- O, taicie, ze dla

wszystkich xER: f(x + a) = g(x) oraz g(x + a) = - f(x), to f i g sa
okresowe.

Przypomnijmy: m6wimy, zeF: R -+ R jest okresowa wtedy i tylko
wtedy, gdy istniejeT i- O, takie, ze dla kazdegox E R zachodzi zwiazek:
F(x + T) == F(x); takie T nazywamy oH'esem funkcjiF (najczesciej to
pojecie definiowane jest troche inaczej, ale w spos6b r6wnowazny).

Rozwiazanie zadania jest proste:
dla x E R mamy f(x + 4a)#= g(x + 3a) = - f(x + 2a) = -g(x + a) = f(x).
Liczba T = 4a i- O jest okresem funkcjiI, g zas jako przesuniecief
o wektor [-a,OI ma te same wlasnosci. Zauwazmy, ze przykladami funkcji
spelniajl\Cych zalozenia sa, sinus i cosinus (dlaa = ~).
Zadanie rozwiazalismy i w zasadzie jego historia, a wraz z nia, niniejszy
artykul, moglyby sie tu urwac. Dlaczego wiec Czytelnik ma przed
soba, jeszcze spory kawalek tekstu? Z tej samej przyczyny, dla kt6rej
policjant, zauwazywszy zamaskowanego i obladowanego tobolkami
czlowieka opuszczajl\Cego w srodku nocy jakies mieszkanie przez balkon,
nie zadowala sie jedynie stwierdzeniem tego faktu, ale zatrzymuje
podejrzanego i zadaje mu pewnestandardowe dla tych okollcznmfcl
pytania. Takimi pytaniami w sytuacji, w kt6rej "zlapiemy" funkcje
okresowa" sa,:
(I) czy ta funkcja ma okres podstawowy?
(II) jesli ma, to jaki?

Przypomnijmy, ze okresem podstawowym nazywamy (o ile istnieje)
najmniejszy sposr6ddodatnich okree6w. Funkcja okresowa moze miec
okres podstawowy (np. funkcje trygonometryczne) albo go nie miec
(np. dla kazdej funkcji stalej okresem jest kazda liczba r6zna od zera).
Znana jest ponadto bardzo prosta wlasnosc:niezerowa sumai r6znica

okres6w tez jest okresem.W szczeg6lnosci, jesliT jest okresem funkcji,
to sa, nimi r6wniez liczby: ±T,±2T,...

Jak brzmi odpowiedz na pytania (I) i (II) w przypadku funkcji z zadania?
Zauwazmy, ze wystarczy zaja,c sie funkcja,I: R -+ R (g jest jej
przesunieciem, wiec ma analogiczne wlasnosci), dla kt6rej

(O) istnieje b> O (b = 2a), taicie, ze dla x ER: f(x + b) = - f(x)
(takich b moze byc wiele; zbi6r zlozony z nich wszystkich oznaczmy
przez B).

Spr6bujmy odpowiedziec na pytanie (II) przyjmujac, ze funkcjaf
o wlasnosci (O) ma okres podstawowyTo. Jak go wyznaczyc? Wiemy, ze

(i) istnieje XoE R, takie, ze I(xo) i- O (w przeciwnym razie I bylaby
stala, tzn. nie mialaby okresu podstawowego);

(ii) zadne bE B nie je,t okre,em (bo dla Xo z punktu (i) mamy:
f(xo + b) = - f(xo) i- f(xo));

(Hi) dla kazdego bE B liczba 2b je,t okmem.

Ostatnia uwaga nasuwa pomysl: skoro szukamyn"'mnl~.zego
dodatniegookresu To, a wszystkie liczby2b (b E B) ._ dodatnimi
okresami, to moze

(1 - hipoteza) To = min{2b: b E B} = 2· min B,

gdzie minB jest liczba, najmniej sza, wB? Co wystarczyloby wiedziec,
by m6c uzasadnic hipoteze (l)? Gdyby dlajakiegokolwiek bo E B bylo

(2) To = 2bo,

to juz byloby dobrze. Takiebo musi juz byc najmniejsze wB (dzieki (Hi)).

Jako pierwszy badaniem cykloidy zaja,l
sie Galileusz (1564- 1642). On nadal
jej nazwe, sformulowal jej definicje
i zaintersowal nia, innych matematyk6w.
Wazac figury wyciete z jednakowych
material6w odkryl, ze pole pod jedna,
galezia, cykloidy jest trzykrotnie wieksze
od pola kola generuja,cego te cykloide.
Matematyczny dow6d tego faktu
znaleziony zostal p6zniej przez Robervala
(1602-1675). W swoim dowodzie posluzyl
sie on krzywa, pomocnicza" kt6ra, nazwal
"towarzyszka, cykloidy". Konstruowal ja,
w ten spos6b, ze w kazdej chwili, kiedy
kolo toczylo sie po prostej, rzutowal punkt
kresll\Cy cykloide na pionowa, srednice kola.
Trajektorie tego rzutu nazwal wlasnie
"towarzyszka, cykloidy". Okazala sie ona
wykresem funkcji sinus i w taki wlasnie
spos6b w historii matematyki po raz
pierwszy pojawila sie sinusoida. Roberval
pokazal, ze pole kola generuja,cego jest
r6wne polu obszaru ograniczonego
cykloida, i jej "towarzyszka", a to z kolei
jeet r6wne polu obszaru ograniczonego
podstawa, cykloidy, jej "towarzyszka,"
i brzegiem kola generuja,cego wpisanego
w cykloide. Tym samym udowodnil,
ze pole pod cykloida, jest trzykrotnie
wieksze od pola kola generuja,cego te
cykloide (rys. 11). Tego samego dowiedli
r6wniez Kartezjusz (1596-1650) i Fermat
(1601-1665), kt6rzy zaciekle rywalizowali
z Robervalem w badaniu wlasnosci
cykloidy.
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Ciekawe, ze pooobne twierdzenie
o polu jest prawdziwe dla dowolnego
wieloka,ta. foremnego toczacego sie
po prostej. Mianowicie pole pod
lama.nl\,At, A2, As, ..• , Anjest trzykrotnie
wieksze od pola n-ka,ta generuja,cego te
lamana,.
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Roberval, Kartezjusz i Fermat znalezli
r6wniei metode konstruowania stycznej

i normalJleJ~2..~kloid)' w. dowolnym jej



punkcie. Otóz normalna nalezy prowadzic
przez punkt stycznosci kola generujacego
- z prosta, po której ono sie toczy,
a styczna przez przeciwlegly temu
punktowi koniec srednicy.
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Rys. 13

Wdziecznym przedmiotem badan okazaly
sie równiez bryly utworzone przez obrót
galezi cykloidy wokól podstawy lub
wokól prostej prostopadlej do podstawy
w jednym z jej konców (rys. 14). Ich
objetosci wynosza odpowiednio511"2r3

i 1211"r3, a pola 63"'1I"r2 i 3211"2r2• Badane
byly przede wszystkim przez Robervala,

.Fermata i Pascala.

Rys. 14

Dalej, wiemy, ze liczby2b - To (dla b E B) sa zerami lub dodatnimi
okresami, wiekszymi (dzieki (ii) róznymi) odTo. Gdyby wiec liczba tej
postaci spelniala warunek

(3) 2b-To ~To,

to musialaby byc zerem, co oznaczaloby, ze2b - To = 0, czyli To = 2b.

Zachodziby wiec upragniony zwiazek (2)! No dobrze, ale kiedy mozliwe
jest (3)7 Oczyw~scie, gdy dla pewnegob E B zachodzi b :$ To. Czy istnieje
takie b E B7 Spróbujmy uzasadnic to nie wprost. Przypuscmy, ze jest
przeciwnie:

(4 - hipoteza) dla kazdego bE B: b> To.

Wezmy jedno takieb E B i wykonajmy cos w rodzaju dzielenia z reszta
przez To, tzn. przedstawmy b jako b = kTo + q, gdzie k E {l, 2, ... } oraz
0:$ q < To (q to "reszta"). Zauwazmy, zekTo jest okresem,q zas ma
ciekawa wlasnosc:

dla wszystkich xER: f(x + q) = f(x + b - kTo) = f(x + b) = - f(x).

Po przypomnieniu sobie definicji zbioruB z punktu (O) stwierdzimy,
ze zachodzi jedno z dwojga:

q = Ojjest to jednak niemozliwe, bo wtedyb = kTo byloby okresem,
a nie jest (patrz (ii»j
q E B, ale q < To, a zgodnie z hipoteza (4) wszystkie elementyB sa
wieksze odTo.

Przyjecie hipotezy (4) prowadzi - tak czy inaczej - do sprzecznosci. Stad
prawdziwosc jej zaprzeczenia. Istnieje zatembo E B takie, zebo :$ To.

To wystarcza, by zachodzilo (3) oraz (2), które dowodzi, ze hipoteza (l)
jest odpowiedzia na PYTANIE (II):

jesli f ma okres podstawowy, to jest nim To= 2: min B.

Zgodnie z przyjetym planem pozostaje udzielic odpowiedzi na
PYTANIE (I), czyli stwierdzic, czy wlasnosC (O) wymusza istnienie okresu
podstawowego. Przywolujac przyklad funkcji zerowej odpowiemy, ze NIE.
Sformulujmy wiec pytanie (I) inaczej:

(I') czy niezerowa funkcja o wlasnosci (O) musi miec okres podstawowy?

Odpowiedz nadal brzmi: NIE; odpowiedni przyklad nie jest jednak juz tak
prosty. Aby go skonstruowac wyróznimy dwa podzbiory R. Zbiór

def { k }X = 3n: k = 0, ±1, ... , n = O,l, ...

tworza liczby wymierne o mianown;' -'ch postaci3n (n = O,l, ... )."
Zauwazmy, ze liczby caikowite (w tym l) leza, w X, oraz ze suma liczb z X
takze lezy w tym zbiorze. Drugi z zapowiedzianych zbiorów

def { l }Y = 2+z: zEX
jest przesunieciem X o ~.

Pascal (1623 - 1662) znalazl srodki
ciezkosci galezi cykloidy i obszaru pod
galezia cykloidy. Leza one na osi symetrii
cykloidy na wysokosciach odpowiednio~r
i ~r ponad podstawa.

Pascal znalazl równiez pola pewnych
specjalnych fragmentów obszaru pod
cykloida i ich srodki ciezkosci, a takze
srodki ciezkosci pewnych fragmentów
opisywanych wyzej bryl. Dumny ze
swych osiagniec oglosil konkurs na
rozwiazanie tych i podobnych zadan.
Jednak problemy te byly jak na tamte
czasy ogromnie trudne i niewielu
sposród najwybitniejszych matematyków
uczestniczacych w konkursie moglo
poszczycic sie jakimkolwiek sukcesem.
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Rozwiazanie zadania F 810.
Niech q oznacza ladunek, jaki
zgromadzi sie na kondensatorze, aa
jego pojemnoll'c. Energia pobrana
z baterii r6wna sieUq, natomiast
energia naladowanego kondensatora

jest r6wna ~Uq. R6znica powyzszych2
energii r6wna jest cieplu, jakie

wydzieli sie na oporze: Q = ~Uq.2
Poniewaz q = au, wiec otrzymujemy
a = 2Q.

U1

Rozwiazanie zadania F 811.
Niech So i S oznaczaj a przekr6j
strumienia w poblizu kranu

i w odlegloll'ci h = 60 cm ponizej
kranu. Predkoll'ci strumienia wody
niech wynosza odpowiednioUo

i U. Poniewaz gestoll'c wody nie
zmienia sie, przez dany przekr6j
musi przeplywac w jednostce czasu

ta sama objetoll'c wody: dV= const,dt

ale dV = SU = SoUo. Uwzgledniajac,dt
ze S/So = 2 mamy U = 2Uo. Z zasady
zachowania energii mamy

mU2 mUS_
-2- - -2- - mgh.

Rozwiazujac ostatnie dwa r6wnania
otrzymujemy

Uo = vr:;. ""2 m/s.



Wkr6tce potem Wren (1632-1723) obliczyl,
ze dlugosc galezi cykloidy jest osmiokrotnie
wieksza od promienia kola generujacego.
Jego wynik wzbudzil wielka sensacje.
Po pierwsze dlatego, ze do tamtego
czasu matematykom udalo sie obliczyc
jedynie dlugosc okregu, paraboli i spirali.
Po drugie nikt nie wierzyl, ze dlugosc luku
krzywej moze byc wspólmierna z dlugoscia
odcinka prostej.

Jednym z wiekszych problem6w
XVII wieku bylo mierzenie dlugosci
geograficznej na pokladzie podrózujacego
statku. Potrzebny byl do tego dokladny
zegar i taki próbowano skonstruowat.
Galileusz zauwazyl, ze do mierzenia czasu
mozna by wykorzystac ruch wahadlowy,
a Huygens (1601-1665) kontynuujac
badania Galileusza skonstruowal pierwszy
zegar wahadlowy. Jednak zegar ten
nie byl doskonaly, gdyz z uplywem
czasu, gdy pod wplywem tarcia i oporu
powietrza amplituda wahan zmniejszala
sie, zmniejszal sie takze okres, tym
samym zegar zaczynal sie spieszyc.
Huygens wyliczyl, ze aby zapewnic
stalosc okresu, niezaleznie od amplitudy
(tzw. izochronizm), nalezaloby ze wzrostem
amplitudy zmniejszat dlugosc wahadla.
W tym celu w punkcie zawieszenia
wahadla zamocowal szczeki ograniczajace
dlugosc wahadla (rys. 15), nie wiedzial
jednak, jaki powinien byc dokladny ksztalt
tych szczek.

RY8. 15

Udalo mu sie natomiast wyliczyc,
po jakiej krzywej musi sie poruszac koniec
ograniczonego szczekami izochronicznego
wahadla. Ta krzywa - izochrona (Huygens
zwal ja tautochrona) - okazala sie
cykloida. fozostal jeszcze problem
wyznaczenia ksztaltu szczek. Do jego
rozwiazania wykorzystal Huygens
wynaleziona przez siebie wczesniej teorie
ewolwent. Ewolwenta krzywej jest,
potocznie rzecz ujmujac, trajektoria konca
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Warunki te nie 8308przeczne tylko
wtedy, gdy pro8teBK i DK lub
pro8te AL i GL pokrywaja 8ie, ale to
dowodzi tezy zadania (np. gdy pro8te
BK i DK pokrywaja 8ie, punkt K
lezy na BD).

przekatnej BD), z równogci p6lBGP
i GDP - ze lezy naGL.

C+ y= y

+ +y = X

C+X= X

t +x=y
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ROJOwll\JOanleIladanla M 606.
Poniewaz pola trójkatów ABP i BGP
830równe, wiec punkt P mU8i leze~ na
prostej BK, gdzie K je8t grodkiem
przekatnej AG (porównaj rozwiazanie
zadania M 604).
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Podobnie z równogci pil trójkatów
GDP i DAP wynika, zeP lezy na
DK, z równogci p6l ABP i DAP - ze
lezy na AL (gdzie L je8t grodkiem

(C) przy przesunieciu o!zbiór X przechodzi naY, Y na X; zatem
R\(X UY) przechodzi na siebie.

Uzbrojeni po zeby w róznorakie wlasnosciX i Y mozemy w koncu podac
zapowiedziany przyklad. Jest nim nastepujaca funkcja:

{l; x E X
I(x) = -l; x EY

O; xER\(XUY).

Jest to funkcja niezerowa, ponadto dlab = 4 sp'elnia warunek(O). Istotnie,
dla x E X, zgodnie z (C), 4+ x E Y, czyli I(x) = l, I(l + x) = -l;
ostatecznie I(x+ l) = -/(x). Dla x E Y i x E R\(XuY) postepujemy
podobnie. Równie szybko uzasadniamy, ze dowolneT E X\ {O} jest
okresem I. Dla <!-rgumentux E Y mamy, dzieki (B), x + T E Y,
co oznacza, zeI(x) = -l = I(x +T); w pozostalych przypadkach
rozumowanie jest analogiczne. Wsród dodatnich okresów1 znajduja sie:
l, i,217"" , zatem 1nie lIla okresu podstawowego.

Oto niektóre wlasnosci tych zbiorów:
(A) X n Y = 0 (gdyby zE X bylo postaci z= !+ x dla x E X,

to mielibysmy: != z - x E X; tak, oczywiscie, nie jest); zatem
rozbilismy R na trzy rozlaczne czesci:X, Y, R\(X UY);

(B) przy przesunieciu o liczbe ze zbioruX zbiory X i Y oraz R\(X UY)
"nasuwaja sie" kazdy na siebie (patr~: wlasnosciX i rysunek);
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