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04 czasu do czasu pokazuja si¢ w sklepach
| irografy — zestawy sluiace
Gdy odbywam dlugie spacery, pewien fakt nieustannie zwraca do rysowania ciekawych wykres6w.

moja uwage. O ile zachowuje stala dlugod¢ kroku, wciaz zdarza sie, Niedaw o méw pojawﬂy sig one
7e nastepuje na linie oddzielajace kolejne plyty chodnika. Dlaczego '
tak sie dzieje?

Sprébujmy sformulowaé powyzsze zagadnienie jako problem ’ma}yﬁ: otworlmmi i dwéch szablonéw
matematyczny. Zalézmy, ze chodnik jest zbudowany z plyt | w ksztalcie kwadratu z duzym wycietym
w ksztalcie prostokatéw, kazdy o dlugodci 1 m. Kolejne plyty sa otworam (ryiunek na tylnej oktadce).
oddzielone waskimi przerwami. Aby podkreéli¢ fakt, ze przerwy ; :Aby sporsa&zié rysunek, nalezy umiedcié
sa rzeczywidcie waskie, ich szerokoéé oznaczymy przez e. Zalézmy | kragek w otworze szablonu, a nastepnie
réwnies, ze przed rozpoczeciem spaceru stoje w ten sposéb, iz czubki § do otworka w krazku wihozyé koniec oléwka

moich butéw dotykaja przerwy miedzy plytami. i docislmac oléwkiem kraiek do éciany
_otworu szablonu wykonywaé krazkiem
qlsowe (ﬁatrx rysunek na tylnej
oktadce). Dobierajac réine szablony mozna
i tf}]rmaé wfele ciekawych rysunkéw.

o ig@l&umge kra.:kr” mozna réwniei
s;sqtsadsié amemu, wycinajqc kazdy

L

Aby uniknaé niejednoznacznosci w definicji ,nastepowania na linie”,
wyraze ja w $cisly sposéb: nastepuje na linie tylko wtedy, gdy
czubek mojego buta dotyka jednej z przerw o szerokodci €. Pytanie:
czy moge tak dobraé dlugoséé | mojego kroku, aby nie nastepowaé
na linie?

Oczywiscie, | = 1 jest wyborem najgorszym z mozliwych: w te]
sytuacji nastepuje na kazda linie. Wieksze liczby naturalne wcale nie
sa lepsze: w kazdym kroku bede nastepowal na linie. Zadna z liczb
wymiernych nie jest réwniez dobrym wyborem: gdy bedzie to E,

po kazdych g krokach réwniez powtarza sie poprzedni przypadek.

A co stanie sie, gdy wybiore ! niewymierne, np. 1/2?

Aby uproécié rozwazania, wyobraZmy sobie, ze chodnik zwineli§my
jak dywan.

Teraz wyglada on jak okrag, w ktérym wszystkie przerwy zajmuja
te sama pozycje na obwodzie. Zaczynamy spacer. W czasie drogi
zaznaczamy na okregu kolejne élady zy, z2 ... czubkéw butéw.

1



obwdéd i obwdd otworu szablonu beda
wielkodciami wspélmiernymi, tzn. gdy
bedzie istniala ich wspélna wielokrotnoéé.
Jest to réwnowazne warunkowi,

e stosunek dlugosci promienia kragka (r)
do dlugoéci promienia otworu (R)

jest liczba wymierna. Jeéli liczba ta

(po uproszczeniu) jest réwna p/g, to g
obwodéw krazka ma te sama diugoéé

co p obwodéw otworu, wiec wykonujac ¢
przetoczen kragek obiegnie p razy
wnetrze otworu, zanim wréci do polozenia
poczatkowego. Tym samym krzywa
zatoczy q lukéw przecinajac sama siebie
w przynajmniej g(p — 1) punktach,

a nastepnie zacznie biec po sobie samej.

A jeieli stosunek r/R jest liczba
niewymierna? Wtedy obwéd kraika

i obwéd otworu beda wielkodciami
niewspélmiernymi i krzywa nigdy sie

nie zamknie. Bedzie ona coraz gedciej
wypelniala pierdciefi, ktérym jest -
ograniczona, jednakze nigdy catkowicie go
nie wypelni. Zawsze zostanie nieskoficzenie
wiele punktéw, przez ktdre krzywa jeszcze
nie przeszla i nigdy nie przejdzie. Niemniej
krzywa predzej czy pdiniej przyblizy si¢
do kaidego z tych punktéw na dowolnie
matla odleglodé. W jezyku topologii
oznacza to, e zbiér punktéw krzywej jest
gesty w zbiorze punktéw pierdcienia.

Wielkosci elementéw zestawu ,,magicznych
krazkéw” sa tak dobrane, ze kaida krzywa,
jaka mozemy za ich pomoca narysowafd,
jest krzywa zamknieta,.

Przypuéémy, ze chcemy tak ulepszyé
zestaw, by méc rysowaé krzywe o jeszcze
innych ksztaltach. Gdyby w tym celu
wyciaé dodatkowe otworki w krazkach,

to ,nowe” krzywe nie réznityby sie istotnie
od ,starych” i, oczywidcie, nadal bylyby
zamkniete. Zeby zrozumieé dlaczego

tak bedzie, wyobraémy sobie, ze otworki
zamiast na cale] powierzchni krazka sa
rozmieszczone tylko na jego promieniu.
Leszalyby one wtedy bardzo blisko

sjeden przy drugim” i dlatego wyciecie
otworkéw poérednich nie wzbogaciloby
zbytnio zestawu mozliwych do uzyskania
kraywych. Chyba ze dodatkowe otworki
umiedcilibysmy na obu koricach promienia
krazka. Aby stwierdzic, jakie krzywe
wtedy otrzymamy, przeanalizujmy rysunek
z okladki. Przedstawione na nim krzywe
narysowano za pomoca jednego szablonu

i jednego kragka, przy czym koniec oléwka
umieszczany byl w otworkach lezacych
coraz blizej drodka kragzka. Obserwujac,
jak zmienia sie ksztalt krzywej, latwo
sobie wyobrazié krzywa narysowang przez
otworek podredni i réwnie latwo odgadnag,
Ze jeéli umiedcimy koniec oléwka w érodku

Teraz robimy tak. fe &
Wybieramy liczbe

naturalng N spelniajaca
warunek 1/N < e.

Dzielimy obwéd

naszego okregu na N

réwnych lukéw, kazdy -
o dlugodci 1/N m. “x+d xb
Poniewas liczby z;, 23 ... sa niewymierne, zadna z nich nie wypadnie
na punkcie podzialu. Jak wynika z zasady szufladkowej Dirichleta,
istnieja punkty zk, k44, ktére leza na tym samym luku o dlugodci
mniejszej niz e. Wobec tego punkty zi, Tk 44, Tk424, - - - daja podszial
calego okregu i to taki, e dwa dowolne, kolejne punkty sa odlegle

o mniej niz &. W konicu jedna para punktéw musi trafi¢ w przerwe.

Zasada szufladkowa Dirichleta: roemieszczamy n przedmiotéw w m seufladach
— gdy n > m, to preynajmniej w jednej & szufiad beda co najmniej dwa
przedmioty.

Tutaj: poniewas punktow z; motemy weziaé dowolnie wiele, wigc — po pewnym
crasie — gaczniemy umieszczal je w przedsialach, w ktérych jug poprzednio
znalagl sie jakid punkt.

W ten sposéb dowiedliSmy, ze jakiekolwiek wybierzemy [, zawsze
musimy nastepowad na jakies linie.

Powyzsza obserwacja ma wiele ciekawych zastosowai. Zachecamy
Czytelnikéw do udowodnienia na przyklad, ze dowolny skoiiczony
ciag cyfr moze pojawi¢ sie jako poczatek dziesietnego zapisu pewnej
potegi dwdjki.

& Zadania

M 604. Punkt P ma te wlasnoéé, ze dla pewnego tréjkata ABC pola
tréjkatéw ABP, BCP i CAP 83 réwne. Wykazaé, ze P jest érodkiem
ciezkodci (tj. punktem przecigcia drodkowych) tego tréjkata.
Rozwiazanie na str. 8

M 605. W czworokacie wypuklym ABCD przekatne przecinaja sie

w takim punkcie P, ie pola tréjkatéw ABP i CDP sa réwne. Wykazaé,
ze czworokat ten jest trapezem.

Rozwiazanie na str. 8

M 806. Punkt P ma te wlasnoéé, ie dla pewnego wypuklego czworokata
ABCD pola tréjkatéw ABP,BCP,CDP i DAP sa réwne. Wykazaé,

ze jedna z przekatnych tego czworokata polowi druga.

Rozwiazanie na str. 11

Zadania matematyczne nostaly zaczerpniete & programu zajef 5 geometrii
na Trzyletnim Studium Zawodowym nauczycieli matematyki na Uniwersytecie
Warszawskim.

Redaguje Jarostaw KULPA

F 310. Kondensator polaczony szeregowo z oporem o rezystancji R
naladowaro za pomoca, baterii o napieciu U. Podczas ladowania na
oporze wydzielilo sie cieplo Q. Obliczyé pojemnoéé kondensatora (opér
wewnetrzny baterii nalezy zaniedbaé).

Rozwiazanie na str. 10

F 311. Z kranu, pionowo w dél wyplywa strumieri wody.

Na odcinku 60 cm przekrdj strumienia maleje o polowe. Obliczyé predkodé
wyplywu z kranu.

Rozwiazanie na str. 10



Patrz w niebo

Potocznie méwi si¢ czasem, ze wiamo gwiazdy jest jakby jej
paszportem, co ma ognaczaé, e paszport ten zawiera informacje
charakterystyczne akurat dla tej gwiazdy i nic poza tym.
Tymczasem tak nie jest. Nie zapominajmy bowiem, ze przestrzef
miedzy powierzchnia (fotosfera) gwiazdy a obserwatorem nie

jest pusta i rozproszona tam materia zawsze moze wzbogacié
widmo odleglej gwiazdy o linie widmowe nie majace z ta gwiazda
nic wspélnego. Tak np. w widmie Slofica (oczywiscie — innych
gwiazd takze, ale u Slofica najlatwiej to zauwazy¢) wystepuja linie
pochodzace od gazéw ziemskiej atmosfery. Z kolei w widmach wielu
gwiazd obecne 83 linie pochodzace od materii miedzygwiazdowej,

a gorientowano si¢ w tym na podstawie obserwacji widm gwiazd
podwéjnych. Mianowicie, wskutek ruchu obiegajacych sie skladnikéw
gwiazdy podwdjnej ich promieniowanie musi podlegaé zjawisku
Dopplera. W wyniku tego linie w widmach obu gwiazd musza
rytmicznie zmieniaé swoje obserwowane dlugodci fal z okresem
réwnym okresowi obiegu skladnikéw — zjawisko to obserwuje sie

w licznych przyktadach. Tymczasem okazalo sie, ze niektére linie
nie biora udzialu w tych wahaniach, ich dlugodci fal sa niezmienne.
Zinterpretowano to wlagnie miedzygwiazdowym ich pochodzeniem 2
(Johannes-Fra‘.ns'Ha.rtmann, 1995) i fa&t 51'3]1 stal s'ie: koron‘nym - .i'?WBayatkmv k:ﬁywe ktére mozemy atrsyma.é_'
dowodem istnienia rozproszonej materii migdzygwiazdowej. ;';53 pomof:a ”msicmego krazka"’, Saim“d a

K‘rétko méwi-ac:. bez doklfn.d-niejsmego. n.ba.da'mia nie ma wlaér.;iwie el i dsmy krzywy ch swanych, .
nigdy catkowitej pewnosci, ze dana linia widmowa pochodzi : n. krsyvm:h, ktére dostajemy
z atmosfery gwiazdy. A moze to mieé dodé wazne konsekwencje. _ | ﬁgﬁl’)" -
Nikogo nie dziwia linie miedzygwiazdowe w widmach gwiazd
polozonych w Drodze Mlecznej. Tymczasem juz satelity Copernicus
i IUE zaobserwowaly u pewnych goracych gwiazd lezacych w duzych cad ki :
szerokodciach galaktycznych linie absorpcyjne wysoko zjonizowanego v "Np tsa_]ektorgia, ognlskﬂ: paraboll
wegla, tlenu i azotu §wiadczace o temperaturze co najmniej CZALE Q’PQ Pwﬂtﬂl Jest taw. hﬁl&

200 000 K. Zdawaloby sie, ze tez nic w tym nadzwyczajnego, bowiem
pierwiastki te w gwiazdach wystepuja, a w ich koronach panuje
temperatura jeszcze wyzsza.

Klopot w tym, ze w widmie np. korony slonecznej widac silne linie
wysoko zjonizowanego zelaza, niklu czy wapnia, a nie wspomnianych
wczedniej pierwiastkéw. Samo zreszta zestawienie pierwiastkéw C,
N, O kojarzy si¢ nam od razu z wnetrzem gwiazd — sa to wszak
pierwiastki katalizujace w goracych gwiazdach reakcje laczenia sie
wodoru w hel. Byé moze to wladnie podsunelo badaczom mysl,

ze ten miedzygwiazdowy wegiel, tlen i azot pochodza z wnetrza
gwiazd i tak wysunieto hipoteze tzw. fontann galaktycznych.
Wedhig niej wybuchy supernowych powoduja rozproszenie goracej
(wiele milionéw stopni) materii gwiazdowe]j réwnies daleko

poza plaszczyzne Galaktyki. Wyrzucona tam materia stygnie,
rozprasza sie i po czasie szacowanym na kilka milionéw lat wraca
do plaszczyzny Drogi Mlecznej.

Rzecz jasna, pieknie byloby zobaczyé bezposrednia emisje
promieniowania przez ten gaz. I tak si¢ tez stalo. Aparatura
zbudowana przez Christophera Martina i Stuarta Bowyera

¢ Berkeley (Kalifornia) i zainstalowana na wahadlowcu Columbia
zarejestrowala emisyjne linie widmowe C, N, O, odpowiadajace
omawianym wyze]j liniom absorpcyjnym, pochodzace z przestrzeni
miedzygwiazdowej nawet z okolic biegunéw galaktycznych.

Tomasz KWAST




Préznia nie jest pusta

Szczegblnymi przypadkami rulet sa krzywe,
ktére powstaja w wyniku toczenia gie
okregu po okregu. Nazywaja sie one
krsywymi cykloidalnymi. Jesli okrag T
toczy sie po wewnetrznej stronie okregu S
(tak, jak w przypadku ,magicznego
krazka”), to kazdy punkt sztywno
zwiazany z okregiem T wykredla krzywa
zwang hipocykloida. Jedli T toczy sie

po zewnetrznej stronie S, dostajemy
epicykloide. Jeéli T toczy sie po prostej
(ktéra moze byé traktowana jako okrag

o nieskoriczenie duzym promieniu)
dostajemy cykloide.

Stanistaw MROWCZYNSKI

Pojecie prézni gra podstawowa role w kwantowej teorii pola

— teorii, ktéra na obecnym etapie poznania struktury materii
dostarcza najbardziej podstawowego opisu dynamiki wszelkich
ukladéw fizycznych. W powszechnym rozumieniu préznia to stan
doskonalej pustki. Jednak ,pustka” jest trudna do okreslenia

w terminach fizycznych, wiec w kwantowej teorii pola przyjmuje sie,
ze prézni odpowiada stan o zerowe]j energii (dokladniej: o najnizszej
energii, gdyz energia jest zwykle okreélana z dokladnosdcia do stalej
addytywnej) i zerowych ladunkach: elektrycznym, leptonowym,
barionowym itd. Na pierwszy rzut oka takie okreélenie zdaje sie
wladnie odpowiadaé pustce, lecz dokladniejsze jego rozwazenie
pokazuje, ze w prézni moze jednak ,,coé” by¢.

Ponizej przedstawie bardzo uproszczony klasyczny

(tzn. niekwantowy) model, ktéry jednak opisuje pewne cechy
realnej prézni. WyobraZzmy sobie pare zlozona z elektronu (e~)
i pozytonu (e*). Poniewaz pozyton jest antyczastka elektronu,
calkowite ladunki pary — elektryczny i leptonowy, sa réwne zeru.
Od czasu zapisania slynnej formuly E = mc? wiadomo, ze masa
jest réwnowazna energii, a zatem wydaje sie, ze istnienie pary
ete~ wymaga dostarczenia energii odpowiadajacej, co najmniej,
dwém masom elektronu. Jednak elektron i pozyton majac
przeciwne ladunki elektryczne przyciagaja sie, wiec energia

ich elektromagnetycznego oddzialywania jest ujemna i moze
skompensowal energie potrzebna na generacje mas. W ukladzie
érodka masy pary, gdzie ped elektronu jest przeciwny do pedu
pozytonu, zadanie zerowej calkowitej energii pary wyglada
nastepujaco

2
(1) 2\/m2+p3—c?=0,

gdzie m jest masa elektronu, p jego pedem, e zad ladunkiem
elementarnym; r jest odleglodcia miedzy elektronem i pozytonem.
Przyjeliémy tutaj czesto stosowany w fizyce teoretycznej uklad
jednostek, w ktérym predkodé §wiatla c i stala Plancka h sa réwne
jednodci. Widzimy, ze dla dowolnie duzego p istnieje rozwiazanie
réwnania (1), gdyz czlon odpowiadajacy elektrostatycznemu
oddzialywaniu moze byé dowolnie duzy.

hipocykloida

epicykloida

TR0

cyvkloida

S

Rys. 4

Wazystkie krzywe, ktére powstaja
2a pomoca ,magicznego krazka”, sa
hipocykloidami. Eatwo wyobrazié sobie
analogiczne zestawy sluiace do kredlenia
epicykloid i cykloid. :

Wsezystkie krzywe cykloidalne moga
wystepowal w trzech odmianach:
skréconej, swycsajnej 1 wydluionej,
w zaleznodci od tego, jak punkt P
kreélacy krzywa poloiony jest wzgledem
okregu T'. Jeieli P leiy wewnatrz
okregu T, dostajemy odmiane skrécona
(jak w ,magicznym krazku®), jezeli na
okregu — zwyczajna, jezeli na zewnatrz
— wydhuzona.

Przedstawione rozumowanie pokazuje, ze przestrzefi wypelniona
parami ete™, ktére w teorii pola nazywa sie parami wirtualnyms,
moze odpowiadad stanowi o zerowej energii i ladunku, choé nie jest
ypusta”. W teorii pola prézni¢ moina wyobrazaé sobie wladnie jako
uklad pojawiajacych sie i znikajacych par, kaida zlozona z czastki

i antyczastki.

Epicykloidy i hipocykloidy wszystkich
trzech odmian zwane 83 tei trochoidami.

cykloida skrocona cykloida zwyczajna ¢ikivida wydluzona

P P JUIRE g P ey -




Z réwnania (1) wynika, ze maksymalna odleglod¢ miedzy elektronem \

i pozytonem yéwna

3

2m’

jest osiagnieta wtedy, gdy p = 0. Po podstawieniu wartoéci masy

i ladunku elektronu otrzymujemy rpmaz = 1,4 - 10712 cm. Wielkodé
ta jest bardzo mala, lecz odpowiada wladnie charakterystycznej skali
dlugodci w dwiecie czastek elementarnych. Przypomne, Ze promieii
protonu réwny jest w przyblizeniu 1071% cm. Oczekujemy wiec,

fe istnienie w prézni par wirtualnych moze wplywaé na pewne
zjawiska fizyczne. I tak sie dzieje w istocie.

(2) Tmaz =

Gdy pole elektromagnetyczne rozchodzi sie w prézni wypelnionej
parami ete™, jest ono zmodyfikowane w stosunku do sytuacji,

w ktérej pole rozchodzi sie w idealnej ,,pustce”. (Ostatnie slowo
ujete jest w cudzysléw, gdyz, jak wynika z przeprowadzonego
rozumowania, pojecie pustki nie ma dobrego sensu fizycznego.)
Dzieje sie tak dlatego, ze pole elektryczne indukuje moment
elektryczny wirtualnej pary — érednie polozenia elektronu i pozytonu
nie pokrywaja sie, gdyz pole elektryczne dziala w przeciwnych
kierunkach na obdarzone przeciwnymi ladunkami elektron i pozyton.
Tak wiec préznia polaryzuje sie, czyli zachowuje sie jak osrodek
dielektryczny.

Efekty wynikajace z polaryzacji prézni sa bardzo male. Aby
uzmyslowi¢ sobie, jak male, poréwnajmy momenty elektryczne

pary wirtualnej i typowej molekuly. Charakterystyczny promief d
molekuly wynosi 1078 ¢cm, wiec moment elektryczny molekuly
bedzie rzedu e - d, gdzie e jest ladunkiem elementarnym. Moment
elektryczny wirtualnej pary bedzie rzedu € - rppqz. A zatem moment
pary jest sto tysiecy razy mniejszy niz moment typowej molekuly.

Pomimo to efekty polaryzacji prézni sa obserwowane doswiadczalnie.

Atom wodoru — uklad elektronu i protonu zwiazanych
przyciagajacym potencjalem Coulomba, jest opisywany przez
mechanike kwantowa, na gruncie ktérej pokazano, ze tylko pewne
wartodci energii atomu sa dozwolone. Wartodci te, zwane poziomami
energii atomu wodoru, mierzone sa z ogromng precyzja. Okazuje

sie, ze fakt istnienia wirtualnych par w prézni, a co za tym idzie,
efekt polaryzacji prézni, prowadszi do przesuniecia pozioméw
energetycznych, na skutek modyfikacji potencjalu dzialajacego
miedzy elektronem i protonem. Potencjal ten przy wzrodcie
odlegloéci zmniejsza sie szybciej niz 1/r, poniewas pole elektryczne
jest w prézni, jak i w innych ofrodkach dielektrycznych, ekranowane.
Wspomniane przesunigcia pozioméw energetycznych atomu wodoru
zostaly zmierzone i doskonale zgadzaja sie z wynikami teorii.

kardioida  nefroida

~ Rys. 6

_ prostej obracajacej sie ze stals predkodcia

~ Pascala natomiast ea to epitrochoidy, dla
- ktérych r = R (czyli kardioidy zwyczajne,

~ réwne czedci (wiadomo, Ze za pomoca,

Ciekawi przedstawiciele rodziny
cykloid

Niektére krzywe cykloidalne wyrézniaja
sie szczegdlnie ciekawymi wlasnodciami.
Wiéréd epicykloid sa to kardioida

i nefroida, a wéréd hipocykloid —

deltoid i asteroida (rys. 6). Wlasnosci
nefroidy (r/R = 1/2) wykorzystuje sig
w urzadzeniach optycznych, a kardioidy
(r/R = 1) w urzadzeniach optycznych,
mimodrodowych i w przekiadniach
zebatych. Deltoid (r/R = 1/3), awany
tez tréjkatem Steinera, jest figura,

w ktérej obszarze mozna obrécié odeinek
o dlugodei 2r o kat peiny. Poczatkowo
sadzono, Ze jest on najmniejsza spéréd
figur o tej wiasnoéci, ale okazalo sie,

#e mozna znalefé taka figure o dowolnie
malej powierzchni. Asteroida (r/R =1/4)
‘natomiast slynna jest jako obwiednia
odcinka o dlugoéci R/2, ktorego korice
dlizgaja sie po dwéch prostopadiych
prostych.

Najbardziej jednak interesujaca jest chyba
cykloida, ktéra zajmiemy sie podniej.

Weéréd trochoid duza popularnofcia

ciesza sie rozety trochoidalne i élimaki
Pascala. Rozety (rys. 6) sa to trochoidy,
dla ktérych odlegloéé punktu kreélacego
od érodka toczacego sie kola wynosi r + R.
Interpretowane sa, te jako trajektorie
punktu poruszajacego sie w sposéb
harmoniczny (tam i z powrotem) po

‘wokél érodka wahaii punktu. Slimaki

skrécone i wydtuione). Wchodza one

w sklad trysektrys. Za pomoca cyrkla,
linijki i szablonu trysektrysy moina
dokonaé podzialu dowolnego kata na tray

_jedynie cyrkla i linijki nie jest to mozliwe).
Keztalt slimakéw Pascala nadaje si¢ tes
mimoérodom w semaforach, dzieki czemu
predkoéé ruchu ramienia semafora jest
maksymalna w érodkowej fazie ruchu,
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Rys. 7

a minimalna w poczatkowej i koficowej.
Tego rodzaju plynnoéé ruchu zabezpiecza®
urzadzenie przed szybkim zuZyciem oraz
ulatwia przezwycieienie sily bezwladnodci
i sily tarcia w chwili rozruchu.

Czy préznia jest pusta?

Zaprezentowany w tym numerze artykul S. Mréwczyiskiego Prdznia nie
jest pusia pobudzil redakcje Delty do ozywionej dyskusji, u piszacego

zad te uwagi wywolal gwaltowny sprzeciw. Wobec niemoznoéci
pogodzenia stanowisk dwéch reprezentantéw fizyki w redakcyjnym gronie
postanowiliémy — idac za sugestia Naczelnego — zaprezentowad poglady
obydwu stron. A zatem: NIE ZGADZAM SIE Z PREZENTOWANYM
MODELEM ZJAWISK ZACHODZACYCH W PROZNI. Zanim
przystapie do wyluszczania powodéw mego sprzeciwu, checialbym najpierw
wyjaénié, jak w ogble mozliwa jest sytuacja, w ktérej sposéb opisu
zjawiska fizycznego zalezy od widzimisie osoby opisujacej: wszak fizyka
pretenduje do miana nauki écislej. Otéz kluczem do zrozumienia jest tu
sfowo ,,model”, swiadomie uiyte przeze mnie w wyréznionym zdaniu,

a pojawiajace sie takie w drugim akapicie tekstu mego (miejmy nadzieje
- chwilowego) adwersarza.

Historia krzywych cykloidalnych

Krzywymi cykloidalnymi interesowano
sie¢ jui od dawna. Juz Arystoteles
(384-332 p.n.e.) zajmowal sig réinymi
paradoksami dotyczacymi toczenia sie
kola po prostej. Pééniej Apoloniusz
(okolo 262-200 p.n.e.) dla celéw
astronomicznych badal wladciwodci
ruchu zlozonego z ruchéw kilku okregéw
wezajemnie swiazanych. Opierajac sie
na jego wynikach Hipparch (okolo 190-
okolo 125 p.n.e.) wprowadzil do opisu
ruchu planet orbity epicykloidalne.

Czym jest model? Fizyka badajac nature nie jest na ogél w stanie sprostaé
jej zlozonoéci. Skazana jest na maksymalne upraszczanie okolicznodci

i sprowadzanie zjawisk do warunkéw laboratoryjnych. Ale nawet wéwczas,
aby ujaé opis rzeczywistodci w kluby pojeé matematycznych, trzeba

uciec sie do pewnej idealizacji, konstrukeji mydlowej, ktéra oddaje

jedynie najistotniejsze cechy badanego. Ta konstrukcja to wladnie model.

L Spotykamy sie z nim juz od poczatkéw nauczania fizyki. Modelem obiektu
materialnego, ktérego rozmiary sa male w poréwnaniu z zakresem jego
ruchu, jest punkt materialny. Modelem cigézarka bujajacego sie na cienkiej
nitce jest wahadlo matematyczne. Znamy model gazu doskonalego, model
atomu Bohra-Rutherforda i wiele, wiele innych. Z zaloZenia model nie
pretenduje do roli pelnego opisu modelowanego zjawiska: albo oddaje
tylko pewne jego cechy (model wahadla matematycznego opisuje ruch
cigzarka, ale nie méwi nic np. o jego whasnodciach cieplnych), albo moze
byé stosowany tylko w pewnych, écidle sprecyzowanych warunkach

(model punktu materialnego opisuje ruch Ziemi wokél Storica, ale nie jej
ruch dobowy). Poniewai w wielu przypadkach nie jest oczywiste, jakie
cechy rzeczywistodci sg istotne dla przebiegu zjawiska, a jakie nie, wiec
zbudowanie poprawnego modelu nie jest bynajmniej proste —- fizyka

Jjest sztuka odrzucania tego, co mniej wazne. I wladnie w tym
miejscu wkracza do fizyki pewna dowolnodé indywidualnego osadu; spory
o slugznodé tego czy innego modelu 83 charakterystyczne dla dziedzin
fizyki znajdujacych si¢ w trakcie tworzenia.

Za czaséw Hipparcha przewaznie sadzono,
ze planety poruszaja sie wokél Ziemi

z jednostajna predkoécia po orbitach
kotowych. Przeczyly temu jednak
obserwacje, ktére wykazaly, Ze niektére
planety (np. Mare i Wenus) w nieustannym
ruchu z zachodu na wschéd poruszaja sie
raz wolniej, raz szybciej, ponadto co jakid
czas cofaja sie nieco na zachdéd, wykonuja
petle i dalej biegna ku wschodowi.
Woprowadzenie orbit epicykloidalnych
umozliwilo wytlumaczenie tego zjawiska,
poniewai epicykloidy wydluzone maja
petle, na ktérych, oczywidcie, zachodzi
ruch wsteczny.

Céz wiec mam do zarzucenia modelowi prézini przedstawionemu przez
Staszka Mréwczyriskiego? Ot6%, moim zdaniem, poprawny model nie
moie byé wewnetrznie sprzeczny, a model, o ktérym mowa, kryterium
tego nie spelnia. Po pierwsze, réwnanie (1) nie jest prawdziwe! ZaloZenie,
ktére leglo u podstaw réwnania (1), ze elektrony i pozytony oddzialuja
na siebie sila Coulomba jest sluszne jedynie w przypadku statycznym,

a nie wéwczas, gdy obydwie czastki kraza wokél siebie z predkodcia bliska
predkodci dwiatla. W tym przypadku zagadnienie staje si¢ niezmiernie
skomplikowane i w ogélnodci — nierozwiazywalne. Zastrzezenia dotyczace
réwnania (1) nie 83 jednak decydujace. Réwnanie to, jak i wynikajacy

z niego wzér (2) dadza sie utrzymaé, jedli znaki réwnoéci zastapié
réwnoéciami przyblizonymi lub réwnoédciami co do rzedu wielkodci.

orbita kolowa orbita epicykloidalna



Znacznie powagniejszy jest nastepujacy fakt: opisany stan nie jest stanem
préini, gdyz jego energia nie jest najnizsza z moiliwych. Co wiecej,

nie jest to stan stabilny. Istotnie, elektron i pozyton poruszaja sie

% niezerowymi przyspieszeniami i — jak zwykle w takich przypadkach

- traca energie promieniujac fale elektromagnetyczne, by po bardzo
krétkim czasie spadé na siebie. Gdybyémy jednak obeszli i te trudnoéé
postulujac istnienie pewnych dozwolonych orbit (nie podlegajacych
klasycznemu prawu promieniowania) tak, jak w modelu Bohra atomu, to
musieliby§my wziaé jeszcze pod uwage i to, e réwnanie typu (1) okresla
jedynie wkiad do energii pochodzacy od energii oddzialywania elektronu

i pozytonu. Tymczasem w bilansie energii musimy uwzglednié takie
energie zawarte w polach elektrycznych wytworzonych przez cbydwa
ladunki. Energie te sa nieskoriczenie duze i fakt ten prowadzi nas do
nieuniknionego wniosku, Ze poprawnym stanem préini w fizyce klasycznej
jest stan pozbawiony jakichkolwiek obiektéw materialnych — absolutna
pustka.

Inaczej jest jednak w fizyce kwantowej, w szczegdlnodci, jedli odwolaé

sie do kwantowej teorii pola. Tutaj czastki s jedynie wzbudzeniami
wezechobecnych pél kwantowych, ktérych usunaé sie po prostu nie

da, nawet ze stanu o najnizszej mozliwej energii. Co wigcej, jedno

z podstawowych praw fizyki kwantowej, zasada niecznaczonoéci, méwi
nam, ze pola kwantowe nigdy nie moga byé w doskonaltym bezruchu, lecz
musza one fluktuowaé. Fluktuacje te kreuja pary czastka — antyczastka.
Dzieje sig to jednak na bardzo malych odleglodciach. Mozemy sie o tym
przekonaé wypisujac zasade nieoznaczonodci w postaci

Ap- Az ~h

(Ap i Az to nieoznaczonodci pedu i polozenia). Dla pary wykreowanej
przez pole kwantowe nieoznaczonoéci pedu i polozenia musza byé
rzedu samych wielkodei i wobec faktu, ze Ap ~ p ~ mc, znajdujemy
charakterystyczny rozmiar pary

Az ~ B 4

mc

co w przypadku elekfronu daje liczbe rzedu 107! c¢m (poréwnaj
Z Fmaz ~ 107'% cm w modelu klasycznym). Zauwaimy, Ze przy tym opisie,
stworzenie pary elektron-pozyton narusza — niewzruszone zdawaloby
sie — zasady zachowania energii i pedu. Dzieje sie to jednak nie tylko
na bardzo malych odlegloéciach, ale réwniez przez bardzo krétki czas
(przypomnijmy zasade nieoznaczonodci dla energii, AE - Af ~ k). Natura
oszukuje wiec samay, siebie, a udaje sie jej to, gdyz jest nieslychanie zreczng
oszustka,.

Kwantowa préinia jawi sig jako stan niezwykle niespokojny. W kaidym
jej milimetrze szedciennym rodza sie wciaz i nieomal natychmiast ging
niezliczone ilodci wirtualnych par. Podobnie jednak, jak w modelu
klasycznym, ich krétkotrwale istnienie prowadzi w obecnoéci zewnetranego
pola elektrycznego do pojawienia sie efektéw polaryzacyjnych. I ten
wladnie fakt opisywal poprawnie (choé tylko na poziomie jakodciowym)
model Staszka Mréwczyriskiego. By nie by¢ zupelnie goloslownym,
przytocze wzér na potencjal tadunku punktowego otrzymany w kwantowsj
teorii pola

(*) O(r) = ; ( 4\/— (;;.)3/2

(przyjalem tu jednostki, dla ktérych & = c = 1).

) dla r{l
m

Czy préznia jest wiec pusta? Na pewno jest tak pusta, jak to tylke
mozliwe. Ale prawdziwa odpowiedZ na to pytanie nie jest jednoznaczna

i zalezy od sposobu opisu oddzialywania. Przyjmujac wzér (+) za prawo
podstawowe doszlibysmy zapewne do przekonania, e préznia jest zupeilna
pustka. W pewnym sensie mogzemy wiec méwié¢ wymiennie albo o prostym
oddzialywaniu, albo o prostym stanie prézni. Pierwszy sposéb opisu
rzeczywistodcl wydaje sie byé duzo bardziej plodny poznawczo i z tego
powodu sktonni jeste§my uznaé, Ze préznia jednak pusta nie jest.

e\;@a.a'nie kél Gdyby .

ﬁfanety kragyly wokét Slorica po torach

kolowych, to model Hipparcha bylby
idsealn‘fe' poprawny.. No, bo jeéli za punkt
~ odniesienia prayjat Ziemie, wéwczas Slorice

. Wraz z pla.neta, ktéra ma na swojej orbicie,
g  wiruja wokél Ziemi (rys. 9) i wtedy ruch

planety mtotnie jest ruchem zlozonym
5 nlc.hu po ar“bmm wokét Slorica (zwanej
Aéferentem) i ruchu Stofica po orbicie
wokéf' femi (zyu.ne; epicyklem). Oba
te ruch hsone ragem daja ruch po

' f.plcykloldsié, w j:edme Jeascze wyjaémgne _

-

'm* (okoio 85— 165}

wpmwadsajé;s maéstwo dodatkowych

Pprae rwed on ponad 16 stuleci,
~ ag do czasu heliocentrycznego systemu
KOﬁimﬂra {1473—1 543) Ale nawet

~ cyk 1da1ny’ch Gdy pnerwotny jego
ﬁ‘mdel zakladajacy orbrty kolowe w ruchu

- planet wokél Slofica ckazal sie niezbyt
 dokiadny, zdecydowat 8ig powrécié do orbif
cykloidalnych, czesto tez z wielka liczba
 epicykli. Dopiero Kepler (1571-1630)
uwolnit system planetarny Koperaika od
krzywych cykfoid alnych zastepujac je

Koparnik poshigujac sie krzywymi
cykloidalnyml odkryt ciekawa ich wlasnioéé.
‘Mianewzcm mozna znalesé taki stosunek
proxmam r[ R ze ‘krzywa cyklo:dalna

,,okrag orbth planety, a nawet odcinek
- tor ;'uchu Tmmefy Wysta.rczy wma,é

Pawel KRAWCZYK L v




Geometryczny dowéd pewnej nieréwnosdci

Pomiedzy érednimi: harmoniczna, geometryczna, arytmetyczna
i kwadratows dwéch dodatnich liczb rzeczywistych z, y zachodzi
nastepujaca zaleinoéé:

min(z,9) < V&7 < 232 < /2 < max(a,y).

Czy moina wskazaé geometryczng interpretacje (geometryczny dowéd) tej
nieréwnoéci?

Niech |AB| = z, |BC| =y, (z < y), |AC| = z + y. Na odcinku AC, jako
na érednicy, rysujemy pélokrag i zaznaczamy odcinki OD1AC, BE1 AC
(rysunek).

D
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/
A 4] o c
Ocsywidcie, |OD| = #i¥, |BE| = \/z -y, |0B| = ¥5%. Ponadto

|BD| = \W-\/-(,+,},+,(, o[ EEE,

Rysujemy teraz odcinek BF LOE. Poniewas

1 _impit_lopid ; 1BO] _ [EO|
|BE|" = |EO|" - |OB| [Fo| = |Bo]’
wiec |BE|? = |EF| - |EO|. Stad

-
|EF| = J—Elﬂo -s—”-;+1

W réwnoramiennym tréjkacie AOE, BF |[{ AE, wiec |AB| < |EF)|.
Z rysunku widaé, ze
|AB| < |EF| < |EB| < |DO| < |DB| < |BC|
(réwnodci maja miejsce tylko w przypadku, gdy z = y).
Jarostaw GORNICKI

e

Roswiazanie sadania M 606.
Tréjkaty ABP i CDP maja
jednakowy kat prey wierscholku P
— oznaczmy go a.

. c

Roswiasanie sadania M 604.
Oznaczmy rzut prostokatny punktu

A na prosta BP przez A', a punktu &
- przez C'. Niech S bedzie punktem
przeciecia prostej BP 2 bokiem AC.
Poniewai pola APBA i APBC sa
réwne, wiec wysokodci opuszczone na
wapdélny bok BP w tych tréjkatach
ted beda réwne.

A D
Foniewai ich pola sa réwne, wige

%AAP-BP-;in a=%-C’P-DP-sIn Py

Stad

) ' A B
Zatem AA' = CC' | wobec tego DP BP
tréjkaty prostokatne AA'S i BB'S

preystajace (majs jeszcze réwne katy
prey wierscholku §). Stad AS = 5C,
a wiec BP jest drodkowa Podobnie
stwierdzamy, ie §rodkowymi sa AP
iCcP.

i tréjkaty APD i CPB sa podobne
(bo maja tei jednakowy kat pray
wierscholku P). W szczegdlnodci
LPAD = LPCB, co dowodzi
réwnoleglodei AD i BC.



O pewnych funkcjach okresowych }

ich okresach podstawowych
FEwa DUDEK

Zacznijmy od pewnego zadania:

Udowodngj, ze jedls dia funkcii f,g: R — R isinieje a # 0, takie, ze dla
wszystkich z € R : f(z + a) = g(z) oraz g(z +a) = —f(z), to f i g sa
okresowe.

Przypomnijmy: méwimy, ze F : R — R jest okresowa wtedy i tylko
wtedy, gdy istnieje T # 0, takie, e dla kaidego z € R zachodzi zwiazek:
F(z+ T) = F(z); takie T nazywamy oktesem funkcji F' (najczeéciej to
pojecie definiowane jest troche inaczej, ale w sposéb réwnowazny).

Rozwiazanie zadania jest proste:

dla z € R mamy f(z + 4a).= g(z + 3a) = — f(z + 2a) = —g(z + a) = f(z).

Liczba T = 4a # 0 jest okresem funkcji f, g zad jako przesunigcie f
o wektor [—a,0] ma te same wlasnodci. Zauwaimy, ge przykladami funkcji
speliajacych zalozenia g3 sinus i cosinus (dla a = %).

Zadanie rozwiazaliémy i w zasadzie jego historia, a wraz z nia niniejszy
artykul, moglyby sie tu urwaé. Dlaczego wiec Czytelnik ma przed

sobg jeszcze spory kawalek tekstu? Z tej samej przyczyny, dla ktérej
policjant, zauwasywszy zamaskowanego i obladowanego tobotkami
czlowieka opuszczajacego w érodku nocy jakied mieszkanie przez balkon,
nie zadowala sie jedynie stwierdzeniem tego faktu, ale zatrzymuje
podejrzanego i zadaje mu pewne standardowe dla tych okolicznodci
pytania. Takimi pytaniami w sytuacji, w ktérej ,zlapiemy” funkcje
okresowa, 8a:

(1) czy ta funkcja ma okres podstawowy?

(1) jeéli ma, to jaki?

Przypomnijmy, ée okresem podstawowym nazywamy (o ile istnieje)
najmniejszy spoéréd dodatmich okreséw. Funkcja okresowa moze mieé
okres podstawowy (np. funkcje trygonometryczne) albo go nie mieé
(np. dla kaidej funkcji stalej okresem jest kaida liczba rézna od zera).
Znana jest ponadto bardzo prosta wilasnoéé: niezerowa suma § réinica
okresdw tez jest okresem. W szczegblnodci, jesli T' jest okresem funkcji,
to a3 nimi réwnies liczby: +T,+2T,...

Jak brzmi odpowied# na pytania (I) i (II) w przypadku funkcji z zadania?
Zauwazmy, se wystarczy zajaé sie funkcja f: R — R (g jest jej
przesunigciem, wiec ma analogiczne wiasnoéci), dla ktérej

(0) istnieje b > O (b = 2a), takie, ze diaz € R: f(z+b) = —f(z)
(takich b moze byé wiele; zbiér zlozony z nich wssystkich oznaczmy
przez B).

Sprébujmy odpowiedzieé na pytanie (II) przyjmujac, ze funkcja f
o wlasnofci (0) ma okres podstawowy To. Jak go wyznaczy¢é? Wiemy, ie
(i) fstnieje zo € R, takie, ze f(zo) # 0 (w przeciwnym razie f bylaby
stala, tzn. nie mialaby okresu podstawowego);
(ii) zadne b € B nie jest okresem (bo dla zo z punktu (i) mamy:
f (2o +b) = —f(20) # f(20));
(iii) dla kazdego b € B liczba 2b jest okresem.

Ostatnia uwaga nasuwa pomysk: skoro szukamy najmniejszego
dodatniego okresu Ty, a wezystkie liczby 2b (b € B) sa dodatnimi
okresami, to moze

(1 — hipoteza) To =min{2b: b€ B} =2 -minB,

gdzie min B jest liczba najmniejsza w B? Co wystarczyloby wiedzieé,

by méc uzasadnié hipoteze (1)? Gdyby dla jakiegokolwiek by € B bylo
(2) To = 2bo,
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- 3 aka pierwm bad;.niem cyklozdy sajgl
 si¢ Galileuss (1564~ 1642). On nadal
~ jej nazwe, sformulowat jej definicje

i zaintersowal nig innych matematykéw.
Waiqc. fi;ury wyciq’te % jednakowych
maﬁerialﬁw odkryi, e pole pod jedna
gahaia cykloidy jest trzykrotnie w;ekase
~ od pola kota generujacego te cykloide.
Matematycmy ‘dowéd tego faktu

g;'-\s aleziony zostal pééniej przez Robervala
. ;-tlaoms?s) ‘W swoim dowodzie postuzy} |
_siq;.-on krzywa pomomicsq, ktéra nazwal

warsy‘uki scykloid:y" Konstruowat ja
n sposéb, ie w kazdej chwili, kiedy

' ~ kolo tocaylo sie po prostej, rautowat punkt
kreﬂqcy cykloide na pionowa érednice kota.
aeektom tego rzutu nazwal wlaénie

owarzyszka cykhxdy Okazala sig ona

~ wykresem funkcji sinus i w taki wiaénie

~ sposéb w historii ‘matematyki po raz
~ pierwszy pmawﬁa gie sinusoida. Roberval
- pokazal, #e pole kola generujacego jest

~ réwne polu obszaru ograniczonego
cykloida i jej ,towarsyszka”, a to z kolei

~ jest réwne polu obszaru ograniczonego
1:vc-tlﬂ:a.wris‘b cykldidy, iei ptowarzyszka”
i brzegiem kota generujacego wpiunego
v {:ykioéde. Tym samym udowodnil,
hpclq pod cykloida jest. traykrotnie

| pola kola generujacego te

 cykloide (rys. 11). Tego samego dowiedli

. réwniei Kartesjusz (1596-1650) i Fermat

{womsas), ktéray zaciekle rymuaomu
5 Robsrvalmw badanin whanok‘f -

Robmal ijﬂss i F’ermat znaledli
. réwniei motode konstruowania stycsnej
N i normn]nej do »cyklmdy w ‘dowolnym jej
to jus byloby dobrze. Takie bo musi jui byé najmniejsze w B (dzieki (jii)). ==




~ punkcie. Otéi normalna nalezy prowadzi
przez punkt stycznodci kola generujacego
— z prosta, po ktérej ono sie toczy,
a stycana przez przeciwlegly temn

. punktowi koniec érednicy.

o xj"t-i.lvn'i a'l

slyezna

' Rys. 13

Wdsiecznym przedmiotem badah okazaly
_ sie réwnied bryly utworzone przez obrét
~ galezi cykloidy wokdt podstawy lub

- wokét prostej prostopadlej do podstawy
~w jednym z jej koricéw (rys. 14). Ich

~ objetodci wynosza odpomedmo 5m%r
i12nr®, a pola Stwr? i 3277r%. Badane
. byly przede wuystlum przes Robervala,
| ‘Fermata i Pascala,

Rys. 14

Pascal (1623 — 1662) znalaz} érodki
cieskodci gatezi cykloidy i obszaru pod
galezia cykloidy. Leza one na osi symetrii
cykloidy na wysokodciach odpowiednio 2r
i ¢r ponad podstawa,.

Pascal znalazl réwniez pola pewnych
specjalnych fragmentéw obszaru pod

~ cykloida i ich drodki ciezkodei, a takze
drodki ciezkodei pewnych fragmentéw
opisywanych wyiej bryl. Dumny ze
swych osiagnieé oglosil konkurs na
rozwiazanie tych i podobnych zadaii.
Jednak problemy te byly jak na tamte

 c¢zasy ogromnie trudne i niewieln
spodréd najwybitniejszych matematykéw
| uczestniczacych w konkursie moglo
p@ﬁscs?czé si‘q jaklm]:olmek sukcasem.
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Dalej, wiemy, e liczby 2b — To (dla b € B) 83 zerami lub dodatnimi
okresami, wiekszymi (dzieki (ii) réZnymi) od Tp. Gdyby wigc liczba tej
postaci spelniala warunek

(3) 2b—To < Ty,

to musialaby by¢ zerem, co ogznaczaloby, ze 2b — Ty = 0, czyli To = 2b.
Zachodziby wiec upragniony zwiazek (2)! No dobrze, ale kiedy mozliwe
jest (3)7 Oczywijdcie, gdy dla pewnego b € B zachodzi b < Ts. Czy istnieje
takie b € B7 Sprébujmy uzasadnié to nie wprost. Przypuéémy, ze jest
przeciwnie:

(4 — hipoteza) dla kaidego beB: b>To.

WezZmy jedno takie b € B i wykonajmy coé w rodzaju dzielenia z ressta
przez Ty, tzn. przedstawmy b jako b = kT, + ¢, gdzie k € {1,2,...} oraz
0<q < To (qto ,reszta”). Zauwaimy, ze kTo jest okresem, ¢ zaé ma
ciekawg wlasnosc:

dla wezystkichz € R: f(z+4q)= f(z+b—kTo) = f(z +b) = —f(z).

Po przypomnieniu sobie definicji zbioru B z punktu (0) stwierdzimy,

ze zachodzi jedno z dwojga:
q = 0; jest to jednak niemozliwe, bo wiedy b = kTo byloby okresem,
a nie jest (patrz (ii));
q € B, ale ¢ < Ty, a zgodnie z hipoteza (4) wszystkie elementy B sa
wicksze od Ty.

Przyjecie hipotezy (4) prowadzi — tak czy inaczej — do sprzecznoéci. Stad
prawdziwoéé jej zaprzeczenia. Istnieje zatem by € B takie, Ze by < Ty.

To wystarcza, by zachodzilo (3) oraz (2), ktére dowodzi, ze hipoteza (1)
jest odpowiedzia na PYTANIE (II):

jesli f ma okres podstawowy, to jest nim Ty = 2 - min B.

Zgodnie z przyjetym planem pozostaje udzielié odpowiedzi na

PYTANIE (I), czyli stwierdzi¢, czy wlasnoéé (0) wymusza istnienie okresu
podstawowego. Przywolijac prayklad funkecji zerowej odpowiemy, se NIE.
Sformulujmy wigc pytanie (I) inaczej:

(I’) czy niezerowa funkcja 0 wlasnodei (0) musi mieé okres podstawowy?

Odpowied# nadal brzmi: NIE; odpowiedni przyklad nie jest jednak juz tak
prosty. Aby go skonstruowaé wyréinimy dwa podzbiory R. Zbiér
e { *
3"
tworza liczby wymierne o mianown®' -ch postaci 3" (n =0,1,...). .
Zauwazmy, ze liczby catkowite (w tym 1) leia w X, oraz e suma liczb z X
takZe lezy w tym zbiorze. Drugi z zapowiedzianych zbioréw

Ydf{%%-:c: zGX}

jest przesunieciem X o %

: k=0,=+1,..., n:{J,I,...}

&

Roswigsanie sadania F 810.
Niech g oznacza ladunek, jaki
zgromadsi sig na kondensatorze, a C
jego pojemnodé. Energia pobrana
z baterii réwna sie [7q, natomiast
energia naladowanego kondensatora

1
jest réwna EU-;. Réinica powyiszych
energii réwna jest cieplu, jakie

1

wydzieli sie na oporze: Q = EUq.

Poniewai ¢ = CU, wige otrzymujemy
= 2Q

0= —.
a2

Roswiazsanie sadania F 811.
Niech Sp i § oznaczajg przekrdj
strumienia w pobliZu kranu

i w odleglodei h = 60 cm ponifej
kranu. Predkodci strumienia wody
niech wynosza odpowiednio Uy

i /. Poniewasd gestodé wody nie
zmienia si¢, przez dany przekrdj

musi przeplywad w jednostce czasu
dav

ta sama objgtodé wody: —“ = const,
C
dv .
ale ™ = SU = S5qUp. Uwszgledniajac,
C

e S/S5¢ = 2 mamy U = 20Uy, 7 zasady
rachowania energii mamy
mir? mUU
- — —— =mgh.
2 2
Rozwiazsujac ostatnie dwa réwnania
otraymujemy

2
Up = \Fagh =8 2m/s.




Oto niektére wlasnoéci tych zbioréw:
(A) XNnY =0 (gdyby z € X bylo postaci z= 3 +zdlaz € X,
to mielibydmy: 1 =z —z € X; tak, oczywidcie, nie jest); zatem
rozbiliémy R na trzy rozlaczne czeéci: X, ¥, R\(XUY);
(B) przy przesunieciu o liczbe ze zbioru X zbiory X i ¥ oraz R\(XUY)
ynasuwaja sie” kaidy na siebie (patrz: wlasnodci X i rysunek);

T T .1/* L3 ‘_e_v:!:-t!';”;!
x/? 1/;9 %y 1/3 ‘{g ng 3 s 8 1
|
~ 5 J
cex c+X=X , c+¥Y=Y

(C) przy przesunieciu o 1 zbiér X przechodzi na Y, Y na X; zatem

R\(X UY) przechodzi na siebie.

l 1./?l . ¥ |

(2

5.

b

-
5

raf=

+X=Y I +y=X

Uzbrojeni po zeby w réinorakie wlasnodci X i ¥ mozemy w koricu podaé
zapowiedziany przyklad. Jest nim nastepujaca funkcja:

1 z€X
f(z]:{—l; z€Y

0; z €€ R\(XUY).
Jegt to funkcja niezerowa, ponadto dla b = 1 speinia warunek (0). Istotnie,
dla z € X, zgodnie z (C), 2 +z €Y, cayli f(z) =1, f(3+2)=-1;
ostatecznie f(z + -'..;) = —f(z). Dlaz €Y iz € R\(XUY) postepujemy
podobnie. Réwnie szybko uzasadniamy, ze dowolne T € X\ {0} jest
okresem f. Dla argumentu z € ¥ mamy, dzi¢ki (B),z+T €Y,
co oznacza, e f(z) = —1 = f(z + T); w pozostalych przypadkach
rozumowanie jest analogiczne. Wéréd dodatnich okreséw f znajduja sie:
381351+ zatem f nie ma okresu podstawowego.

&

Roswiasanie sadania M 606. przekatnej BD), = réwnodci p6l BCP
Poniewas pola tréjkatéw ABP i BOP i CDP - ie leiy na CL.
ga réwne, wiec punkt P musi leieé na
prostej BK, gdzie K jest drodkiem B c
prezekatne] AC (pordwnaj rozwiazanie
radania M 604).

B c

D
Warunki te nie sa sprzeczne tylko

7 wtedy, gdy proste BK i DK lub
Podobnie & réwnodci pol tréjkatdw proste AL i CL pokrywaja sie, ale to
CDP i DAP wynika, ie P leiy na dowodzi tesy zadania (np. gdy proste
DK, = rébwnofci pbl ABP i DAFP - ie BK i DK pokrywaija sie, punkt K
leiy na AL (gdzie L jest §rodkiem ledy na BD).

A
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Wkrétce potem Wren (1632-1723) obliczyl,
ie dlugodé galezi cykloidy jest odmiokrotnie
wieksza od promienia kola generujacego.
Jego wynik wzbudzil wielka sensacje.

Po pierwsze dlatego, ie do tamtego

czasu matematykom udalo sie obliczyé
jedynie dlugoéé okregu, paraboli i spirali.
Po drugie nikt nie wierzyl, ze dlugoéé tuku
krzywej moze by¢ wepélmierna z diugoécia
odcinka prostej. '

Jednym z wigkszych probleméw
XVII wieku bylo mierzenie dlugodci
geograficznej na pokladzie podrézujacego
statku. Potrzebny byl do tego dokladny
zegar i taki prébowano skonstruowaé.
Galileusz zauwaszyl, e do mierzenia czasu
mozna by wykorzystaé ruch wahadlowy,
a Huygens (1601-1665) kontynuujac
badania Galileusza skonstruowal pierwszy
zegar wahadlowy. Jednak zegar ten
‘nie by} doskonaly, gdyz z uplywem
czasu, gdy pod wplywem tarcia i oporu
powietrza amplituda wahar zmniejszala
sie, zmniejszal sie takZe okres, tym
samym gegar zaczynal sie spieszyé.
Huygens wyliczyl, e aby zapewnié
stalogé okresu, niezaleinie od amplitudy
(tzw. izochronizm), nalezaloby ze wzrostem
amplitudy zmniejszaé dlugoéé wahadla.
W tym celu w punkcie zawieszenia
wahadla zamocowal szczeki ograniczajace

diugoéé wahadla (rys. 15), nie wiedzial
jednak, jaki powinien by¢ dokladny ksztalt
tych szczek.

Rys. 15

Udalo mu sie natomiast wyliczyé,

po jakiej krzywej musi sie poruszaé koniec
ograniczonego szczekami izochronicznego
wahadla. Ta krzywa — izochrona (Huygens
zwal ja tautochrona) — okazala sie
cykloida. Pozostal jeszcze problem
wyznaczenia ksztaltu szezek. Do jego
rozwiazania wykorzystat Huygens
wynaleziona przez siebie wczedniej teorie
ewolwent. Ewolwenta krzywej jest,
potocznie rzecz ujmujac, trajektoria koiica




nitki odwijanej z tej krzywej (rys. 16).
Okazalo eie, Ze jedna z ewolwent cykloidy
jest identyczna cykloida, wiec szczeki
musza réwniez mieé ksztalt cykloidy.

Ten fakt wskazal na inny sposéb wyliczenia
dlugodci cykloidy, mianowicie dlugosé
polowy galezi cykloidy jest réwna jej
podwojonej wysokoéci, czyli 4r

(na rys. 16: AB = AB’).

owoluta eykinidy

Rys. 16

Huygens zauwasyl, e izochronizm cykloidy
mozna tez interpretowaé nieco inaczej.
Jedli mamy wyzlobienie w kaztalcie

tej krzywej, to niezaleznie od punktu,

z ktdrego cialo zacznie sie sta.ciaé, dotrze
ono do najnizszego punktu wyzlobienia po
uplywie tego samego czasu i Zaden inny
ksztalt wyzlobienia nie bedzie mial tej
whasnoéci.

Rys. 17

Kasztalt cykloidy mozemy dzié odnalesé
takze w réznych konstrukcjach
architektonicznych. Juz Galileusz

_ proponowal nadaé ksztalt tej krzywej
gklepieniom lukowym w katedrze

i lukom mostu, kierujac sie nie tylko
urokiem jej eleganckiego ksztaltu.
Przypuszczal bowiem, co udowodnit
dopiero de I’Hospital (1661-1704),

ze huk cykloidy jest lukiem najbardziej
wytrzymalym na obciazenie.

Kolejnym problemem postawionym przez
Galileusza bylo nastepujace zadanie:

Ze wszystkich mozliwych krzywych
taczacych dwa réine punkty A i B, nie
lezace na tej samej wysokodci, wybraé te,
po ktérej cialo zedlizguje sie z wyzszego
punktu do nizszego w najkrétszym

czasie (rys. 18). Taka krzywa, o ile

by ona istniala, nazwano brachistochrong
i rozpoczeto jej poszukiwania. Nie byl nia,
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Wydziat Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego
Korespondencyjny Klub Fizykéw

Dzisiaj proponujg Ci, Czytelniku, badanie dodwiadczalne
nieskomplikowanego ukladu fizycznego, jakim jest

SWOBODNIE ZAWIESZONY EANCUCH.

Bedziemy badali ksztalt, jaki przyjmuje taficuch pod wplywem wlasnego
cigzaru. W praktyce najwygodniej postuzyé sie laficuszkiem o drobnych
ogniwach, nie za krétkim. Chodzi o to, aby o ksztalcie decydowal tylko
jego ciezar, a nie np, sztywnoéé lub rozciagliwodé. Dlatego nie jest dobra,
na przyklad, Zylka nylonowa, chyba ze cienka i obciazona nanizanymi na
nia koralikami.

Praca eksperymentalna

Wykonamy serie dofwiadczen
polegajacych na odrysowaniu
ksztaltu zwisajacego taficucha
najlepiej na kartce papieru
milimetrowego lub — w razie
jego braku — kratkowanego.
Waine jest przy tym, aby
papier umiedcié tak, zeby linie \
tworzace kratki biegly pionowo i L |
poziomo. Poshizymy sie do tego |
pionem, czyli dowolnym drobnym ™Y
przedmiotem zawieszonym na I A"
nitce. Na pionowej plaszczyZnie
(écianie) znajdujemy dwa punkty
zaczepienia i zawieszamy na nich ,
laficuch, a nastepnie (pomagajac | | l
sobie pionem) umieszczamy
pod nim papier milimetrowy —
i odrysowujemy na nim ksztalt
taficucha (patrz rysunek).

Doéwiadczenie powtarzamy wielokrotnie dla réinych poloZeri punktéw
zamocowania i réinych dlugoéci laficucha. Na papierze zaznaczamy
osie wspélrzednych (z — poziomo, y — pionowo) i odczytujemy punkiy
sktadajace sig na krzywa laficuchows (bo tak nazywa sie ta krzywa)

w dogodnych odstepach — na przyklad co 1 cm. Wygodnie jest wybraé
poczatek ukladu wspéirzednych w minimum krzywej. Mamy wiec
dwie formy zapisu krzywej laficuchowej: graficzna i liczbowsa. Teraz
przystepujemy do czeéci interpretacyjnej naszej pracy. Bedzie to

badanie wladeciwodci krzywej laficuchowej.

Proponuje Ci, Czytelniku, znalezienie odpowiedzi na nastepujace pytania:

1. Czy krzywa laficuchowa jest symetryczna (wzgledem prostej pionowej
przechodzacej przez minimum)? Eatwo to sprawdzié skladajac papier
z rysunkiem wzdluz pionowej linii przechodzacej przez minimum.

2. Czy réine krzywe laficuchowe 83 przystajace?

3. Czy réine krzywe laficuchowe 83 podobne?

4. Czy mozna wezystkie krzywe larficuchowe naloiy¢ na siebie przez
zmiany skal na osiach z i y, a jezeli tak, to jakie?
Wskazéwka: odpowiedZ na pytania 3 i 4 moze ulatwié przedstawienie
wykresu krzywej laficuchowej w skali podwéjnie logarytmicznej (logy
jako funkcja log z). Zycze pomyélnych badanh i ustalenia odpowiedzi na
powyzsze, a takze i inne pytania.

Redaguge Jan GAJ

Listy prosimy przysylaé pod adresem:
Korespondencyjny Klub Fizykéw, Wydzial Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego,
ul. Hoza 69, 00-681 Warszawa,



Drobiazgi

W listopadzie 1980 r. amerykariska sonda kosmiczna Voyager 1 przeleciala
w poblizu Saturna. Wykonana po blisko dziesieciu latach analiza
sygnaléw radiowych wyslanych przez Voyagera pozwolila uzyskaé

kolejne potwierdzenie przewidywan ogélnej teorii wzglednodci. Sonda
wyposazona byla w specjalny nadajnik o czestotliwodci okolo 2,3 - 10° Hz,
mogace] zmieniaé si¢ zaledwie o 5 czedci na 10'2. Natomiast zmierzona
czestotliwoéé sygnaléw odbieranych na Ziemi zmniejszala sie w miare jak
Voyager 1 zblizal sie do Saturna, osiggneta minimum 12 listopada 1980 r.
- w dniu najwiekszego zblizenia, po czym znbéw zaczela warastaé. Efekt
byl niezwykle maly — czestotliwoéé spadia zaledwie o kilka hertzéw.

Ale dokladnie tyle przewiduje ogélna teoria wzglednoéci, w mysél ktérej
fale radiowe traca nieco swojej energii na wydobycie sie z silnego pola
grawitacyjnego i w rezultacie ich czestotliwodé ulega zmniejszeniu.
Zjawisko to nosi nazwe grawitacyjnego przesuniecia ku czerwieni.

Niektére sposoby oszczedzania energii moga byé niestychanie proste.
Gdyby w samych tylko Stanach Zjednoczonych wszyscy kierowcy
napompowali opony swoich samochodéw do najwiekszego dopuszczalnego
cidnienia, to dzienne zuzycie paliwa spadloby o okolo 100 000 barylek

(tj. ~ 1,5 x 107 1) ropy!

Wiek XVII to data narodzin konkurencyjnej (przynajmniej wéwczas)

do uniwersytetdw organizacji uczonych — Akademii Nauk. Rzecz
ciekawa, ze wladciwie tylko w Anglii nowa organizacje wepéltworzyli
profesorowie uniwersytetéw — na kontynencie byli to prawie wylacznie
ludzie ,z zewnatrz”, czesto oficerowie. Ale nawet w Anglii Barrow,
Wallis, Boyle, Hooke, Halley, Newton zaczatek péiniejszego Royal Society
organizowali tajnie — bylo to tzw. Niewidzialne Kolegium.

Suwajac po dwéch prostych skodnych trzecia prosta w ten sposéb, by byla
réwnolegla stale do tej samej plaszczyzny otrzymamy siodlo takie, jak do
jazdy konnej. Jeéli masz siodlo pod reka, eprawd#, ze w kazdym miejecu
mozna tak na nim polozyé patyczek, by caly go dotykal.

Na kartce papieru rozmieéé .
dowolnie pewna liczbe odcinkéw,
dbajac jedynie o to, by stykaly

sie one tylko koficami. Twéj
obrazek sklada sie z kilku spéjnych
kawaltkéw, z ktérych kazdy wycina
z plaszczyzny pewna liczbe
obszaréw. Oznaczamy:

K = liczba narysowanych odcinkéw, K=13, W=185 0=3, 8=2
W = liczba wezléw (punkty styku i wolne kosice odcinkéw)

O = liczba wycietych obszaréw,

§ = liczba czeéci obrazka.

Niezaleznie od tego, co narysowaled, zawsze otrzymasz W + O =K + §.
Dlaczego? OdpowiedZ nie jest trudna. PowyZsza obserwacja prowadzi

do odkrycia nowych, glebokich wlasnoéci geometrycznych.
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jak sie okazalo, ani odcinek prostej, ani
duzo ,lepszy” od niego huik okregu.

A

Rys. 18

Tylko paru matematykom udalo sie znalefé
brachistochrone. Pierwszym z nich byl

Jan Bernoulli (1667-1748). Rozwiazanie
zaskoczylo wszystkich: jedyna krzywa
bedaca brachistochrons okazala sig znéw
cykloida.

Jan Bernoulli do rozwiazania problemu
wykorzystal wlasnodci promienia
éwietlnego przechodzacego od jednego
punktu do drugiego przez ofrodek

o zmieniajacej sie gestodci. Promief
ten, oczywidcie, wybiera taka droge,
ktérej przebycie zajmie mu najmniej
czasu. Dlatego brachistochrone mozna
tez interpretowal jako droge promienia
éwietlnego w ofrodku o gestoéci
zwiekszajacej sie w sposéb regularny.

Po odkryciu tych wszystkich wlasnodci,

w XVII | XVIII wieku cykloida stala sig
‘tak popularna, e wzmianki o niej zaczely
si¢ pojawiaé nawet w literaturze pieknej
(m.in. Podréze Guliwera Jonathana Swifta,
Zycie § mydli IW Pana Tristrama Shandy

- Laurence’a Sterne’a).

Tymczasem dalsze badania weciaé ujawnialy

~ kolejne réznorodne wiasnoéci cykloidy
1 ich zastosowania. Do dzié cykloida

i jej odmiany spotykane s3 czesto

w rozmaitych zagadnieniach matematyki,
fizyki i techniki. Cykloida skrécona jest,

na przykiad, ksztaltem przekroju fali

w dostatecznie glebokim zbiorniku cieczy.




Jest tez torem ruchu drodka ciezkosei
ciezarka powodujacego ruch periodyczny
urzadzen dzialajacych tak, jak

»Warika- Watarika”.

Rye 21

Wazystkie trzy odmiany cykloidy sa
torami ruchu czastki natadowanej dodatnio
w skrzyzowanym polu elektrycznym

i magnetycznym. Odmiana cykloidy
zaley tam od predkodci poczatkowej
czastki (rys. 22). Ksztalt cykloidy
nadawany jest tez czesto zebom listw
zebatych uiywanych w przekladniach
w celu zminimalizowania tarcia (zebom
kél zebatych nadawane sa ksztalty epi-
i hipoeykloid).

Rys: 22

Poniewai odmiany cykloidy definiuje sie
jako trajektorie punktu lezacego wewnatrz,
na zewngtrz lub na brzegu kola, wobec
tego punkty kredlace kaida z trzech
odmian cykloidy mozemy ndnalezé na kole
poruszajacym sie po szynie.

Wszystkie trzy odmiany cykloidy mozemy
tez dostaé jako trajektorie punktu
lezacego na brzegu kola. Jedli kolo toczy
sig po prostej bez poélizgu, dostajemy
cykloide zwyczajna. Jezeli natomiast

z podlizgiem zgodnym z kierunkiem
ruchu, dostajemy cykloide skrécona,

a jesli z poédlizgiem przeciwnym do
kierunku ruchu - wydhizona. Podlizg ten

rozumiemy jako réznice miedzy predkodcia

ruchu postepowego i predkoscia ruchu
obrotowego toczacego sie kota. Dlatego
zamiast rozwazaé ruch punktu lezacego
na toczacym gie kole moina rozwazad
ruch zlozony z ruchu postepowego drodka
kola z predkoscia v, i ruchu obrotowgo
kola wokél jego érodka z predkoscia v,
Taka wladnie interpretacja byla stosowana
w epicykloidalnych modelach systemu
planetarnego.
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Klub 44

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki
i Mechaniki, Wydzialu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego
1 Redakeji Delty

Szeregdlowy regulamin Klubu 44 zamicdeili$imy wDolese 7/1990. 0 jego skrat
we wazystkich numerach, w ktérych sa saadania ligowe (to jest, tradyeyjnie

2 wyintkicm unmerdw 61 7).

Croléwka ligh zadaniowe]
Klub 44 M
po nwzglednicnin ocen rozwinnanl
radaf 211 (WT=8,28} i 212 (WT'=2,71)
% nuery 10/1990

Marinag Taiae Piniakiw 42,95
Tomnas Graenink Krakdfw 41,48
Freemystaw Gadzifisk]l - Scoda S 40,08
Fawel Knhit Krognn 33,68

Redaguje Marcin E. KUCZMA

Rozwiazania zadari z matematyki z numeru 38/1991
Przypominamy treéé zadan:

217. Wysnacsyd maksimum wyragenia

wiw? 1) 42027 4 1) 2+ (B 1)+ 2 (2 1) D

po wazystkich cawérkach licab dodatnich takich, te w + 2 4y + 2 = 2.

318. Niech p > 2 bedaie liczba pierwsza. Dowiedé, ie jedli n jest liczba naturalna,
as= \/; nie jest liczba naturalna, to réiznica 1:[_: + |JJ']"] - 2[.7] dzieli sie
przez 2p.

217. Badajac znak pierwszej i drugiej pochodnej funkeji
f(t) = (t* + 1)7%t* w przedziale (0;2) stwierdzamy, ze

(1) f rodnie w (0;1), maleje w (1;2);
L 1
(2) f ma dwa punkty przegiecia t; € (6; ;) , ta €(1;2),

jest wypukla w (0;¢1) i (£2;2), wklesta w (£1;¢2).
Weimy pod uwage funkcje wkleste g i k, okreslone na przedziale (0;2)
wzorami

F(3)+1(3) (- 4) = w412t 1) dla t€(0;4),
a(t) = ¢ f(t) dla te (1),
P dla t€(1;2),
F(B)+f(2)(t-2)= 22 (5t +1) dla te€(0;2),
h(t) = § (1) dla t e (2;1),
i dla te (1;2)

(Wykres kazdej z nich jest suma kawatka wykresu funkeji f oraz dwéch
odcinkéw stycznych.) Ocazywidcie, ¢ < h. Poniewas g (é) SF (%), zatem
na mocy (2)

1
(3) f(8) < g(t) < h(t) dia te(;2).
A =
g=h
?]; _‘-=9=h
’f'
A
g
f (.
UZE T t 2 =
Oznaczmy badany sumeg f{w] + fiz)+ fly) + flz) przez !-'U;_-‘x‘yrz)_

Motiemy przyjaé, ze w < z < y < z. Rozwazymy trzy przypadki:



1. w > 3. Z nieréwnodci (3) i z wklestodci funkcji ¢ mamy:
F(w,z,y,2) < g(w) + 9(2) +9(y) + 9(2) <

wtz+y+ 2z 1 16
R e ) L

2
(réwnoé€ zachodzi, gdy w=z =y =z = 1).

Réwnania krzywych eykloidalnych

Eatwo znalesé réwnania cykloid w postaci
parametrycznej, ktére 83 najwygodniejsze
do badania wlasnoéci tych krzywych. Jedli
przyjaé, e kolo toczy sie po osi OX bez
poélizgu, a najnizsze polozenie punktu

2. w< ¢t < z; wéwezas f(w) < w? < 2w. Z nieréwnodci (3) i z wklestodci
funkcji k otrzymujemy

1 1 z4+y+z kreélacego osiagane jest w chwili, gdy kolo
F(wy z, 9‘.2) ‘(gw s h(I) =+ h(y) + h(Z) S Ew + 3h (——-——3 ) = prsechodxi przez p'llllkt o, to réwnania te
1 2—w 108 1 540 108 _ 16 maja postaé:
_E‘HS"( 3 )"@Jr(é_zlg?)“’(@'(ﬁ' oyt ant

y =r —dcost,

gdzie r oznacza promien kola generujacego,
d — odleglodé punktu kredlacego od érodka
kola, t — kat, o jaki obrécilo sie kolo od
polozenia poczatkowego.

3. w<z < i Wtedy, zgodnie z (1),
16

F(w,z,y,2) < 2f(1) + 2f (%) < 55"

Konkluzja: F osiaga maksimum réwne 32 przyw =z =y=2z=

1
g

218. Oznaczajac: 8 = ([z] + z)?, r = ([z] — z)” mamy

s+r _1v 2 oy [p/2] . b
2 :gg(i)ﬂzl 2k + (2] (—z)*)=Z(2’})[zg ¥,

=0

Podobne réwnania parametryczne mozna
wyprowadzi¢ dla epicykloid i hipocykloid.
Jezeli um6wié sie, ze dla epicykloid dlugodé
promienia r kola generujacego ma znak
dodatni, a dla hipocykloid uiemny, mozna
réwnania obu rodzin zapisaé razem

w -postaci:

T
z =(R+ r)cos %t — rcos(t + Et),

W otrzymanej sumie wszystkie sktadniki sa liczbami calkowitymi. Zatem
(s +r)/2 jest liczba calkowita. Wspdlczynniki ({') dlal1<j<p/2ea
podzielne przez p. Stad i z twierdzenia Fermata:
e g ip
7 = [z]* = [2] (med p),
wiec s + r = 2[z] (mod 2p); a poniewaz —1 < r < 0, zatem
[s] = 2[z] (mod 2p). Jest to teza zadania.

1-44

Redaguje Jerzy BROJAN

y =(R+ r)sin %t — rein(t+ }"it),

gdzie R oznacza dlugoéé promienia kola
stalego, a pozostale oznaczenia 83 takie jak
dla cykloid.

Dzieki temu, Ze wielu najwybitniejszych
matematykéw trudzilo sie badaniem
poszczegdlnych whasnodei cykloidy,
zostaly odkryte metody, ktére dzisiaj
pozwalaja bez wiekszego wysitku

badaé zaréwno cykloide, jak i krzywe
bardziej skomplikowane, o ile tylko
dysponujemy ich réwnaniami. Poniewai
cykloida jest granica ciagu epicykloid

i hipocykloid przy promieniu kola

statego dazacym do nieskoczonodci, wiec
wlasnodci tych krzywych sa uogélnieniem
wilasnoéci cykloidy. Dla przykiadu:

Pole obszaru ograniczonego galezia
epicykloidy (hipocykloidy) i kolem statym
wynosi 7r®(3 + 2%)

®

Rozwiazania zadan z fizyki 2 numeru 8/1991

Preypominamy treéé zadan:

116. Opisaé metode pomiaru predkodci pocisku karabinowego z wykorzystaniem
woltomierza, kondensatora, bateryjki, opornika, paskéw folii aluminiowej i tadmy
mierniczej lub dlugiej linijki. Naleiy przedstawi¢ schemat obwodu i podaé waér,
z ktérego moina oblicayé predkodé pocisku. Jedli woltomierz ma opér 100 ki,

to jak nalezy wybraé wartodci oporu opornika i pojemnodci kondensatora, aby
pomiar byl najlatwiejezy i najdokladniejszy?

Normalna i styczna do epicykloidy
(hipoeykloidy) przechodzi odpowiednio
przez punkt stycznodci kola generujacego
%z kolem stalym i przez przeciwlegly
temu punktowi koniec érednicy kola
generujacego.

~ Diugosé gatezi epicykloidy (hipocykloidy)
wynosi 8r(1 + 1%)

116. Spodréd réinych standw polaryzacji fali elektromagnetycznej wyréiniamy
polaryzacje liniows (gdy pole elektrycane drga wzdlui okredlonej osi prostopadlej
do kierunku fali) i polaryzacje kolows (gdy pole elektryczne obraca sie

w plaszezyinie prostopadlej do kierunku fali, nie zmieniajac wartodei),

Wykaraé, 7e moina wytworzy¢ falg spolaryzowana kolowo przepuszezajac fale
spolaryzowana liniowo przez obracajacy sie polaroid i rozkladajac otrzymansg
fale na skladowe harmoniczne. Obliczyé amplitudy i czestodei tych skladowych,
jedli dana jest amplituda A i czestodé w fali padajacej, oras predkodé katowa
polaroidu (1.

115. Naleiy na drodze pocisku
umiedcié kolejno dwa paski folii
oznaczone na podanym obok
schemacie jako klucze 1 i 2. Gdy
klucze 83 zamkniete (tzn. paski
nienaruszone), kondensator jest
naladowany do napiecia baterii Uj.

Ewoluta epicykloidy (hipocykloidy) jest
epicykloida, (hipocykloida) podobna, ze

\‘_|
\N

wspdiczynnikiem podobiefistwa i _:2

P

st
R
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Program koemputerowy
do kreélenia cykloid

Majac réwnania parametryczne kraywych
cykloidalnych latwo napisaé program dla
komputera, ktéry bedzie rysowal wykresy
tych krzywych. Szkic takiego programu w
jesyku Basic moze wygladaé nastepujaco:
10 INPUT ri'r2°'d’k"

20 CIRCLE 128,87, r1

26 CIRCLE ri1+r2+128,87,r2

30 LET m=r2/ri: LET t=0

40 LET a=(1+m)*ri: LET b=m*t

45 LET c=b+t

B0 LET x=a+C0Sb-d+C0Sc+128

60 LET y=a*SINb-d+8INc+87

70 PLOT x,y: LET t=t+k

80 GOTO 40

Parametr k reguluje szybkosé kredlenia,
a jednoczeénie zageszczenie punktow
skladajacych sie na wykres (mozna przyjaé
np. k = 0,05), rl jest dtugodcia promienia
kola stalego, a r2 kola generujacego (dla
hipocykloid r2 < 0), d jest odleglodcia,
punktu kredlacego od drodka kola
generujacego. Program mozna zatrzymaé
w dowolnej chwili instrukcja BREAK SPACE.
Za pomoca instrukcji BREAK SPACE i GOTO
mozna uzyskaé kilka wykres6w na jednym
ekranie.

O krzywych cykloidalnych mozna
- by jeszcze pisaé bardzo duzo.
Zainteresowanych odsylamy
do nastepujacych pozycji:
Historia matematyks, 3 tomy pod redakcja
 A.P. Juszkiewicza, PWN, Warszawa 1976.
Poradnik matematyczny, pod redakcja
I. Dziubifiskiego, T. Swiatkowskiego,
PWN, Warszawa 1982.
- Matematyka. Poradnik inzyniera, 2 tomy,
WNT, Warszawa 1986.
R. Courant, H. Robbins, Co to jest
matematyka, PWN, Warszawa 1962.
~ H. M. Cundy, A. P. Rollet, Modele
matematyczne, PWN, Warszawa 1967.
A. R. Hall, Rewolucja naukowa 1500-1800,
PAX, Warszawa 1966.
R. Hooke, D. Shaffer, Modele matematyczne
o rzeczywistod¢, PWN, Warszawa 1966.
| M. Kline, Matematyka a swiat ﬁzvcmﬁ,
PWN, Warszawa 1964.
- B. Niczyporowicz, Krmz plaskie. Wybrane
’_xcgndmema z geometrit andltucmaj
i rézniczkowej, PWN, Warszawa 1991.
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Mierzymy wielkoéé Up, a nie sile elektromotoryczna baterii, tak Ze
ewentualny spadek napigcia na oporze wewnetrznym baterii nie ma
gnaczenia dla dalszych rozwaiaf. Otwarcie klucza 1 (przerwanie paska)
oznacza, e kondensator zaczyna sie roztadowywad przez opornik i napiecie
na nim spada; otwarcie klucza 2 zatrzymuje roztadowanie kondensatora,
tak Ze napiecie jest dalej stale (o ile pominiemy uplyw ladunku przez
woltomierz). Oznaczmy te koficowa wartoéé napiecia jako U. Jak
wiadomo, roztadowanie kondensatora przez opornik przebiega wedlug
WZOru

U:Uue_‘lﬂr;',
skad
13 Uo
t=RCIn T

Majac czas ¢ oraz odleglodé miedzy paskami ! mozemy bez trudu obliczyé
predkoéé pocisku

L l

t  RCI(Uo/U)’

Aby wladciwie wybraé wartodei R i C, zaldéimy, Ze predkoéé v jest

rzedu 1000 m/s, a [ v 1 m, czyli t & 1 ms. Nietrudno dojéé do wniosku,
#e pomiar czasu bedzie dokladny tylko wtedy, gdy iloczyn RC nie

jest ani znacznie wiekszy od ¢ (wtedy bowiem kondensator prawie

wcale nie rozladowalby sie w ciagu tego czasu), ani znacznie mniejszy

od t (wtedy rozladowalby sie praktycznie do zera; w obu przypadkach
obliczona wartoéé In(Up /U) moglaby byé obarczona duzym biedem).
Przyjmijmy wiec, 2e RC a 1 ms. Ponadto trzeba zalozy¢, Ze w ciagu
czasu potrzebnego na odczytanie napiecia U (okolo 1 8) spadek napiecia
wynikajacy z roztadowania kondensatora przez woltomierz jest pomijalnie
maly, czyli

v =

R‘.,ouC > 1 8.

Tak wiec dla Ryore = 100 k{l mozemy wziaé C réwne 107*+ 1072 F, tzn.
100 + 1000 uF i odpowiednio do tego R~ 1+ 10 Q.

116. Przyjmijmy, ze kierunek biegu fali pokrywa sie z osig 2, a pole
elektryczne lezy w plaszczyfnie zy. Polaroid przepuszcza te skladows
fali, ktérej pole elektryczne ma kierunek jego osi, a pochlania skltadowa
o prostopadlym kierunku pola. Jedli wiec oé polaroidu tworzy kat

z 0sia z, to rzut pola na nia wynosi

E'=E,cosa+ Eysina,
a rozkladajac E' na skladowe mamy pole fali przepuszczonej
E.=E, cos’a+ Eycosasina,

E, = E;cosasina + Eysin’a.
Podstawiajac E: = Acoswt, E, =0, a = (It otrzymujemy

E. = A coswt + %(cos{w + 2Q)t + cos(w — 20)¢),

2

E, = %[sin[w +20)t — sin(w — 2Q)t).

Fala przepuszczona zawiera zatem: 1) skladowa wejdciows

o amplitudzie 4, 2) skladowa obracajaca sie zgodnie 2z polaroidem
o amplitudzie % i czestodci u: + 20Q, 3) sktadowg obracajaca si¢ przeciwnie
do polaroidu o amplitudzie £ £ i czestodei w — 200



