Jest tez torem ruchu drodka ciezkosei
ciezarka powodujacego ruch periodyczny
urzadzen dzialajacych tak, jak

»Warika- Watarika”.

Rye 21

Wazystkie trzy odmiany cykloidy sa
torami ruchu czastki natadowanej dodatnio
w skrzyzowanym polu elektrycznym

i magnetycznym. Odmiana cykloidy
zaley tam od predkodci poczatkowej
czastki (rys. 22). Ksztalt cykloidy
nadawany jest tez czesto zebom listw
zebatych uiywanych w przekladniach
w celu zminimalizowania tarcia (zebom
kél zebatych nadawane sa ksztalty epi-
i hipoeykloid).

Rys: 22

Poniewai odmiany cykloidy definiuje sie
jako trajektorie punktu lezacego wewnatrz,
na zewngtrz lub na brzegu kola, wobec
tego punkty kredlace kaida z trzech
odmian cykloidy mozemy ndnalezé na kole
poruszajacym sie po szynie.

Wszystkie trzy odmiany cykloidy mozemy
tez dostaé jako trajektorie punktu
lezacego na brzegu kola. Jedli kolo toczy
sig po prostej bez poélizgu, dostajemy
cykloide zwyczajna. Jezeli natomiast

z podlizgiem zgodnym z kierunkiem
ruchu, dostajemy cykloide skrécona,

a jesli z poédlizgiem przeciwnym do
kierunku ruchu - wydhizona. Podlizg ten

rozumiemy jako réznice miedzy predkodcia

ruchu postepowego i predkoscia ruchu
obrotowego toczacego sie kota. Dlatego
zamiast rozwazaé ruch punktu lezacego
na toczacym gie kole moina rozwazad
ruch zlozony z ruchu postepowego drodka
kola z predkoscia v, i ruchu obrotowgo
kola wokél jego érodka z predkoscia v,
Taka wladnie interpretacja byla stosowana
w epicykloidalnych modelach systemu
planetarnego.
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Szeregdlowy regulamin Klubu 44 zamicdeili$imy wDolese 7/1990. 0 jego skrat
we wazystkich numerach, w ktérych sa saadania ligowe (to jest, tradyeyjnie

2 wyintkicm unmerdw 61 7).
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Klub 44 M
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radaf 211 (WT=8,28} i 212 (WT'=2,71)
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Marinag Taiae Piniakiw 42,95
Tomnas Graenink Krakdfw 41,48
Freemystaw Gadzifisk]l - Scoda S 40,08
Fawel Knhit Krognn 33,68

Redaguje Marcin E. KUCZMA

Rozwiazania zadari z matematyki z numeru 38/1991
Przypominamy treéé zadan:

217. Wysnacsyd maksimum wyragenia

wiw? 1) 42027 4 1) 2+ (B 1)+ 2 (2 1) D

po wazystkich cawérkach licab dodatnich takich, te w + 2 4y + 2 = 2.

318. Niech p > 2 bedaie liczba pierwsza. Dowiedé, ie jedli n jest liczba naturalna,
as= \/; nie jest liczba naturalna, to réiznica 1:[_: + |JJ']"] - 2[.7] dzieli sie
przez 2p.

217. Badajac znak pierwszej i drugiej pochodnej funkeji
f(t) = (t* + 1)7%t* w przedziale (0;2) stwierdzamy, ze

(1) f rodnie w (0;1), maleje w (1;2);
L 1
(2) f ma dwa punkty przegiecia t; € (6; ;) , ta €(1;2),

jest wypukla w (0;¢1) i (£2;2), wklesta w (£1;¢2).
Weimy pod uwage funkcje wkleste g i k, okreslone na przedziale (0;2)
wzorami

F(3)+1(3) (- 4) = w412t 1) dla t€(0;4),
a(t) = ¢ f(t) dla te (1),
P dla t€(1;2),
F(B)+f(2)(t-2)= 22 (5t +1) dla te€(0;2),
h(t) = § (1) dla t e (2;1),
i dla te (1;2)

(Wykres kazdej z nich jest suma kawatka wykresu funkeji f oraz dwéch
odcinkéw stycznych.) Ocazywidcie, ¢ < h. Poniewas g (é) SF (%), zatem
na mocy (2)

1
(3) f(8) < g(t) < h(t) dia te(;2).
A =
g=h
?]; _‘-=9=h
’f'
A
g
f (.
UZE T t 2 =
Oznaczmy badany sumeg f{w] + fiz)+ fly) + flz) przez !-'U;_-‘x‘yrz)_

Motiemy przyjaé, ze w < z < y < z. Rozwazymy trzy przypadki:



1. w > 3. Z nieréwnodci (3) i z wklestodci funkcji ¢ mamy:
F(w,z,y,2) < g(w) + 9(2) +9(y) + 9(2) <

wtz+y+ 2z 1 16
R e ) L

2
(réwnoé€ zachodzi, gdy w=z =y =z = 1).

Réwnania krzywych eykloidalnych

Eatwo znalesé réwnania cykloid w postaci
parametrycznej, ktére 83 najwygodniejsze
do badania wlasnoéci tych krzywych. Jedli
przyjaé, e kolo toczy sie po osi OX bez
poélizgu, a najnizsze polozenie punktu

2. w< ¢t < z; wéwezas f(w) < w? < 2w. Z nieréwnodci (3) i z wklestodci
funkcji k otrzymujemy

1 1 z4+y+z kreélacego osiagane jest w chwili, gdy kolo
F(wy z, 9‘.2) ‘(gw s h(I) =+ h(y) + h(Z) S Ew + 3h (——-——3 ) = prsechodxi przez p'llllkt o, to réwnania te
1 2—w 108 1 540 108 _ 16 maja postaé:
_E‘HS"( 3 )"@Jr(é_zlg?)“’(@'(ﬁ' oyt ant

y =r —dcost,

gdzie r oznacza promien kola generujacego,
d — odleglodé punktu kredlacego od érodka
kola, t — kat, o jaki obrécilo sie kolo od
polozenia poczatkowego.

3. w<z < i Wtedy, zgodnie z (1),
16

F(w,z,y,2) < 2f(1) + 2f (%) < 55"

Konkluzja: F osiaga maksimum réwne 32 przyw =z =y=2z=

1
g

218. Oznaczajac: 8 = ([z] + z)?, r = ([z] — z)” mamy

s+r _1v 2 oy [p/2] . b
2 :gg(i)ﬂzl 2k + (2] (—z)*)=Z(2’})[zg ¥,

=0

Podobne réwnania parametryczne mozna
wyprowadzi¢ dla epicykloid i hipocykloid.
Jezeli um6wié sie, ze dla epicykloid dlugodé
promienia r kola generujacego ma znak
dodatni, a dla hipocykloid uiemny, mozna
réwnania obu rodzin zapisaé razem

w -postaci:

T
z =(R+ r)cos %t — rcos(t + Et),

W otrzymanej sumie wszystkie sktadniki sa liczbami calkowitymi. Zatem
(s +r)/2 jest liczba calkowita. Wspdlczynniki ({') dlal1<j<p/2ea
podzielne przez p. Stad i z twierdzenia Fermata:
e g ip
7 = [z]* = [2] (med p),
wiec s + r = 2[z] (mod 2p); a poniewaz —1 < r < 0, zatem
[s] = 2[z] (mod 2p). Jest to teza zadania.

1-44

Redaguje Jerzy BROJAN

y =(R+ r)sin %t — rein(t+ }"it),

gdzie R oznacza dlugoéé promienia kola
stalego, a pozostale oznaczenia 83 takie jak
dla cykloid.

Dzieki temu, Ze wielu najwybitniejszych
matematykéw trudzilo sie badaniem
poszczegdlnych whasnodei cykloidy,
zostaly odkryte metody, ktére dzisiaj
pozwalaja bez wiekszego wysitku

badaé zaréwno cykloide, jak i krzywe
bardziej skomplikowane, o ile tylko
dysponujemy ich réwnaniami. Poniewai
cykloida jest granica ciagu epicykloid

i hipocykloid przy promieniu kola

statego dazacym do nieskoczonodci, wiec
wlasnodci tych krzywych sa uogélnieniem
wilasnoéci cykloidy. Dla przykiadu:

Pole obszaru ograniczonego galezia
epicykloidy (hipocykloidy) i kolem statym
wynosi 7r®(3 + 2%)

®

Rozwiazania zadan z fizyki 2 numeru 8/1991

Preypominamy treéé zadan:

116. Opisaé metode pomiaru predkodci pocisku karabinowego z wykorzystaniem
woltomierza, kondensatora, bateryjki, opornika, paskéw folii aluminiowej i tadmy
mierniczej lub dlugiej linijki. Naleiy przedstawi¢ schemat obwodu i podaé waér,
z ktérego moina oblicayé predkodé pocisku. Jedli woltomierz ma opér 100 ki,

to jak nalezy wybraé wartodci oporu opornika i pojemnodci kondensatora, aby
pomiar byl najlatwiejezy i najdokladniejszy?

Normalna i styczna do epicykloidy
(hipoeykloidy) przechodzi odpowiednio
przez punkt stycznodci kola generujacego
%z kolem stalym i przez przeciwlegly
temu punktowi koniec érednicy kola
generujacego.

~ Diugosé gatezi epicykloidy (hipocykloidy)
wynosi 8r(1 + 1%)

116. Spodréd réinych standw polaryzacji fali elektromagnetycznej wyréiniamy
polaryzacje liniows (gdy pole elektrycane drga wzdlui okredlonej osi prostopadlej
do kierunku fali) i polaryzacje kolows (gdy pole elektryczne obraca sie

w plaszezyinie prostopadlej do kierunku fali, nie zmieniajac wartodei),

Wykaraé, 7e moina wytworzy¢ falg spolaryzowana kolowo przepuszezajac fale
spolaryzowana liniowo przez obracajacy sie polaroid i rozkladajac otrzymansg
fale na skladowe harmoniczne. Obliczyé amplitudy i czestodei tych skladowych,
jedli dana jest amplituda A i czestodé w fali padajacej, oras predkodé katowa
polaroidu (1.

115. Naleiy na drodze pocisku
umiedcié kolejno dwa paski folii
oznaczone na podanym obok
schemacie jako klucze 1 i 2. Gdy
klucze 83 zamkniete (tzn. paski
nienaruszone), kondensator jest
naladowany do napiecia baterii Uj.

Ewoluta epicykloidy (hipocykloidy) jest
epicykloida, (hipocykloida) podobna, ze

\‘_|
\N

wspdiczynnikiem podobiefistwa i _:2

P

st
R
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Program koemputerowy
do kreélenia cykloid

Majac réwnania parametryczne kraywych
cykloidalnych latwo napisaé program dla
komputera, ktéry bedzie rysowal wykresy
tych krzywych. Szkic takiego programu w
jesyku Basic moze wygladaé nastepujaco:
10 INPUT ri'r2°'d’k"

20 CIRCLE 128,87, r1

26 CIRCLE ri1+r2+128,87,r2

30 LET m=r2/ri: LET t=0

40 LET a=(1+m)*ri: LET b=m*t

45 LET c=b+t

B0 LET x=a+C0Sb-d+C0Sc+128

60 LET y=a*SINb-d+8INc+87

70 PLOT x,y: LET t=t+k

80 GOTO 40

Parametr k reguluje szybkosé kredlenia,
a jednoczeénie zageszczenie punktow
skladajacych sie na wykres (mozna przyjaé
np. k = 0,05), rl jest dtugodcia promienia
kola stalego, a r2 kola generujacego (dla
hipocykloid r2 < 0), d jest odleglodcia,
punktu kredlacego od drodka kola
generujacego. Program mozna zatrzymaé
w dowolnej chwili instrukcja BREAK SPACE.
Za pomoca instrukcji BREAK SPACE i GOTO
mozna uzyskaé kilka wykres6w na jednym
ekranie.

O krzywych cykloidalnych mozna
- by jeszcze pisaé bardzo duzo.
Zainteresowanych odsylamy
do nastepujacych pozycji:
Historia matematyks, 3 tomy pod redakcja
 A.P. Juszkiewicza, PWN, Warszawa 1976.
Poradnik matematyczny, pod redakcja
I. Dziubifiskiego, T. Swiatkowskiego,
PWN, Warszawa 1982.
- Matematyka. Poradnik inzyniera, 2 tomy,
WNT, Warszawa 1986.
R. Courant, H. Robbins, Co to jest
matematyka, PWN, Warszawa 1962.
~ H. M. Cundy, A. P. Rollet, Modele
matematyczne, PWN, Warszawa 1967.
A. R. Hall, Rewolucja naukowa 1500-1800,
PAX, Warszawa 1966.
R. Hooke, D. Shaffer, Modele matematyczne
o rzeczywistod¢, PWN, Warszawa 1966.
| M. Kline, Matematyka a swiat ﬁzvcmﬁ,
PWN, Warszawa 1964.
- B. Niczyporowicz, Krmz plaskie. Wybrane
’_xcgndmema z geometrit andltucmaj
i rézniczkowej, PWN, Warszawa 1991.
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Mierzymy wielkoéé Up, a nie sile elektromotoryczna baterii, tak Ze
ewentualny spadek napigcia na oporze wewnetrznym baterii nie ma
gnaczenia dla dalszych rozwaiaf. Otwarcie klucza 1 (przerwanie paska)
oznacza, e kondensator zaczyna sie roztadowywad przez opornik i napiecie
na nim spada; otwarcie klucza 2 zatrzymuje roztadowanie kondensatora,
tak Ze napiecie jest dalej stale (o ile pominiemy uplyw ladunku przez
woltomierz). Oznaczmy te koficowa wartoéé napiecia jako U. Jak
wiadomo, roztadowanie kondensatora przez opornik przebiega wedlug
WZOru

U:Uue_‘lﬂr;',
skad
13 Uo
t=RCIn T

Majac czas ¢ oraz odleglodé miedzy paskami ! mozemy bez trudu obliczyé
predkoéé pocisku

L l

t  RCI(Uo/U)’

Aby wladciwie wybraé wartodei R i C, zaldéimy, Ze predkoéé v jest

rzedu 1000 m/s, a [ v 1 m, czyli t & 1 ms. Nietrudno dojéé do wniosku,
#e pomiar czasu bedzie dokladny tylko wtedy, gdy iloczyn RC nie

jest ani znacznie wiekszy od ¢ (wtedy bowiem kondensator prawie

wcale nie rozladowalby sie w ciagu tego czasu), ani znacznie mniejszy

od t (wtedy rozladowalby sie praktycznie do zera; w obu przypadkach
obliczona wartoéé In(Up /U) moglaby byé obarczona duzym biedem).
Przyjmijmy wiec, 2e RC a 1 ms. Ponadto trzeba zalozy¢, Ze w ciagu
czasu potrzebnego na odczytanie napiecia U (okolo 1 8) spadek napiecia
wynikajacy z roztadowania kondensatora przez woltomierz jest pomijalnie
maly, czyli

v =

R‘.,ouC > 1 8.

Tak wiec dla Ryore = 100 k{l mozemy wziaé C réwne 107*+ 1072 F, tzn.
100 + 1000 uF i odpowiednio do tego R~ 1+ 10 Q.

116. Przyjmijmy, ze kierunek biegu fali pokrywa sie z osig 2, a pole
elektryczne lezy w plaszczyfnie zy. Polaroid przepuszcza te skladows
fali, ktérej pole elektryczne ma kierunek jego osi, a pochlania skltadowa
o prostopadlym kierunku pola. Jedli wiec oé polaroidu tworzy kat

z 0sia z, to rzut pola na nia wynosi

E'=E,cosa+ Eysina,
a rozkladajac E' na skladowe mamy pole fali przepuszczonej
E.=E, cos’a+ Eycosasina,

E, = E;cosasina + Eysin’a.
Podstawiajac E: = Acoswt, E, =0, a = (It otrzymujemy

E. = A coswt + %(cos{w + 2Q)t + cos(w — 20)¢),

2

E, = %[sin[w +20)t — sin(w — 2Q)t).

Fala przepuszczona zawiera zatem: 1) skladowa wejdciows

o amplitudzie 4, 2) skladowa obracajaca sie zgodnie 2z polaroidem
o amplitudzie % i czestodci u: + 20Q, 3) sktadowg obracajaca si¢ przeciwnie
do polaroidu o amplitudzie £ £ i czestodei w — 200



