
Jest tez torem ruchu srodka ciezkosci
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Redaguje Maron E. KUCZMA

218. Niech p> 2 bedzie liczba pierwsza. Dowiesc, ze jeslin jest liczba naturalna,
a x = vn nie jest liczba naturalna, to r6znica[(x + Ix])"] - 2[x] dzieli sie
przez 2p.

217. Wyznaczyc maksinlum wyrazenia

w'(w' + 1)-' + x'(x' + 1)-' + y'(y' + 1)-' + z'(z' + 1)-'
po wszystkich czw6rkach liczb dodatnich takich, zew + x + y + z = 2.

Wszystkie trzy odmiany cykloidy sa
torami ruchu czastki naladowanej dodatnio
w skrzyzowanym polu elektrycznym
i magnetycznym. Odmiana cykloidy
zalezy tam od predkosci poczatkowej
czastki (rys. 22). Ksztalt cykloidy
nadawany jest tez czesto zebom list w
zebatych uzywanych w przekladniach

w celu zminimalizowania tarcia (zebom
kól zebatych nadawane sa ksztalty epi-
i hipocykloid).
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217. Badajac znak pierwszej i drugiej pochodnej funkcji

f(t) = (tZ + 1)-ZtZ w przedziale (O; 2) stwierdzamy, ze

(1) f rosnie w (Oj 1), maleje w (1; 2);

f ma dwa punkty przegiecia t, E (~;~), t2 E (1;2),

jest wypukla w (Ojt1) i (tz;2), wklesla w (t1;tz).

Wezmy pod uwage funkcje wklesleg i h, okreslone na przedziale (Oj 2)
wzorami

Ozn;,czmy ba,Lcrl;, 8Ulllp, f(w) -t /(x) T J(y), f(z) przez F(w,x,y,z).

Mozemy przyjac, zew ::; x ::; y::; z. Rozwazymy trzy przypadki:

2

t E (Oj ~) ,

t E (~; 1) ,
t E (lj 2) ,

t E (O; %) ,

t E (%; 1) ,
t E (1; 2) .

dla

dla
dla

1
dla t E (-j2).6f(t) ::; g(t) ::; h(t)

{f. O) + f' (~) (t - ~) = l~s(12t -1) dla

g(t) = f(t) dla

~ dla

{f (%) + f' U) (t - ~) = z12g87(5t + 1)

h(t) = f(t)!
4

(Wykres kazdej z nich jest suma kawalka wykresu funkcjif oraz dwóch

odcinków stycznych.) Oczywiscie, g ::; h. Poniewaz g (t) > f Ck), zatem
na mocy (2)

(3)

Poniewaz odmiany cykloidy definiuje sie
jako trajektorie punktu lezacego wewnatrz,
na zewnatrz lub na brzegu kola, wobec
tego punkty kreslace kazda z trzech
odmian cykloidy mozemy odnalezc na kole
poruszajacym sie po szynie.

Wszystkie trzy odmiany cykloidy mozemy
tez dostat jako trajektorie punktu
lezacego na brzegu kola. Jesli kolo toczy
sie po prostej bez poslizgu, dostajemy
cykloide zwyczajna. Jezeli natomiast
z poslizgiem zgodnym z kierunkiem
ruchu, dostajemy cykloide skrócona,
a jesli z poslizgiem przeciwnym do

kierunku ruchu - wydluzona. Poslizg ten

rozumiemy jako róznice miedzy predkoscia.
ruchu postepowego i predkoscia ruchu

obrotowego toczacego sie kola. Dlatego
zamiast rozwazac ruch punktu lezacego
na toczacym sie kole mozna rozwazac

ruch zlozony z ruchu postepowego srodka
kola z predkoscia VI i ruchu obrotowgo
kola wokól jego srodka z predkoscia Vz.

Taka wlasnie interpretacja byla stosowana
':Il epicykloidalnych modelach systemu
planetarnego.
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218. Oznaczajac: s = ([x] + x)P, r = ([x] - x)P mamy

p [p/2) ( )s; r = ~ ~ (~) ([x]p-kxk + [x]p-k(_x)k) = ~ :j [x]p-2ix2i.

W otrzymanej sumie wszystkie skladniki sa liczbami clilkowitymi. Zatem

(s + r)/2 jest liczba calkowita. Wspólczynniki(Ji) dla 1 ~ j < p/2 sa
podzielne przezp. Stad i z twierdzenia Fermata:

s+r
- == [x]P == [xl (mod p),2

wiec s + r == 2[x] (mod 2p); a poniewaz -1 -< r < O, zatem
[s] == 2[x] (mod 2p). Jest to teza zadania.

1. w;:: i. z nierównosci (3) i z wkleslosci funkcjig mamy:

F(w, x, y, z) ~ g(w) + g(x) + g(y) + gez) ~

< 4 (W + x + y + Z) = 4 (!) = 16- g 4 g 2 25

(równosc zachodzi, gdyW = x = y = z = l).
2. w < i~x; wówczas I(w) < w2 < iw. Z nierównosci (3) i z wkleslosci
funkcji h otrzymujemy

1 1 (x+y+Z)F(w,x,y,z)<6w+h(x)+h(y)+h(z)~ 6w+3h . 3 =

-!w 3h (2 - W) _ 108 (!_540) w 108 16- 6 + 3 - 169+ 6 2197 < 169 < 25 .

3. w ~ x < i. Wtedy, zgodnie z (1),

F(w, x, y, z) < 2/(1) + 21 G)

Równania krzywych cykloidalnych

Latwo znalezc równania cykloid w postaci
parametrycznej, które sa najwygodniejsze
do badania wlasnosci tych krzywych. Jesli
przyjac, ze kolo toczy sie po osi OX bez
poslizgu, a najnizsze polozenie punktu
kreslacego osiagane jest w chwili, gdy kolo
przechodzi przez punkt O, to równania te
maja postac:

x =rt - dliint,

11 =r - dcost,

gdzie r oznacza promien kola generujacego,
d - odleglosc punktu kreslacego od srodka
kola, t - kat, o jaki obrócilo sie kolo od
polozenia poczatkowego.

Podobne równania parametryczne mozna
wyprowadzic dla epicykloid i hipocykloid.
Jezeli umówic sie, ze dla epicykloid dlugosc
promienia r kola generujacego ma znak
dodatni, a dla hipocykloid l1-iemny,mozna
równania obu rodzin zapisac razem
w -postaci:

r r
x =(R + r) cos lit - rcos(t + lit),

y =(R + r) sin it -. r sin(t + it),
gdzie R oznacza dlugosc promienia kola
stalego, a pozostale oznaczenia sa takie jak
dla cykloid.
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F osiaga maksimum równe ~: przyw = x = 11= z = l.Konkluzja:

!=44

116. Sposr6d r6znych stan6w polaryzacji fali elektromagnetycznej wyr6zniamy
polaryzacje liniowa (gdy pole elektryczne drga wzdluz okreslonej osi prostopadlej
do kierunku fali) i polaryzacje kolowa (gdy pole elektryczne obraca sie
w plaszczyznie prostopadlej do kierunku fali, nie zmieniajac wartosci).
Wykazac, ze mozna wytworzyc fale spolaryzowana kolowo przepuszczajac fale
spolaryzowana liniowo przez obracajacy sie polaroid i rozkladajac otrzymana
fale na skladowe harmoniczne. Obliczyc amplitudy i czestosci tych skladowych,
jesli dana jest amplituda A i czestosc w fali padajacej, oraz predkosc katowa
polaroidu O-

Dzieki temu, ze wielu naj wybitniejszych
matematyków trudzilo sie badaniem
poszczególnych wlasnosci cykloidy,
zostaly odkryte metody, które dzisiaj
pozwalaja bez wiekszego wysilku
badac zarówno cykloide, jak i krzywe
bardziej skomplikowane, o ile tylko
dysponujemy ich równaniami. Poniewaz
cykloida jest granica ciagu epicykloid
i hipocykloid przy promieniu kola
stalego dazacym do nieskoczonosci, wiec
wlasnosci tych krzywych sa uogólnieniem
wlasnosci cykloidy. Dla przykladu:
Pole obszaru ograniczonego galezia
epicykloidy (hipocykloidy) i kolem stalym

wynosi 7l'r2(3 + 2i).

Normalna i styczna do epicykloidy
(hipocykloidy) przechodzi odpowiednio
przez punkt stycznosci kola generujacego
z kolem stalym i przez przeciwlegly
temu punktowi koniec srednicy kola
generujacego.

'Dlugosc galezi epicykloidy (hipocykloidy)

wynosi 8r(1 + i).

Ewoluta epicykloidy (hipocykloidy) jest
epicykloida (hipocykloida) podobna, ze

wspólczynnikiem podobienstwa __ 1_, .
1+ 21lR

Redaguje Jerzy BROJAN

Rozwiazania zadan z fizyki z nUPleru 3/1991
Przypominamy tresc zadan:
116. Opisac metode pomiaru predkOlfci pocisku karabinowego z wykorzystaniem
woltomierza, kondensatora, bateryjki, opornika, pask6w folii aluminiowej i tasmy
mierniczej lub dlugiej linijki. Nalezy przedstawic schemat obwodu i podac wz6r,
z kt6rego mozna obliczyc predkosc pocisku. Jesli woltomierz ma op6r 100 kO,
to jak nalezy wybrac wartosci oporu opornika i pojemnosci kondensatora, aby
pomiar byl naj latwiejszy i naj dokladniejszy?

115. Nalezy na drodze pocisku
umiescic kolejno dwa paski folii
oznaczone na podanym obok
schemacie jako klucze 1 i 2. Gdy
klucze sa zamkniete (tzn. paski
nienaruszone), kondensator jest
naladowany do napiecia bateriiUo.
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Program komputerowy
do kretilenia cykloid

Majac równania parametryczne krzywych
cykloidalnych latwo napisac program dla
komputera, który bedzie rysowal wykresy
tych krzywych. Szkic takiego programu w
jezyku Basic moze wygladac nastepujaco:

10 INPUT rl'r2'd'k'

20 CIRCLE 128,87, rl
26 CIRCLE rl+r2+128, 87, r2
30 LE! m=r2/rl: LE! t=O
40 LET a=(l+m)*rl: LET b=m*t
46 LE! c=b+t
60 LE! x=uCOSb-d*COSc+128

60 LE! y=uSINb-d*SINc+87
70 PLOT x,y: LET t=t+k
80 GOTO40

Parametr k reguiuje szybkosc kreslenia,
a jednoczesnie zageszczenie punkt6w
skladajacych sie na wykres (mozna przyjac
np. k = 0,05), r1 jest dlugoscia promienia
kola stalego, a r2 kola generujacego· (dla
hipocykloid r2 < O), d jest odlegloscia
punktu kreslacego od srodka kola
generujacego. Program mozna zatrzymac
w dowolnej chwili instrukcja BREAKSPACE.

Za pomoca instrukcji BREAKSPACEi GOTO
mozna uzyskac kilka wykresów na jednym
ekranie.

o krzywych cykloidalnych mozna
by jeszcze pisac bardzo duzo.
Zainteresowanych odsylamy
do nastepujacych pozycji:

Historia matematyk~3 tomy pod redakcja,
A.P. Juszkiewicza, PWN, Warszawa 1976.
Poradnik matematyczny,pod redakcja,
I. Dziubinskiego, T. Swia,tkowskiego,
PWN, Warszawa 1982.
Matematyka. Poradnik inzyniera,2 tomy,
WNT, Warszawa 1986.
R. Courant, H. Robbins,Co to jest
matematyka,PWN, Warszawa 1962.
H. M. Cundy, A. P. Rollet, Modele
matematyczne,PWN, Warszawa 1967.
A. R. Hall, Rewolucja naukowa 1500-1800,
PAX, Warszawa 1966.
R. Hooke, D. Shaffer,Modele matematyczne
a rzeczywistosc,PWN, Warszawa 1966.
M. Kline, Matematyka a swiat fizyczny,
PWN, Warszawa 1964.
E. Niczyporowicz, Krzywe plaskie. Wybrane
zagadnienia z geometrii analitycznej
i rózniczkowej,PWN, \yarszawa 19.~1.
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Mierzymy wielkoscUo, a nie sile elektromotoryczna, baterii, tak ze
ewentualny spadek napiecia na oporze wewnetrznym baterii nie ma
znaczenia dla dalszych rozwazan. Otwarcie klucza 1 (przerwanie paska)
oznacza, ze kondensator zaczyna sie rozladowywac przez opornik i napiecie
na nim spadaj otwarcie klucza 2 zatrzymuje rozladowanie kondensatora,
tak ze napiecie jest dalej stale (o ile pominiemy uplyw ladunku przez
woltomierz). Oznaczmy te koncowa wartosc napiecia jakoU. Jak
wiadomo, rozladowanie kondensatora przez opornik przebiega wedlug
wzoru

u = Uoe-t/RG ,
skad

Uo
t =RClnU'

Majac czast oraz odleglosc miedzy paskamil mozemy bez trudu obliczyc
predkosc pocisku

l l

v = t = RCln(Uo/U)'
Aby wlasciwie wybrac wartosciR i C, zalózmy, ze predkoscv jest
rzedu 1000 m/s, al ~ 1 m, czyli t ~ 1 ms. Nietrudno dojsc do wniosku,
ze pomiar czasu bedzie dokladny tylko wtedy, gdy iloczynRC nie
jest ani znacznie wiekszy odt (wtedy bowiem kondensator prawie
wcale nie rozladowalby sie w ciagu tego czasu), ani znacznie mniejszy
od t (wtedy rozladowalby sie praktycznie do zera; w obu przypadkach
obliczona wartoscIn(Uo/U) moglaby byc obarczona duzym bledem).
Przyjmijmy wiec, zeRC ~ 1 ms. Ponadto trzeba zalozyc, ze w ciagu
czasu potrzebnego na odczytanie napieciaU (okolo 1 s) spadek napiecia
wynikajacy z rozladowania kondensatora przez woltomierz jest pomijalnie
maly, czyli

Rwo/tC » 1 s.

Tak wiec dla Rwolt = 100 kO mozemy wziac C równe10-4 -;- 10-3 F, tzn.
lOb -;- 1000 J1.F i odpowiednio do tegoR ~ 1 -;-10 O.

116. Przyjmijmy, ze kierunek biegu fali pokrywa sie z osia z, a pole
elektryczne lezy w plaszczyzniexy. Polaroid przepuszcza te skladowa
fali, której pole elektryczne ma kierunek jego osi, a pochlania skladowa
o prostopadlym kierunku pola. Jesli wiec os polaroidu tworzy kata
z osia x, to rzut pola na nia wynosi

E' = E" cosa + Ey sin a ,

a rozkladajac E' na skladowe mamy pole fali przepuszczonej

E~ = E" cos2 a + Ey cosa sin a ,

E~ = E" cosa sin a + Ey sin2 a .

Podstawiajac E" = Acos wt, Ey= O, a = Ot otrzymujemy

E~ = ~ coswt + ~(cos(w + 20)t + cos(w - 20)t),2 4

E~ = ~(sin(w + 20)t - sin(w - 20)t) .4

Fala przepuszczona zawiera zatem: 1) skladowa wejsciowa
o amplitudzie ~, 2) skladowa obracaja,ca sie zgodnie z polaroidem
o amplitudzie 1i czestosciw + 20, 3) skladowa obracajaca sie przeciwnie
do polaroidu o amplitudzie1i czestosci w - 20.
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