Przedstawiamy artykul, w ktérym Autor pisze o problemach

stanowiacych wainy kierunek badawczy wapoélczesnej matematyki.

Podaje tei twierdzenie, w ktérego dowodsie wykorzystany jest

fragment jego niedawnej publikacji (z 1990 roku). Okaszuje sig,

ze i o aktualnych badaniach naukowych moina pisaé zrozumiale.
Redakeja

Inwolucje i symetrie

O PRZEKSZTALCENIACH, KTORE SA SWOIMI WEASNYMI
ODWROTNOSCIAMI. PEWIEN NIE ROZWIAZANY PROBLEM.

Jerzy JURKIEWICZ

Uktad dwéch wielomiandéw dwéch smiennych
(f(z,9),9(z,¥))

okreéla przeksztalcenie plaszczyzny R? w nia sama. Nazwiemy to
przeksztalcenie inwolucja, jeieli jest swoja wlasna odwrotnoécia, inaczej
méwiac

f(f(z,9),9(z,9)) =2 oraz g(f(z,9),9(z,9)) =y.
Eatwo uogblnié pojecie inwolucji tak, aby odnosilo sie do przestrzeni
tréjwymiarowej.
Przykladem inwolucji jeat uklad
(1) [(z9) =y, 9(z,9) =2,
czyli symetria wzgledem prostej z = y i w ogdle kagda symetria
plaszczyzny. Ale nie sg to jedyne inwolucje. MoZna, na przyklad, latwo
sprawdzié, ze uklad wielomianéw
(2) (v +2% 2 (y+2°)?°)
tez jest inwolucja, chociai nie jest symetria,.

/N Nisktire pnkty ptastzany potaczne
¢! linjani ze swoini obrazami v inwolucii (2)

B

Ale moze jest to symetria przedstawiona w jakimé innym ukladzie
wsepdlrzednych? Wyjadnimy to pojecie. Powiemy, Ze wielomiany
a(z,y)

3

) B(z,9) ;

tworzg (algebraiczny, krzywoliniowy) uklad wspéirzednych na

plaszczyinie R?, jeseli istnieja takie wielomiany v(z,y) i 6(z,y), de
a(v(z,9),6(z,9)) =z, B(v(z,¥),6(z,9)) =y,
v(e(z,9),8(z,¥)) =z, 6(c(z,9),8(z,9))=v.

O pewnym
miodym
matematyku

Nasz artykul dotyczy pewnego wydarzenia
s fycia profesora Marka Kaca.

Marek (Mark) Kac urodsit sig

w Krzemieficu 16 sierpnia 1914 roku

w rodsinie dydowskiej. Jego ojciec usyskal
doktorat & filozofii na Uniwersytecie
Lipskim, a pééniej ukoficzyl jeszcze studia
na Uniwersytecie Moskiewskim. Marek
Kac rogpoczal nauke w domu, potem uczyl
sie w szkole ydowskiej, by w 1925 roku
watapié do Liceum Krzemienieckiego.
Tam wladnie, przed matura, napisat prace
stanowiaca temat naszego artykuhu.

W latach 1931-35 studiowal matematyke
na Uniwersytecie Lwowekim. Jui podczas
studiéw zaczal wepélpracowaé naukowo

z Hugonem Steinhausem. Wspélpraca ta
(dotyczaca funkcji stochastycanych i ich
zastosowanl) trwala do 1938 roku (gdy
Kac wyjechal na stypendium do USA)

i (sdaniem samego Kaca) byla decydujaca
dla jego dalszej kariery naukowej.

W USA mlody doktor Kac kontynuowal
rozpoczete w Polsce badania wepélpracujac
g wieloma wybitnymi matematykami (np.
s van Kampenem, Erdésem, Wienerem).
W 1939 roku zostal zatrudniony w Cornell
University, gdzie przepracowal 22 lata
uzyskujac liczace sie w éwiecie wyniki na
styku matematyki i réZnych dyscyplin
przyrodniczych (gléwnie fizyki) oraz
technicznych. Pééniej kierowal wielu
innymi placéwkami naukowymi. Zmarl

26 pafdziernika 1984 roku.

Delta miala szczedcie zetknaé sie

%z Markiem Kacem w 1979 roku, gdy
bawil w Polsce z okazji przyznania mu
przez Polskie Towarzystwo Fizyczne
medalu imienia Smoluchowskiego.
Wreczyliémy mu wtedy kilka numerdw
naszego pisma. Szczedliwym trafem

bylo to przed jego bezsenna noca —

kiedy nastepnego dnia poprosiliémy go o
rozmowe, ,,byl na biezaco”. Delta podobala
mu sig. W épiewnej kresowej polszczyfnie
ofwiadczyl, Ze sam teZ chciatby w Stanach
wydawad takie pismo, ale fam nie znajdzie
si¢ takiego wariata, kidry datby na to
pienigdze.

Kac w istocie méglby wydawad takie
pismo, Byl bardzo interesujacym
popularyzatorem. Z jego prac na ten
temat najbardziej znany jest esej Czy
mozna ustyszelé kaztalt bebna?




We wspomnieniach Enigmas of
chance Marek Kac opisuje wydarzenie,
ktére spowodowalo, e zostal
matematykiem. Kiedy byt uczniem

szkoly éredniej, program matematyki nie
prsewidywal roswiagywania réwnas stopni
wyiszych nii dwa. Kac zainteresowany
problemem zajrzal do podrecsnika i w
rozdziale dotyczacym réwnaf stopnia
trzeciego natrafil na rozwiazanie nie
zawierajace jednak ani slowa na temat,

w jaki sposéb sie do niego dochodsi.
Potraktowal to jako wyswanie i postanowil
sam dotrzed do wyprowadszenia wsoréw.

Na rozwiazanie problemu poéwiecil
wakacje. Pracowal ciezko i z wielkim
napigciem, by usyskaé w koficu
upragnione formuly. Tak pisze o tym we
wspomnieniach:

»W gyciu wiele razy silnie angaiowalem
si¢ emocjonalnie w rozwiazywanie
probleméw naukowych. Nigdy jednak
nie pracowalem tak zapamietale

i goraczkowo, jak latem 1930 roku.
Wstawalem wczednie rano i prawie

nie tracac czasu na posilki spedzalem
cale dnie na zapisywaniu ryz

papieru wzorami matematycznymi.
Zaniedbalem zupelnie fycie

towarzyskie — przestalem widywal sie
g przyjaciélmi, nawet nie umawialem sie
na randki. Zreszta i tak jakakolwiek
rozmowa ze mna byla pozbawiona
sensu, bowiem odpowiadalem wylacznie
monosylabami.

Pozbawiony strategii, zapalalem si¢ do
przypadkowych pomystéw, ktére czesto
okazywaly sie daremnymi wysitkami,
prowadszacymi w élepe uliczki.”

Na poczatku roku szkolnego przedstawit
nauczycielowi matematyki rekopis
zawierajacy efekty pracy. Nauczyciel,

po wnikliwym przeczytaniu, poradzit
mu wystaé manuskrypt do pisma Miody
Matematyk. Po kilku miesiacach szkole
Kaca odwiedzil wizytator Ministerstwa
Wyznah Religijnych i Oéwiecenia

" Publicznego, Antoni Marian Rusiecki,
bedacy réwniei redaktorem naczelnym
Miodego Matematyka. Kac dowiedzial
sie wtedy, Ze redakcja postanowila
opublikowal jego artykul, poniewaz
pomimo poczatkowego przekonania,

iz jego metoda jest znana, bezowocne
poszukiwania w literaturze doprowadzily
do usznania jej za nowa. W czasie rozmowy
wizytator Rusiecki stwierdzit, e Kac
powinien studiowaé matematyke, gdyz
niewatpliwie ma talent.

Wielomiany }g“:)’ tworsa takie uklad wspéirsednych, jak méwimy,
nodwrotny” do ukladu (3).
Zadanie 1. Sprawdsié, se

(4)

z
y—2?

jest ukladem wspdirsednych na plasscszyinie.

Wepéirsednymi punktu (2,3) € R? w tym ukladsie s3 2 3 — 2% = —1.
A oto jak wyglada ,siatka wspélrsednych” w tym ukladsie, to snacsy
zbiory {z = n} i {y — 2z = m}, gdzie n i m przebiegaja liczsby calkowite.
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Algebraiczny uklad wepétrzednych ;(‘:":; moina tei uwasaé za
przeksztalcenie plaszczyzny R? w nia sama. Wtedy uklad }((:::)) stanowi
przeksztalcenie odwrotne. Symetria (1), w ukladzie wepéirzednych (3),
staje sie przeksstalceniem R? w R?, praéprowadszajacym dla dowolnych z
iy punkt (a(z,¥),(z,v)) w punkt (a(y, z), B(y, z)).

Na przykiad symetria (1) w ukladzie wepéirzednych (4) staje sie
przeksztalceniem danym wszorem (2). Widaé stad, Ze symetria po zmianie
ukladu wspéirzednych przestaje na ogét by¢ symetria. Natomiast kazda
symetria (i w ogéle kaida inwolucja) w dowolnym ukiadzie wspéirzednych
pozostaje inwolucjs. Stad mamy naturalne pytanie: Czy kaida inwolucja
plaszczyzny przedstawia symetrie w pewnym ukladzie wspélrzednych?

OdpowiedZ brzmi: tak, z tym Ze trzeba dopuécié takie symetrie wzgledem
punktu i symetrie wzgledem calej plaszczyzny, czyli przeksztalcenie
toisamodciowe. Natomiast dotychczas nie wiadomo, czy

kazda inwolucja przestrzeni irdjwymiarowej przedstawia symetrie

(5) (wzgledem punkiu, prostej, plaszczyzny lub calej przestrzeni)

w pewnym algebraicmym ukladzie wspdirzednych w R3.
W kaidej symetrii co najmniej jeden punkt pozostaje ataly. Otéi okazuje
sie, Ze te wlasnodé maja wezystkie inwolucje, co jest pewnym argumentem
na korzyé¢ hipotezy (5).

Zadania
2. Wykaz, ie kaide ciagle przeksztalcenie prostej, ktére jest swoja wlasng
odwrotnoécia, ma punkt staly na tej prostej.



3. Wykai, e kaida inwolucja prostej (sadana pojedyncsym wielomianem
jednej smiennej) jest symetria (lub toisamoécia).

4. Wykas, e kaida inwolucja plasscsysny wyrasona dwoma wielomianami
stopnia pierwssego prsedstawia symetrie w pewnym ukladsie

wapbirsednych.

Podam teras dowéd hipotexy (5) w praypadku, gdy inwolucja sadana jest
wielomianami stopni < 2. Wymiar przestrzeni, ktéra oshacsymy przes V,
nie jest istotny. Dowéd jest w zasadsie elementarny, wymaga jednak
pewnej wprawy w poslugiwaniu sie praeksstalceniami wielomianowymi.

Skoro wiadomo, e inwolucja ma punkt staly, to moiemy przyjaé, ze jest
nim pocsatek ukladu wspéirzednych. Inwolucje moina wtedy zapisaé

w postaci L+ D, gdzie w sklad L wchodza wylacznie jednomiany
stopnia 1, 2 w eklad D jednomiany stopnia 2. Oznaczmy jesscze przes I
tozsamoéé na V. Z okreélenia inwolucji mamy

(L+D)o(L+D)=1.
(W dalszym ciagu symbol ,,0” oznaczajacy skladanie praeksztalced
bedziemy pomijaé.) Wynika stad, e LL+ LD+ D(L+ D) =1
(uwaga: L(L+ D) = LL + LD, ale D(L + D) # DL + DD; dlacsego?).
Przyréwnujac jednomiany tego samego stopnia po obu stronach mamy
LL=1I oraz LD=-D(L+D).

Lewa strona ostatniej réwnoéci sklada sie z jednomianéw stopnia 2.
Natomiast po prawe]j stronie, po rozwinieciu wezystkie jednomiany
stopnia 2 dadsa w sumie —DL. Stad LD = —DL i DL = D(L+ D).
Skladajac obie strony tej réwnoéci prawostronnie z L dostajemy D =
= D(I + DL). Dopisujac do obu stron (I + DL) mamy D(I + DL) =
=D(I+DL)(I+DL)=D(I+ DL+ DL(I+DL))=D(I+ DL~
—~LD(I + DL)) = D(I + DL — LD) = D(I + DL + DL) i ostatecznie
D = D(I+ 2DL). Postepujac tak dalej dochodzimy do réwnoéci
D = D(I+ m DL) dla dowolnej liczby naturalnej m. Rozwaimy
pomocniczo uklad wielomianéw D — D(I + ¢ DL) smiennej {. Wezystkie
liczby naturalne sa, pierwiastkami kazdego z tych wielomianéw!
Ale wielomian (jednej zmiennej) nie moge mieé nieskoriczenie
wielu pierwiastkéw, chyba Ze jest zerowy. Wtedy kaida liczba,
w ssczegblnokci £ = 1/2, jest jego pierwiastkiem. Zatem D = D(I + 3 DL).
Chcemy uiyé ukladu wielomianéw I + %DL jako ukladu wspélrzednych.
W tym celu wekatemy uklad odwrotny: jest nim I — %DL. Istotnie,
(I- iDL)(I+iDL)=1I+ iDL- {DL(I+}DL)=1+ }DL+
+iLD(I+ iDL)=1I+ iDL+ LD = I+ }DL — ;DL = I. Wybierajac
teraz t = —1/2 zamiast £ = 1/2 obliczamy w ten sam sposéb, ie réwnies
(I+ iDL)(I-iDL)=1.
Podobne rosumowanie prowadzi do réwnoéci

(L+D)(I+3DL) = (I+3DL)L,

ktéra ognacsa
yPrieksztalcenie L staje sie w ukladzie wspéirsednych I + 1DL
przeksztalceniem L + D”.

Nalefy jeszcze, korzystajac s tozsamoéci LL = I, znalefé symetrie,
ktéra w pewnym ukladzie wspdlrzednych przyjmowalaby postaé
przeksstalcenia L. Niech V; oznacza podprzestrzefi punktéw stalych
w V wigledem przeksztalcenia L, a V; podprzestrzen zloiona z takich

punktéw p, dla ktérych L(p) = —p. Kaidy punkt p € V moina przedstawi¢ :

jednoznacznie w postaci pi + p2, gdzie pr = 2(p — L(p)) EVi,apa =

= 4(p+ L(p)) € V2 (jak méwimy, V jest suma prosta Vi i V3). Niech

k1, ka2 oznaczaja wymiary przestrzeni V) i V. Niech f = (f1, fa,.-+, fry)
ig=1(g1,93...,0%;) beda dowolnymi ukladami wspéirzednych w V; i V,
odpowiednio. Wtedy przeksztalcenie h : RE+E2 , V praeprowadsajace
punkt (Z1,...,2Zk,,¥1,---, k) W (21,000, 20,) + F_h(”h-- -1 Yk, ) ted
jest ukladem wepélrzednych, tym wladnie, ktérego ssukamy. Natomiast
potrzebna nam symetria w R*1+*2 bedzie przeksztalcala kaidy punkt
(z,y) = (Zayee ) Bhy s Y1ye oy Yka) W (—2,9) = (-311---l_zkuylj-tﬂyh)-
Istotnie, przeksztalcenie L przeprowadsza punkty h(z,y) w h(—z,y), czyli
L przedstawia symetrie w ukladzie wepélrzednych h, co koriczy dowéd
twierdzenia.

W kilka miesiecy péfniej w Mlodym
Matematyku ukaszal si¢ nastepujacy artykul. §

Marek Katz (na zyczenie autora
redakcja Mlodego Matematyka zastosowala
taka wersje pisowni nazwiska)

O nowym sposobie
rozwigzywania
réwnan stopnia
trzeciego

Cheac rozwiazaé réwnanie z° + az? + bz + |
+c¢ = 0, podstawiamy

z=z— la
3
i otrgymujemy réwnanie, pozbawione
drugiej potegi niewiadomej:
(1) 2°+pz+q=0,
gdzie p i ¢ 83 wyrazami, zaleinemi od a, b
i c. Pragne tu podaé pewien — jak mi sie
wydaje — nowy sposéb rozwiazywania
réwnafi typu (1).

Sposéb méj polega na znalezieniu takich
liczb A, B, m, n, aby przy kaidej wartodci
z byla spelniona réwnoéé

(2) 2*+pz+q=A(z+m)’ - B(z +n)°.
Wtedy otrzymamy réwnanie w postaci
(3) A(z+m)® —B(z+n)®*=0

i latwo je bedzie rozwiazal; zauwaimy
bowiem, #e lewa strona réwnania rozklada
sie na czynniki:

A(z+m)® — B(z+n)® =
= [VA(z + m) — VB(z + n)] x

x [\'/F(z +m)? + YAB(z + m)(z + n)+
+¥VB3(z + n)’] j

Przyréwnywajac ten iloczyn do zera, mamy
dwie moiliwodci:

(4) VA+m)- VB(z+n)=0,
(5) VA(z+m)'+
+ VAB(z + m)(z + n)+
+ VYB3(z+n)? =0.
Jak widzimy, z réwnania (4) latwo bedzie

znalefé jeden z pierwiastkéw danego
réwnania (1).

Zajmijmy sie przeto znalezieniem liczb
A, B, m i n. Rozwijajac prawa strone
réwnoéci (2), otrzymamy:
2 +pzt+q=
= (A— B)z® + 3(Am — Bn)z*+
+3(Am? — Bn?)z + (Am® — Bn®).

Jezeli dwa wielomiany jednej zmiennej
przybieraja przy kaidej wartodci tej
smiennej réwne wartodci, to wspéiczynniki




prsy odpowiednio réwnych potegach
smiennej mussa byé réwne:
A-B=1,
Am—Bn=0,

Am? — Bn® = %p,

Am® - Bn® =gq.

Mamy rozwiggaé uklad 4 réwnaii z 4
niewiadomemi. Z pierwszego réwnania
wysnacsamy A = B + 1 i podstawiamy do
poscstalych réwnafi:

B(m—n)+m=0,
B(m?—n?) +m? = %p,

B(m® —n®)+m® =gq.
Wysznacsamy teras zespdt B(m —n) = —m
i podatawiamy do dwéch ostatnich réwnafi:

—m(m+n) +m? = -;—'p,

-m(m?*+mn+n’)+m®=q.
Po uproszczeniach otrzymujemy:
1
mn = _EP ]

m+n=-3£,

przyczem zakladamy, 2e p # 0.
(Przypadek, gdy p = 0, daje réwnanie

2% + g = 0, ktérego rozwiazanie nie nasuwa
trudnoéci).

Wartodci m i n znajdsiemy jako pierwiastki
réwnania kwadratowego

f 2 3q 1 == ]
{(6) u ——;u—gp-o.
Jegeli sie okaZe, ze réwnanie to ma
wyrdznik dodaini, to posiada ono dwa
pierwiastki nierdwne. Prayjmujac
jeden gz nich za m, a drugi za n, latwo
bedziemy mogli wyznaczyé wartodci A i
B, mianowicie

; P ¢ 7 R

m—n m-—n
Podstawiajac te wartodci do réwnania (4)
i mno%ac to réwnanie obustronnie przez
Y'm — n, otrzymamy réwnanie
~¥n(z+m)+ I/m(z+n)=0.

Stad mamy po uporzadkowanin réwnanie
w postaci:

(Ym—Yn)z=mYn—nyYm.

Przeksztalcajac prawg strone, bedziemy

mieli:
(¥/m — ¥Ym)s =
= Ymn(Ym— Yn)(Vm+ ¥n),
a wiec ostatecznie bedziemy mieli
() 2= Yma(Ym+ VR).
Podstawiajac do tego wzoru wartodci m i

n, wyznaczone z réwnania (6), otrzymamy
wz6r, znany pod nazwa wzoru Cardana.

Brakuje nam liter

Tomasz M. RUSIN

Csy sauwaiylidcie, jak czesto w problemach fizycznych (choéby tych
publikowanych w Delcie) snaleé moina sformulowanie w rodsaju ,,punkt
materialny o masie m porussa si¢ 3 predkodcia v ...”7 Wydawal by sie
moglo, e oznaczenie masy jakakolwiek inng litera nii- m jest po prostu
niemozliwe! Skad bierze si¢ takie przywigzanie fizykéw do pewnych
osnaczeni? Céi, po csedci jest to kwestia wygody i prayzwyczajenia.

Po csedci jednak problem jest nieco bardsiej skomplikowany i ma wezelkie
cechy problemu ,zbyt krétkiej koldry”.

Gdy powstawala fizyka w jej obecnym ksztalcie, pojawily sie pojecia
takie, jak predkodé, sila, czas, Ich nazwy kojarsyly si¢ z potocznymi
okredleniami, ktérych uéciélenie stanowily. Jednoczeénie, dla wygody,

w rozmaitych réwnanjach zastepowano same pojecia ich symbolami.
Symbolami tymi byly na ogél pierwsze litery odpowiednich nazw;

g preyczyn historycznych byly to nazwy angielskie (v — velocsty, predkoéé,
f — foree, sila, a — acceleration, przyspieszenie itp.). I tak symbole zrosty
sie z pojeciami stajac si¢ niemal ich synonimami. Na przeszkodzie tej
idylli stanela jednak sama przyroda, ktéra nieublaganie dostarczala wcias
nowych i nowych zjawisk. Do ich opisu zaé niezbedne byly nowe pojecia,
coraz czedciej nie snajdujace swoich odpowiednikéw w mowie potocznej.
Przed fizykami pojawit sie¢ wiec nowy klopot: jak nazwaé, ale i jak
oznaczyé to, co juz odkryli. Oznaczenie takie powinno by¢ krétkie, ale
jednoznacszne, dopuszczajace pray tym réine warianty tej samej wielkodci.
Przyktadem moze tu shuyé oznaczenie funkcji falowej w mechanice
kwantowej, dla ktérego zarezerwowano grecks litere ¢». W zaleinoéci od
kontekstu piszemy v(t), ¥:1(£), ¥3(t) itp.

Przyklad ten pokazuje zreszta coé nowego: oprécz samego symbolu mamy
tu takze wskafniki, ktére precyzuja, co dany symbol oznacza. WekaZniki
moga wystepowad w czterech polach otaczajacych symbol:

E]
ERE

Obecnoéé wskainikéw w kasdym z tych pdl odczytujemy inaczej. Gdy
wekagnik umieécimy w polach 1 lub 2, bedziemy mieé do czynieni= z liczba
masows lub atomowa pierwiastka X (na szczeécie, prawie nikt poza
fizykami jadrowymi w tych polach niczego nie zapisuje). Znacznie gorzej
sytuacja wyglada dla wskafnika umieszczonego w polu 3. Liczba 2 tam
znajdujaca sie moze np. oznaczaé garéwno kwadrat liczsby z (tzn. z2?=g-1),
jak réwniei druga sktadows wektora (z', 2%, 2°). Gdybyfmy natomiast
ujeli dwéjke w nawiasy, (2), niemal kazdy rozpoznalby druga pochodna

2
funkeji X (Xm = i—,x . Pole 4 zashiguje wreszcie na nazwe émietnika
— wrzuca sie tam wezystkie mozliwe indeksy. Zapis B, moze oznaczaé
indukcje pola magnetycznego B; (np. pochodzaca od pierwszego irédia),
ale takze i pierwsza skladowa wektora B = (B, B2, Ba).

Indeksy w symbolach wielkoéci fizycznych to nie jedyna mogliwa
komplikacja. Czesto pojawiaja sie tam dalsze ,0zdobniki”: gwiazdki (X*),
kropki (X), kreski (X), dasski (X), falki (X), strzatkl (X) i wezelkie
motliwe ich kombinacje. Prowadzi¢ to moze do zabawnych nieporozumiex.
WeZmy np. operacje ,kropkowania”, czyli rézniczkowania wzgledem czasu
(X = g) i rozwaimy nateienie pradu elektrycznego zwykle oznaczane

w elektrotechnice litera 1. Co oznacza zapis i7 Na dodatek 1 jest takie

matematycznym symbolem jednostki urojonej. Konia z rzedem temu, kto
rozezyfruje réwnanie

i+ 1=i(1 + 20)%
O tym, Ze nie 83 to problemy a# tak nieistotne, jak nam si¢ czesto wydaje,
mozna przekonaé sie czytajac dowolny akademicki podrgcznik fizyki.



Cgzasem a# #al autora, ktéry usiluje zapisaé wzér typu ;
'sd::::lf‘iaol,;?l:oici Fi %(natqienie pola elektrycsnego)?, nl:i:t(rizdy }}:(::]r?}' :ﬁl‘iﬁl k‘:.{;xf :?.:”!;k ;
: -~ nagtepujacym komentarzem

dobierajac réine znaceki prsypominajace litere E! Sek jednak w tym,
#e jednoznacznoédci jednoliterowych oznaczefi nie da sig¢ po prostu osiagnaé.

Zamieszczone wykresy pokazuja statystyke uzywalnodci rozmaitych liter Udsielajac miejsca sposobowi,

(greckich i lacifiskich) jako standardowych symboli wielkodci fizycznych prsedstawionemu przez p. Marka Katza,
w kilku podrecznikach fizyki. Jak wynika s wykreséw, najwiecej usywa ktéry jest ucgniem VIII klasy gimnazjalnej
sie do oznaczefi liter lacifiskich — 105, z czego 65 przypada na duze i 50 Liceum Krzemienieckiego, Redakcja musi

- na male litery. Srednio kaida wielka litera pEajmowana jest” przes 2,17 dodaé kilka uwag.
pojeé fizycznych, mala — przez 1,93 pojeé. Najwiecej pojeé przypada

na litere ¢ — 7, najmniej na o — 0 (zapewne, aby uniknaé mosliwodci
pomylenia z zerem). Na tle liter lacifiskich ugycie liter greckich prezentuje
si¢ znacznie skromniej. O ile liczba oznaczefi malymi literami (41)

jest poréwnywalna z analogiczna liczba dla alfabetu lacifiskiego, to 112 118
juz dla duzych liter nastepuje prawdziwy krach (tylko 10 przypadkéw (8) (—q) + (» )
zastosowania). Ogélna charakterystyka wykresu przypomina nieco funkcje 3 S

f(z) = | sin z| 2 makeimum dla litery ¢ (6) i minimum dla ¢,0,v (0). 0 \nra.rtodé dodatni&. Z teoE'ji réwnania
trzeciego stopnia wiadomo, e w tym

przypadku réwnanie (1) posiada jeden
: : : pierwiastek rzeczywisty. Metoda, opisana
thery taciriskie w artykule, odnosi si¢ do znalezienia tego
pierwiastka.

Autor artykulu ograniczyl sie do
rozwaienia prsypadku, kiedy wyréinik
réwnania (6) jest dodatni, czyli preypadku,
kiedy wyragenie

W przypadku, kiedy wyraienie (8) jest
gerem, wyréinik réwnania (6) jest zerem,
a wiec réwnanie to-posiada pierwiastek

Liczba powtdrzen
tej same] litery
- W WA m

A uza litera Y »
ugg‘:etghlih]lkil-mnopqrstuvwxyz ﬁaahll:ra pOdW6Jny:
m=n=—.
Liczba duzych liter 55 Srednio 2,11 oznaczen na literg 2p
Liczba malych liter 50 s$rednio 1,92 oznaczen na litere Ale w tym przypadku wzér (7) prazybiera
Razem 105 s$rednio 4,04 oznaczer na litere postaé z = 3¢ , 1 nietrudno sprawdsié

przez bezpoérednie podstawienie,
ge wzér ten daje pierwiastek
réwnania (1).

KR W przypadku, kiedy wyraienie (8) ma

?fi wartodé ujemna, m i n nie sa liczbami
E rzeczywistemi. Zachodzi tu przypadek,

ﬁf znany pod nazwa casus srreducibilis,

- - tem osobliwy, e w tym przypadku
réwnanie trzeciego stopnia posiada trzy
pierwiastki rzeczywiste, ale nie moina

Liczba duzych lter 10  srednio 0,40 oznaczer na literg ich wyznaczyé droga algebraiczna.

Liczba malych liter 41  $rednio 1,84 oznaczenr na litere Rzecs jasna, ie i metoda, opisana przes

Razem 51 $rednio 2,00 oznaczer na litere p- M. Katza, zawodzi w tym przypadku.
W samej rzeczy, réwnanie

Literatura: (; —1)(z-2)(z+ 3) =0

1. Resnick, Holiday — Wate¢p do fizyks, PWN 1974. " : 4 A

2. Slownik fizyezny, PWN 1986. posiada trzy pierwiastki: +1, +2, —3.

3. Encyklopedia fizyki wapdlczeones, PWN 1984. Roxwija,ja,c lews strone, otrzymujemy

4. Landau, Lifssyc — Krdtki kurs fizyki, PWN 19886, réwnanie

5. Notatki & zeszytédw autora, 1984 — 1088.

22 —Tz+6=0,

Jak za.radz.ié bra.kowi odpowiedni-ej lif:sby symboli? Na..rsucajac)tm sie mamy wiec wartodci: p = —7, ¢ = 6.
sposobem jest uzycie oznaczeri wieloliterowych. Ale (niestety) fizycy sa Réwnanie (6) przybiera postat

leniwi i nie lubia dlugich symboli. Mamy wigc bledne kolo. Jednak, byé 6 -

moze, istnieje wyjédcie z tej sytuacji. Nic nikomu nie sugernjac zauwaimy, u? + ?t& =} T 0.

ie w jezyku chifskim wystepuje okolo 50 000 znakéw pisarskich... A tych,

ktérzy pomyéla, ze zartuje, odsylam do ksiaiki Bohra i Mottelsona Latwo sprawdzié, se réwnanie to nie
Struktura jadra atomowego. posiada pierwiastkéw rzeczywistych, a

wiec nie moZna wyznaczyé rzeczywistych
wartodci m i n, skad jednak nie wynika,
by dane réwnanie trzeciego stopnia nie
posiadalo pierwiastkéw.

PS. Zachecam Czytelnikéw do uzupelnienia zamieszczonej statystyki.
Mozina tei poszukaé wzoréw funkcji (ciagltych) najlepiej przyblizajacych
wykresy.




Poproszony
tekstu profesor Andrsej Schingel napisal:

» skomentowanie tegoz

»Podana metoda prowadsi latwo do
wysznaczenia wezystkich pierwiastkéw
réwnania (1). W tym celu nalezy
zauwaiyé, ie jedli p jest pierwiastkiem
pierwotnym trzeciego stopnia z 1, to
réwnanie (5) jest rownowaine

alternatywie

YA(z+m)—p' YB(z+n)=0 (i=:%1),
przy czym wartodci +/A i /B traktujemy
jako ustalone. Podstawiajac, jak to zrobil

autor notatki,
—n

B = = ] 1
m—-n m-n
gdzie m, n sa pierwiastkami réwnania (6),
i mnozac przes {/m — n otrzymamy
~Yn(z+m)+ o' Ym(z+n)=0.
Stad
(¢* Ym — Yn)z = m3/n —np' Ym =
=‘{/I 'mn[Ym — Ynp*|[Ym + Ynp™
i ostatecznie
z=Ymn(p Ym+p'Yn), (i==1).
Praypadek ¢ = 0 odpowiada réwnaniu (4)
rozpatrzonemu przez M. Kaca. Biorac 1 =
= 0,1 otrzymujemy wszystkie pierwiastki
réwnania (1) réwnieg i wtedy, gdy
wyréinik réwnania (6) jest niedodatni.”

A=

Whbrew pozorom komentarz Miodego
Matemalyka i przvtoczony, wepdlczesny
komentarz profesora Schinzla nie g3

Sprzeczne.

Juz od momentu opublikowania wzoréw
Cardana bylo wiadomo, e pozwalaja

o| one na znalezienie pierwiastkéw réwnies
dla casus irreducibslis, ale przy przejéciu
podczas obliczeri przez rachunkina
liczbach zespolonych. A to uwagano za

metode ,,podejrzang”.

Okotlo 1600 roku zostat znaleziony (przes
Frangois Viéte) sposéb na rozwiazanie
casua srreducibilis w obrebie liczb
rzeczywistych — przez odpowiednie
podstawienie trygonometryczne. I uwagi
redakcji Mlodego Matematyka dotycza
spostrzezenia, fe rachunki Marka Kaca
takiej mosliwodci nie stwarzaja.

Profesor Andrzej Schinzel natomiast
zwraca uwage na fakt, fe dopuszczajac
rachunki na liczbach zespolonych moina
dojéé do rozwiazania casus irreducibilis
réwnie# droga zaproponowans prze:z
kilkunastoletniego Marka Kaca.

]

Dlaczego piszemy po chirisku?

Okoto roku 220 p.n.e. sagrozone pierwszymi najazdami Mongoléw
pafistwa Chin zjednocsyly si¢. Zjednocszenia dokonatl Ts’in 8zy-huang-ti
i on zostat cesarzem kolejnego (co najmniej czwartego w dziejach Chin)
imperium.

Byl to calowiek bardzo energiczny, mial niezmiernie ambitne plany, nie
brakowalo mu tez zdecydowania w realizacji swoich zamierzefi. To on
zbudowat Wielki Mur (jedyna budowle widoczna ,,golym okiem” ze

stacji orbitalnych) — miata ona chronié Chiny przed najasdem (i przez
ponad 1400 lat spelniala skutecznie swoje zadanie). Wprowadzit jednolite
miary i wagi oraz, uiywane po dzié dziefi, pismo ideograficzne. O tym
wladnie piémie chcialem napisaé kilka uwag. Poiegnajmy sie jednak

% jego promotorem: brutalne rzady Ts’in Szy-huang-ti skoficsyly sie
gamordowaniem cesarza w 206 r.p.n.e, ale cesarstwo nie rozpadio sie — jego
nastepcy, snani jako dynastia Han, doprowadszili imperium chirskie do
najwiekszego, w dziejach Chin, rozkwitu (doéé powiedzieé, e na poczatku
naszej ery graniczylo ono na sachodsie bezpoérednio 5 Cesarstwem

Rzymskim).

Podstawowg szaleta piema chifiskiego jest fakt, Ze nie ma ono
jednoznacznego odczytania fonetycznego. Dokladniej: w réinych jezykach
méwionych jego znaki 83 odczytywane w réinie bramiacy sposéb. Dlatego
tes literatura chifiska (zaréwno pigkna, jak i naukowa) jest jedna, cho¢ na
terenie Chin uzywa sie kilkunastu réinych jezykéw. Nie sposéb praeceni¢
gnaczenia tego faktu dla utrsymania spoistodci kulturowej ogromnego

i czesto politycsznie rozdrobnionego kraju. O sile tego pisma éwiadczy
dobitnie uiywanie go (bez #adnych zmian) za sposéb notowania prac
naukowych przez (zawsze doéé nacjonalistycznie nastawiona) Japonie.

Dlaczego warto o tym wspominaé prsy okazji matematyki? Ot6zi dlatego,
ie matematycy réwniei postuguja sig pismem ideograficanym. Z tych
samych powodéw i z tym samym pozytywnym skutkiem co Chificaycy.
Napis ,1247” czy ,z° — 4z + /12 = 0” odczytuje sig fonetycsnie supeinie
inaczej po polsku, niz po angielsku, rosyjeku czy wegiersku, Znacza jednak
te napisy wszedzie to samo. Umotliwia to istnienie wepélnej kultury
matematycznej dla matematykéw calego dwiata i wielce w rozwijaniu
matematyki pomaga.

Zaleta ta zostala praejeta przes wezystkie nauki korzystajace 2 matematyki
i powoduje, #2 mozemy dzié méwié o jednej na calym éwiecle fizyce,
chemii itd. Podczas gdy méwienie o wapélnym dorobku dyscyplin
humanistycznych calego dwiata byloby w chwili obecnej niesensowne (cay
co najmniej przedwczesne). Tak wiec zasadnicsa réénica w éwiatowym
funkejonowaniu tego, co anglosasi nazywaja science i arf, ma powody
(paradoksalnie) jezykowe.

Tych kilka uwag nasunelo mi sig pray czytaniu artykulu Tomasza Rusina
o symbolice fizycznej. Jest to bowiem dyskusja o tym, jak z liter pisma
alfabetycznego produkowaé ideogramy funkcjonujace wladnie na zasadsie
hierogliféw chifiskich.

I jeszcze jedna uwaga. Od czasu do czasu Europejcsycy wpadaja na
pomyst, by oéwieci¢ Chificsykéw, ulatwié im iycie (a w ssczegblnodci
cgytanie i pisanie) przez wprowadsenie u nich pisma alfabetycsnego.
Trudno o bardsiej absurdalny pomyst. Zeby ten absurd srozumieé w pelni,
warto sprébowaé zebraé argumenty za tym, by matematycy srezygnowali
ge awoich formalizméw i w swoich pracach uiywali swycsajnego,
alfabetycsnego, sgodnego = fonetyka pisma. Do tego matematycy sklonié
sie nie dadza. Maja zressts wainy powéd. Przes dwa i pbl tysiaca lat
tak notowano matematyke i ostatecznie zsdecydowano sie na daisiejssy,
ideograficzny sposéb pisania niewiele ponad 300 lat temu. A jakie to
dalo wyniki, kaidy moie stwierdsi¢ wiedsac, jak wielki skok odnotowala
matematyka w XVII wieku.

Marek KORDOS



Dlaczego wszrasta
liczba wypadkéw samochodowych ?

W ostatnich miesiacach prasa, radio i telewizja wielokrotnie donosily

o dramatycsnym waroécie liczsby wypadkéw samochodowych.
Zaznaczano jednoczesnie, se wsrost ten jest nieproporcjonalny do
wsrostu licsby samochodéw. A mianowicie, prsy powiekszeniu

sie licsby samochodéw o 30 % liczsba wypadkéw werosta o 70 %

w tym samym okresie. Régnica wspomnianych liczb dala powéd do
wielu dyskusji, w ktérych podkreélano coraz bardsiej niebespieczny
sposéb jazdy wielu kierowcéw, pogarszajacy sie stan drég itp.

Ta régnica réwnies ma by¢ istotna preycsyna slej sytuacji finansowej
Padstwowego Zakladu Ubezpiecsefi (PZU), jako se wplywy tej
instytucji sa proporcjonalne do licsby samochodéw, wydatki zad do
licsby wypadkéw.

Czy doprawdy éw dramatycsny werost licsby wypadkdéw jest
nieoczekiwany, czy nie mozna go bylo przewidzie? Ponizej sprébuje
pokazaé, se obserwowany wzrost w pelni ggadza sie z rezultatami
prostych kombinatorycznych rozwazan.

Zacznijmy od skonstruowania modelu omawianego gjawiska.
Zakladamy, ze w typowym wypadku uczestnicza dwa samochody.
Zdarzaja sie, oczywiscie, wypadki z udzialem tylko jednego
samochodu, np. najechanie na prezydrozne drzewo bad#
wielosamochodowe karambole, lecz przyjmujemy, e wypadki

takie zdarzaja si¢ rzadko w por6wnaniu ze zderzeniami dwéch
samochodéw. Dalej przyjmujemy, ze dany samochéd ma jednakowa
szanse zderzenia sie ¥ kagdym innym samochodem poruszajacym sie
w okreélonym terenie, np. w miedcie. Wobec tego liczba wypadkéw
w danym mieécie bedzie proporcjonalna do liczby wszystkich
mozliwych par samochodéw. Jak pamig¢tamy, liczba takich par
wyraga si¢ za pomoca symbolu Newtona, tj.

(;) a 2:(«»“i 2 n(nz_ 1,

gdzie n jest liczba samochodéw. Gdy liczba ta jest dostatecznie
duza, n(n — 1) mozna preyblizyé przes n?. Tak wiec, jeéli liczba
samochodéw wsarasta k razy w pewnym okresie i warunki ruchu
drogowego nie ulegaja smianie w tym czasie, licsba wypadkéw,
zgodnie z naszym modelem, warasta k? rasy.

Przedstawiony model dwietnie zgadza sie # licsbami wspomnianymi
na wstepie. Wzrost liczby samochodéw o 30% oznacza, se k = 1, 3,
zad k? = 1,69, co prowadsi, w przyblizeniu, do 70 % wszrostu liczby
wypadkéw. A wiec wzrost ten jest prosta konsekwencja wzrostu
liczby samochodéw bad# inaczej — ich gestodci na drogach. Jedhi
warunki, w jakich odbywa sie ruch drogowy, nie beda ulegaly istotnej
poprawie, bedziemy obserwowaé kwadratowy, a wiec bardzo szybki,
wzrost liczby wypadkéw.

Nasz model mogna zastosowaé do innych warunkéw. Wyobradmy
sobie np. kraj, w ktérym liczba samochodéw jest tak niewielka,

ze bardzo rzadko dochodzi do zderzenia dwéch pojasdéw i typowym
wypadkiem jest najechanie przeszkody przes jeden samochdéd.

Albo calkiem inny kraj, w ktérym tlok na drogach jest tak wielki,
#e najczedciej dochodzi do karambolu czterosamochodowego.

Jak szybki bedzie wzrost liczby wypadkéw w tych krajach przy
gwiekszaniu sie liczby samochodéw?

Stanislaw MROWCZYNSKI

- Kac po latach prsekonat sie, se odkryta

Na koniec warto dodaé, fe Marek

prses niego w 1930 roku metfoda jest
gastosowaniem twierdszenia Sylvestera do
rogwiasywania réwnaii trzeciego stopnia.
Twierdzenie to brzmi:

Kazda dostatecanie ogdina forma dwdjkowa
nad cialem K, stopnia 2n—1 jest sumq n
form liniowych, kidrych wepblezynniki dajq
st¢ wyznaczyl przez rozwigzanie réwnania
stopnia n nad cialem K.

(J. J. Sylvester, The collected mathematical |
papers, vol. I, Cambridge 1904, :
str. 203-216 oraz 265-283, oraz A. Cayley,

The collected mathematical papers, vol. IV,
str. 43-53.)

Roswliasanie sadaniae F 808.

Niech r cznacea promieri wiSkna, [ jego
dlugodé, P - moc gardwki,

U/ - napiecie, T — temperature w!
podcras pracy, R - opér sardwki
podcras pracy. Praktycznie cala

pobrana moc rostaje wypromieniowana
preez wldkno
~ Boltzmanna dostaniemy

P=0,4.-0T" 2nrl,

gdzie 0 = 5,67 -10"% W /(m?K*)
Boltzmanna, a 2wrl jest powierzchnia
wlékna. Moc pradu elektrycznego dana
jest wrorem

Ena

Stosujac prawo Stefana

- atala

gdzie
; ')
R = p[l + a(T - 2731{][—2— ;
mr

Eliminujac r rozswiazujemy powyisre
réwnanie wrgledem |

> PU3
TV o1+ a(T — 273))4n(0,4074¢)%
=0,6Tm.

Wl6kno jest swiniete w spirale, aby
rmiedcilo sic w Zardwee.

5

Roswiasanie sadania F 809.

Niech P ornacza moc silnika pojazdu,

u — predkofé wiatru. Dla duiych
predkodci sila oporu powietrza jest
dominujaca sila, opordw ruchu i jest ona
proporcjonalna do kwadratu predkodeci
pojasdu wrgledem powietrza. Moc jent
réwna sile opordw pomnofonej przes
predkodé pojasdu. Stad p ~ v3, oraz

p ~ (v +u)? . v; otrsymujemy

{v+u}=-u=vf“ =

v
u=1/" — v~ 15 km/h
v



