
Klub 44

Czol6wka ligi zadaniowej
Klub •• M

po uwzglednieniu ocen rozwiazal1
zadart 200(WT=1,05) i 210 (WT=2,1O)

z numeru 0/1990
Konrad Pióro - Warn_wa 46,2D
Marlun Za.J-.c - Prluskdw ",95
Tom••• Gnulak - Kralr6w '1,"
rawel Kublt, - Krotno SD,61
Pnem,.ataw G.d_hhJrI- Sroda Sl. aT,a.

Pan PMro - po r•• dr", •.

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydzialu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i RedakcjiDelty

Szczeg6lowy regulamin Klubu •• zamiclfcililfmy wDe/cie 7/1990, a jego skrót - we wszystkich
numerach, w kt6rych Sl\,zadania ligowe (tj., tradycyjnie, z wyjl\,tkiem numer6w 6 i 7).

Redaguje Marcin E. KUCZMA

Ro.wl~.anla .adan • matematyki. numeru 2/1991
Przypominamy tresc zadan:

215. Wyznaczy~ wszystkie takie punkty P letl\,Ce wewn&trz kwadratuABGD, te

ILPABI + ILPBGI + ILPGDI + ILPDAI = 1800•

2Hl. Udowodni<!, te reszta z dzielenia liczby naturalnejn przez liczbe naturalnl\, k > l r6wna
sie

k-l .

k - l _ !. " sin t(2n+ l)". .2 2 ~ sin t".
j=1

!=44
216. Przypuscmy, ze punktP, nie nalezacy do symetralnej zadnego boku kwadratu, spelnia
podany warunek oraz zeA jest wierzcholkiem kwadratu lezacym naj blizej punktuP. Niech Q
bedzie obrazem punktuP w symetrii osiowej wzgledem symetralnej bok6wBC i DA. Mamy
wiec nastepujace r6wnosci katów:

ILQADI = ILPDAI, ILQBCI = ILPCBI = 90° -ILPCDI,
a stad

ILPBQI-ILPAQI = (ILPBCI-ILQBCI) - (90° -ILPABI-ILQADI) =
= ILPBCI- 90° + ILPCDI- 90° + ILPABI + ILPDAI = 0°.

Punkty B, C, P, Q leza na okregu przecinajacym bokiAB i CD odpo~iednio w punktach
R i S. Niech M i N beda wierzcholkami prostokataPMNQ wpisanego w ten okrag.
Wykazalismy przed chwila, ze katyPAQ i PBQ sa r6wne. Oznaczmy ich miare przez<p.

A z'atem

ILPAQI = ILPBQI = ILPRQI = ILMBNI = ILMRNI = <p.

Punkty B i R sa jedynymi punktami pólprostejBA-+, z kt6rych odcinek MN jest widoczny
pod katem <p. Stad (i z faktu, zePMNQ jest prostokatem o bokuPM r6wnoleglym doAB)
wynika, ze trojkaty MBN i MRN sa odpowiednio przystajace doPAQ i PBQ, przy czym

tr6jkat MBN jest obrazem trojkataPAQ w translacji o wektor M. Tak wiec IPMI = IABI.
Innymi slowy, prostokat PMNQ powstaje przez obr6t o 90° prostokataSRBC. Wobec
tego ILPCBI = ILPNBI = 45°, skad wniosek, zeP lezy na przekatnej AC. Odrzucajac
zalozenie, zeP lezy naj blizej wierzcholkaA, dochodzimy do konkluzji, izP jest punktem
jednej z przekatnych.

Na odwr6t, kazdy punkt lezacy na dowolnej przekatnej kwadratuABCD, badz tez na
symetralnej dowolnego boku (sytuacja odrzucona na wstepie rozwazan), spelnia podany
warunek. Zatem szukanym miejscem geometrycznym jest suma zawartych w kwadracie
odcinków czterech osi symetrii kwadratu.

U8. Przyjmijmy oznaczenie

( ") sin f(2i + 1)11'1 k,l" = .
sin t11'

(k, i, ; calkowite, ; niepodzielne przezk).

Niech r bedzie reszta z dzielenia n przezk. Zadanie sprowadza
sie do wykazania, ze

l-l
(l) 2:/(k,n,;) = k -1- 2r.

1"=1

Zachodza latwe do sprawdzenia r6wnollci

I(k,n,;) = I(k,r,;),

l(k,O,;) = l, I(k, k - l,;) = -l.
Ponadto, jesli zadna z liczb;, i nie dzieli sie przezk, to

(2) I(k,i,;) -/(k,i - l,;) = I(k,;,i) -/(k,; - l,i)
(zar6wno lewa, jak i prawa strona (2) r6wna sie 2 cos(2i;1I'jk)).
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Korzystajac z powyzszych zwiazk6w, przeksztalcamy lewa strone
dowodzonej r6wnosci(l) jak nastepuje:

1-1 1-1
L'(k,n,;) = L,(/c,r,i) =
j=1 j=1

1-1 r

= 2:(1 + 2:U(k,i,j) -/(k,i - l';))) =
j=1 .=1

r 1-1

= k - 1+ 2:2:U(k,;,i) -/(k,; - l,i)) =
.=1 j=l

= k - 1+ 2:U(k,k - l,i) -/(k,O,i)) =
i=l

= k -1- 2r.

Otrzymalismy prawa strone(l). Dowód jest zakonczony.
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Redaguje Jerzy BROJAN

Roswi~unia udan. fisyld • numeru 2/1991
Przypominamy tresc zadan:

118. Akceleratory cZl\8tek elementarnych sa, - jak wiadomo - urz·a,dzeniami wielkimi
i kosztownymi. Opisany nHej (nieopatentowany!) wynalazek pozwala nadawBt elektronom
wielka, energie znacznie taniej i pro.kiej. Uderzamyw kule bilardowa, kieruja,c ja,w strone
spoczywajacej kuli o dwa razy mniejszej masie. tak, aby zderzenie bylo centralne (kule po
zderzeniu biegna, wzdluz tej samej prostej). Kula uderzona trafia z koleiw nastepna, kule
jeszcze dwa razy lzejsza" itd., itd., ...• a na konc'u znajduje sie elektron. Ostatni stosunek
mas bedzie liczba, zawarta pomiedzy l a 2. Zakladajac. ze wszystkie zderzenia sa, centralne
i doskonale sprezyste, oraz przyjmuja,c mase kuli bilardowej 0.2 kg i jej predkoU poczatkow,\
l m/s. oblicz numerycznie energie kinetyczna, uzyskana, przez elektron (oczywigcie. w ramach
mechaniki relatywistycznej). Masa elektronu wynosi9.11.10-31 kg, predkogt gwiatla
c = 2,9979 . lOs m/s.

114. W jednorodnym polu magnetycznym o indukcji wynoszacej pocza,tkowo 5 T i malejacej
liniowo do zera w cia,gu 0,4 s znajduje sie prostopadla do pola petla (obwód kolowy)
o promieniu 10 cm, wykonana :r.pr~ewodnik.a o oporze 0,1n i wytrzymaJotfci na rozerwanit"
2 N. Czy petla ulegnie rozerwaniu?

113. Stosujac do pojedynczego zderzenia zasady zachowania pedu i energii kinetycznej
otrzymujemy nastepujace równania:

Pl =P~ + P2 ,

ylP~ +Mf +M2=ylp~2 +Mf + VP~ + Mi,

gdzie duza literaM oznaczylismy iloczyn mc, a Pl iP~ sa pedami pierwszej kuli przed
i po zderzeniu, P2 zas jest pedem drugiej kuli po zderzeniu (przed zderzeniem kula ta
spoczywa). Eliminujac P~ i przeksztalcajac znajdujemy wyrazenie naP2

[ Ml-Mf ]
P2 = Pl 1+ ---------,==== .

Mi + M?+ 2M2y1p~ + M? .

W szczególnosci w przyblizeniu nierelatywistycznym dostaniemy stad

2M2 bl" . l l . Mi - M?
P2 = Pl M M' a w przy lzemu u trare atywIstycznymP2= Pl + M2+ l 2 2
W ogólnym przypadku iteracja wzoru(1) moze byc przeprówadzona prawdopodobnie
tylko numerycznie. PodstawiajacMpoc," = 0,2 kg·c= 5,9958 .107 kg·m/s, M., =
=m.,·· c = 2,73' 10-22 kg·m/s otrzymujemy ta metoda po 98 zderzeniach (z 97 kulami
posrednimi) koncowa wartosc pedu równa 8,l80·1O-a kg·m/s. Poniewaz elektron
o takim pedzie jest ultrarelatywistyczny, wiec energia kinetyczna wynosi
pc = 2,452· 10-5 J= 1,53l·lOa eV, co znacznie przekracza wartosc energii nawet
w najwiekszych PROJEKTOWANYCH akceleratorach.
Uwaga: Ciag kulo masach tworzacych postep geometryczny optymalizuje
przekazywanie energii w przypadku, gdy zderzenia kul mozna uwazac za
nierelatywistyczne. Ogólnie nie jest to jednak prawda i znalezienie optymalnego ciagu
mas stanowi nietrywialny problem.

114. Poczatkowy strumien pola przez petle wynosi <I?= B7rr2 = 0,157 Wb, zatem

sila elektromotoryczna indukcji jest równat = - ~ = 0,393 V, a natezenie pradu
I = Ji = 3,93 A. Zauwazmy, ze pole magnetyczne wytworzone przez ten prad w srodku
petli - przy zalozeniu, ze przenikalnosc magnetyczna osrodka jest bliska1- wynosi
B' = l!f!- = 2,5· 10-5 T. Zatem jest znacznie mniejsze od pola zewnetrznego i efekty
z nim zwiazane (tzn. samoindukcje petli) mozna zaniedbac.

Zwrot pradu I - zgodnie z regula Lenza - bedzie taki, aby podtrzymac malejace
pole, a wiec dla pola skierowanego za plaszczyzne rysunku - bedzie prawoskretny.

-:-;L -+ -+Sily magnetyczne !lP' = I!ll x B dzialajace na elementy petli o dlugosci!lI beda
skierowane na zewnatrz i najwieksze w chwili poczatkowej. Aby obliczyc naprezenieN
petli, rozpatrzmy sily dzialajace na jedna 'jej polówke. Sumujac sily magnetyczne
nalezy je zrzutowac na os pozioma i nietrudno wyliczyc, ze!lFpo," = I !lIpion . B, czyli
calkowita sila magnetyczna wynosiF = I· 2r . B. Sila ta jest równowazona przez dwie
sily naprezenia N petli (rysunek). Zatem

N=I·r·B=l,96N.

Jest to wielkosc nieznacznie mniejsza od podanej wytrzymalosci 2 N, zatem petla nie
powinp.a ulec rozerwaniu. Poniewaz zaniedbane efekty samoindukcji powoduja pewne
zmniejszenie natezenia pradu plynacego przez petle, wiec jch uwzglednienie nie moze
zmienic koncowej konkluzji.
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