Klub 44

Croléwka ligi sadaniowej
Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwiazan
radad 200 (WT=1,95) i 210 (WT=2,10)
£ numeru 9/1990

Konrad Pléro - Warszawa 46,29
Marlusrs Balac - Prusskdw 43,95
Tomass Greesiak - Krakbw 41,48
Pawet Kubit - Krosno 39,68

Preemystaw Gadsldakl- Sroda 81, 37,34

Pan Pléro — po raw drugl.

®

216. Przyjmijmy oznacrenie

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydzialu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Sxczeglowy regulamin Klubu 44 zamiecdcilifmy wDeleie 7/1990, a jego skrét — we wezystkich
numerach, w ktérych sa zadania ligowe (tj., tradycyinie, z wyjatkiem numeréw 6 i 7).

Redaguje Marcin E. KUCZMA

Roszwigzania zadadi 2 matematyki s numeru 3/1991
Przypominamy tredé zadafh:

2156, Wyznacryé wanystkie takie punkty P leiace wewnatre kwadratu ABCD, ge
|tPAB|+ |£PBC|+ |LPCD|+ |LPDA| = 180°.

216. Udowodnié, ke reszta = dzielenia liceby naturalnej n praez liczbe naturalna k > 1 réwna
sig

k-1 i

k-1 1Zuinf[2n+l}w
E 2 sin {—rr :
j=1

216. Przypudémy, e punkt P, nie nalegéacy do symetralnej adnego boku kwadratu, spetnia
podany warunek orae e A jest wierscholkiem kwadratu lezgcym najbligej punktu P. Niech @
bedezie obrazem punktu P w symetrii osiowej wzgledem symetralnej bokéw BC i DA. Mamy
wiec nastepujace réwnodci katdw:
|{QAD|= |{PDA|, |/{QBC|=|/{PCB|=90°-|/PCD|,
a stad
|LPBQ| - |LPAQ| = (|LPBC| - [LQBC|) — (90° — |LPAB| — |LQAD|) =
= |LPBC|-90°+ |LPCD|—90° + |LPAB| + |{PDA| =0°.
Punkty B, C, P, Q leig na okregu przecinajacym boki AB i CD odpowiednio w punktach
Ri 8. Niech M i N bedg wierzchotkami prostokata PMNQ wpisanego w ten okrag.
Wykazalidmy przed chwila, e katy PAQ i PBQ sa réwne. Oznacemy ich miare prezez .
A ratem
|{PAQ| = |LPBQ|=|{PRQ|=|{MBN|=|{MRN|=p.
Punkty B i R 23 jedynymi punktami pélprostej BA—, & ktérych odcinek M N jest widoczny
pod katem . Stad (i & faktu, te PMNQ jest prostokatem o boku PM réwnoleglym do AB)
wynika, e tréjkaty MBN i MRN sa odpowiednio preystajace do PAQ i PBQ, przy ceym
tréjkat MBN jest obrazem tréjkata PAQ w translacji o wektor AB. Tak wiee |PM| = |AB|.
Innymi stowy, prostokat PMNQ powstaje przez obrét o 90° prostokgta SRBC. Wobec
tego |/PCB| = |LPNB| = 45°, skad wniosek, ie P lefy na preekatnej AC. Odrzucajac
zalotenie, te P lety najblitej wierzchotka A, dochodzimy do konklugji, it P jest punktem
jednej 5 przekatnych.
Na odwrét, kaédy punkt'lel?»qcy na dowolnej przekgtnej kwadratu ABCD, badé tek na
symetralnej dowolnego boku (sytuacja odrzucona na wstepie rogwasari), spelnia podany

warunek. Zatem szukanym miejscem geometrycenym jest suma zawartych w kwadracie
odcinkdw ceterech osi symetrii kwadratu.

Korzystajac & powyiszych swiazkdw, przeksztalcamy lews strone

. min t'(z'- +1)x dowodeonej réwnodci (1) jak nastepuje:
f(k!'l J} o BT t." k=1 k-1
Y sknd) =) flkri) =
(k, 4, j calkowite, j niepodsielne przesz k). = j=1

Niech r bedsie reszty & deielenia n przez k. Zadanie sprowadza k-1 -
Hgrontykisnis, & =D+ D ki) - S(ki ~ 1,9) =

k-1 j=1 =1
(1) D fkn ) =k—1-2r. 5 d s

j=1

Zachodeg latwe do sprawdzenia réwnodci

=k=1+) Y (f(kdi) - £(k,5 - 1,9))

i=1 j=1
,(kxﬂsj)=!(k|rnj)n r
1(60,5) =1, F(kE-1,§)=-1. =k—1+ Z(f(k,k ~1,4) - f(k,0,4)) =
Ponadto, jedli tadna & liczb j, i nie deieli si¢ prrez k, to . ;=1
=k—1-13r.

{2) ![k.‘.,j)_f(k|i_1|j}:f(k,j,i)_f(k,j_1,i)
(zaréwno lewa, jak i prawa strona (2) réwna sig 2 cos(2ijix/k)).

Otreymaliémy prawg strone (1). Dowéd jest zakoriczony.

14



"X

Redaguje Jerzy BROJAN
Roswiasania sadan = fisyki = numeru 2/1991

Przypominamy tredé zadan:

118. Akceleratory czastek elementarnych s — jak wiadomo — urzadreniami wielkimi

i kosstownymi. Opisany nitej (nicopatentowany!) wynalazek porwala nadawad elektronom
wielks, energie znacunie taniej i prodciej. Udersamy w kulg bilardows kierujac ja w stroneg
spoczywajacej kuli o dwa razy mniejszej masie, tak, aby zderzenie bylo centralne (kule po
rderzeniu biegna wzdlui tej samej prostej). Kula uderzona trafia z kolei w nast¢pna, kulg
jeszere dwa rasy liejses, itd., itd., ..., a na kodcu snajduje si¢ elektron. Ostatni stosunck
mas bedzie liceba zsawarts pomiedzsy 1 a 2. Zakladajac, ke wazystkie aderrenia sa centralne

i doskonale spreiyste, oras prayimujac mase kuli bilardowej 0,2 kg i jej predkodé poczatkows
1 m/s, oblicx numerycznie energig kinetycsna unyskans prres elektron (oczywidcie, w ramach
mechaniki relatywistycsnej). Masa elektronu wynosi 9,11 10~*! kg, predkodé Swiatla
c=2,9079-10° m/s.

114. W jednorodnym polu magnetycsznym o indukeji wynoszacej poceatkowo 5 T i malejacej
liniowo do zera w ciagu 0,4 8 znajduje sie prostopadia do pola petla (obwdéd kolowy)

o promieniu 10 em, wykonana = preewodnika o oporse 0,1 (1 § wytreymalodci na roserwaniec
2 N. Csy petla ulegnie rozerwaniu?

113. Stosujac do pojedynczego zderzenia zasady zachowania pedu i energii kinetycznej
otrzymujemy nastepujace réwnania:
p1=p) + P2,

Vi +M? + My =\/p? + M? +/p3 + M3,
gdzie duza litera M oznaczyliémy iloczyn mc, a p; i p} s3 pedami pierwszej kuli przed
i po zderzeniu, p; zaé jest pedem drugiej kuli po zderzeniu (przed zderzeniem kula ta
spoczywa). Eliminujac p) i przeksztalcajac znajdujemy wyraienie na ps
M32 — M?
M3 + M} + 2Ma+\/p? + M?
W szczegdlnoéci w przyblizeniu nierelatywistycznym dostaniemy stad

(1) pa=p |1+

M3 — M

2MG,
W ogélnym przypadku iteracja wzoru (1) moze byé przeprowadzona prawdopodobnie
tylko numerycznie. Podstawiajac Mpees = 0,2 kg-c = 5,9958 - 107 kg-m /s, My =
=me - ¢ = 2,73 - 10722 kg-m/s otrsymujemy ta metoda po 98 zderzeniach (z 97 kulami
poérednimi) korficowa wartodé pedu réwna 8,180-10~ !4 kg-m/s. Poniewai elektron
o takim pedszie jest ultrarelatywistyczny, wiec energia kinetyczna wynosi
pc = 2,452-107% J = 1,531 - 10 eV, co znacznie przekracza wartodé energii nawet
w najwiekszych PROJEKTOWANYCH akceleratorach.
Uwaga: Ciag kul o masach tworzacych postep geometryczny optymalizuje
przekazywanie energii w przypadku, gdy zderzenia kul mozna uwazaé za
nierelatywistyczne. Ogélnie nie jest to jednak prawda i znalezienie optymalnego ciagu
mas stanowi nietrywialny problem.

2M;
=pr— blizeniu ult 1 ist =
P2 =p M+ M’ a w przyblizeniu ultrarelatywistycznym ps = p1 +

114. Poczatkowy strumien pola przez petle wynosi & = Brr? = 0,157 Wb, zatem

sila elektromotoryczna indukeji jest réwna £ = —HJ? = 0,393 V, a nategenie pradu

= % = 3,93 A. Zauwaimy, Ze pole magnetyczne wytworzone przez ten prad w érodku
petli — przy zaloieniu, Ze przenikalnoéé magnetyczna ofrodka jest bliska 1 — wynosi
Bre '1,'},1 =2,5-10"° T. Zatem jest znacznie mniejsze od pola zewnetrznego i efekty

z nim zwiazane (tzn. samoindukcje petli) mozna zaniedbaé.

Zwrot pradu I — zgodnie z reguls Lenza — bedzie taki, aby podtrzymaé malejace
pole, a wiec dla pola skierowanego za plaszczyzne rysunku — bedzie prawoskretny.
Sily magnetyczne AF=IAIx B dzialajace na elementy petli o dlugoéci Al beda
skierowane na zewnatrz i najwieksze w chwili poczatkowej. Aby obliczyé naprezenie N
petli, rozpatrzmy sily dzialajace na jedna jej poléwke. Sumujac sily magnetyczne
naleiy je srzutowaé na oé pozioma i nietrudno wyliczyé, te AFpo: = IAlyion - B, cayli
calkowita sila magnetyczna wynosi F = I - 2r - B, Sila ta jest rtéwnowazona przez dwie
sily napresenia N petli (rysunek). Zatem

N=I-r-B=1,9N.
Jeat to wielkodé nieznacznie mniejsza od podanej wytrzymalodci 2 N, zatem petla nie
powinna ulec rozerwaniu. Poniewad zaniedbane efekty samoindukcji powoduja pewne
zmniejszenie natezenia pradu plynacego przez petle, wiec ich uwzglednienie nie moze
zmienié koricowej konkluzji.
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