
Przedstawiamy artykul, w którym Autor pisze o problemach
stanowiacych wazny kierunek badawczy wspólczesnej matematyki.
Podaje tez twierdzenie, w którego dowodzie wykorzystany jest
fragment jego niedawnej publikacji (z 1990 roku). Okazuje sie,
ze i o aktualnych badaniach naukowych mozna pisac zrozumiale.

Redakcja

o pewnym
mlodym
matematyku

Hiektóre flIBlkt~plezcz!jlll'j pol~cne
liniMi ze swoi~iobraI!ni v i/Mllucii (2)

a("(x,y),S(x,y» = x, fih(x,y),S(x,y» = y,

"(a(x,y),fi(x,y» = x, S(a(x,Y),fi(x,y» = y.

Marek (Mark) Kac urodzil sie
w Krzemiencu 16 8ierpnia 1914 roku
w rodzinie zydow8kiej. Jego ojciec uZY8kal
doktorat z filozofii na Uniwersytecie
Lipskim, a pózniej ukonczyl jeszcze studia
na Uniwersytecie Moskiewskim. Marek
Kac rozpocza,l nauke w domu, potem uczyl
sie w szkole zydowskiej, by w 1925 roku
wstapic do Liceum Krzemienieckiego.
Tam wlasnie, przed matura, napisal prace
stanowiaca temat naszego artykulu.

W latach 1931-35 studiowal matematyke
na Uniwersytecie Lwowskim. Juz podczas
studi6w zaczal wsp6lpracowac naukowo
z Hugonem Steinhausem. Wsp6lpraca ta
(dotyczaca funkcji stochastycznych i ich
zastosowan) trwala do 1938 roku (gdy
Kac wyjechal na stypendium do USA)
i (zdaniem 8amego Kac~) byla decydujaca
dla jego dalszej kariery naukowej.

W USA mlody doktor Kac kontynuowal
rozpoczete w Polsce badania wspólpracujac
z wieloma wybitnymi matematykami (np.
z van Kampenem, Erdosem, Wienerem).
W 1939 roku zostal zatrudniony w Comeli
University, gdzie przepracowal 22 lata
uzyskuja,c liczace sie w swiecie wyniki na
styku matematyki i róznych dyscyplin
przyrodniczych (glównie fizyki) oraz
technicznych. P6zniej kierowal wielu
innymi plac6wkami naukowymi. Zmarl
26 pazdziernika 1984 roku.

Nasz artykul dotyczy pewnego wydarzenia
z zY,l;iaprofes~ra Marka Kaca.

Delta miala szczescie zetknac sie
z Markiem Kacem w 1979 roku, gdy
bawil w Polsce z okazji przyznania mu
przez Polskie Towarzystwo Fizyczne
medalu imienia Smoluchowskiego.
Wreczylismy mu wtedy kilka numerów
naszego pisma. Szczesliwym trafem
bylo to przed jego bezsenna, noca -
kiedy nastepnego dnia poprosilismy go o
rozmowe, "byl na biezaco".Delta podobala
mu sie. W spiewnej kresowej polszczyznie
oswiadczyl, ze sam tez chcialby w Stanach
wydawac takie pismo, aletam nie znajdzie
"ie takiego wariata, kt6ry dalby na to
pieniadze.

Kac w istocie móglby wydawac takie
pismo. Byl bardzo interesujacym
popularyzatorem. Z jego prac na ten
temat najbardziej znany jest esejCZJI

moma ualy"zec ksztalt bebna?
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(3)

Ale moze jest to symetria przedstawiona w jakims innym ukladzie
wspólrzednych? Wyjasnimy to pojecie. Powiemy, ze wielomiany

a(x, y)

fi(x, y) .

tworza (algebraiczny, krzywoliniowy) uklad wspólrzednych na
plaszczyznie R2, jezeli istnieja, takie wielomiany"(x, y) i S(x, y), ze
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Uklad dwóch wielomianów dwóch zmiennych

(f(x, y), g(x, y»

okresla przeksztalcenie plaszczyznyR2 w nia sama. Nazwiemy to
przeksztalcenie inwolucja, jezeli jest swoja wlasna odwrotnoscia, inaczej
mówiac

Inwolucje i symetrie
o PRZEKSZTALCENIACH, KTÓRE SA SWOIMI WLASNYMI
ODWROTNOSCIAMI. PEWIEN NIE ROZWIAZANY PROBLEM.

Jerzy JURKIEWICZ

-3

J(f(x, y), g(x, y» = x oraz g(J(x, y), g(x, y» = y.

Latwo uog6lnic pojecie inwolucji tak, aby odnosilo sie do przestrzeni
trójwymiarowej.

Przykladem inwolucji jest uklad

(l) J(x,y) = y, g(x,y) = x,

czyli symetria wzgledem prostejx = y i w ogóle kazda symetria
plaszczyzny. Ale nie sa to jedyne inwolucje. Mozna, na przyklad, latwo
sprawdzic, ze uklad wielomianów

(2) (y + x2, x _ (y + X2)2)

tez jest inwolucja, chociaz nie jest symetri~.
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Wielomiany ~~::;: tworza takie uklad wsp6lrzednych, jak mówimy,
"odwrotny· do ukladu (3).

Zadanie 1. Sprawdzi~, ze

Algebraiczny uklad wspólrzednychp~::;~mozna tez uwazac za

przeksztalcenie plaszczyzny R' w nia sam",. Wtedy uklad ~:::;~ stanowi
przeksztalcenie odwrotne. Symetria (1), w ukladzie wspólrzednych (3),
staje sie przeksztalceniem R' w R', przeprowadzajacym dla dowolnych z
i y punkt (a(z,y),,8(z,y)) w punkt(a (y, z),,8(y, z)).

(4)
2:

11 - 2:'
jest ukladem wsp6lrzednych na pluzczybie.

Wsp6lrzednymi punktu (2,3) E R' w tym ukladzie sa 2 i 3 - 2'=-1.
A oto jak wyglada "siatka wspólrzednych- w tym ukladzie, to znaczy
zbiory {z = n} i {y - z, = m}, gdzie n i m przebiegaja liczby calkowite.

Na przyklad symetria (1) w ukladzie wspólrzednych (4) staje sie
przeksztalceniem danym wzorem (2). Widac stad, ze symetria po zmianie
ukladu wspólrzednych przestaje na ogól byc symetria. Natomiast kazda
symetria (i w ogóle kazda inwolucja) w dowolnym ukladzie wspólrzednych
pozostaje inwolucja. Stad mamy naturalne pytanie: Czy kazda inwolucja
plaszczyzny przedstawia symetrie w pewnym ukladzie wspólrzednych?

Odpowiedz brzmi: tak, z tym ze trzeba dopuscic takze symetrie wzgledem
punktu i symetrie wzgledem calej plaszczyzny, czyli przeksztalcenie
tozsamosciowe. Natomiast dotychczas nie wiadomo, czy

kazda inwolucjaprze,trzmi tr6jwymiarowej przed8tawia ,ymetrie
(5) (wzgledempunktu, proltej, plaszczyzny lub calej prze,trzmi)

w pewnym algebraicznym ukladzie w,p6lrzednych wR3•

W kazdej symetrii co najmniej jeden punkt pozostaje staly. Otóz okazuje
sie, ze te wlasnosc maja wszystkie inwolucje, co jest pewnym argumentem
na korzysc hipotezy (5).

Zadania

2. Wykaz, ze kazde ciagle przeksztalcenie prostej, które jest swoj", wlasna
odwrotnoscia, ma punkt staly na tej prostej.

"W zyciu wiele razy silnie angazowalem
sie emocjonalnie w rozwiazywanie
problemów naukowych. Nigdy jednak
nie pracowalem tak zapamietale
i goraczkowo, jak latem 1930 roku.
Wstawalem wczesnie rano i prawie
nie tracac czasu na posilki spedzalem
cale dnie na zapisywaniu ryz
papieru wzorami matematycznymi.
Zaniedbalem zupelnie zycie
towarzyskie - przestalem widywac sie
z przyjaciólmi, nawet nie umawialem sie
na randki. Zreszta i tak jakakolwiek
rozmowa ze mna byla pozbawiona
sensu, bowiem odpowiadalem wylacznie
monosylabami.

Pozbawiony strategii, zapalalem sie do
przypadkowych pomyslów, które czesto
okazywaly sie daremnymi wysilkami,
prowadzacymi w slepe uliczki.-

Na rozwiazanie problemu poswiecil
wakacje. Pracowal ciezko i z wielkim
napieciem, by uzyskac w kolicu
upragnione formuly. Tak pisze o tym we
wspomnieniach:

We wspomnieniach Enigma, ol
chanceMarek Kac opisuje wydarzenie,
które spowodowalo, ze zostal
matematykiem. Kiedy byl uczniem
IlIkoly sredniej, program matematyki nie
przewidywal rozwiazywania równali stopni
wyzszych niz dwa. Kac zainteresowany
problemem zajrzal do podrecznika i w
rozdziale dotyczacym równali stopnia
trzeciego natrafil na rozwiazanie nie
zawierajace jednak ani slowa na temat,
w jaki sposób sie do niego dochodzi.
Potraktowal to jako wy.zwanie i postanowil
sam dotrzec do wyprowadzenia wzorów.

Na poczatku roku szkolnego przedstawil
nauczycielowi matematyki rekopis
zawierajacy efekty pracy. Nauczyciel,
po wnikliwym przeczytaniu, poradzil
mu wyslac manuskrypt do pismaMlody
Matematyk. Po kilku miesiacach szkole
Kaca odwiedzil wizytator Ministerstwa
Wyznan Religijnych i Oswiecenia
Publicznego, Antoni Marian Rusiecki,
bedacy równiez redaktorem naczelnym
Mlodego Matematyka. Kac dowiedzial
sie wtedy, ze redakcja postanowila
opublikowac jego artykul, poniewaz
pomimo poczatkowego przekonania,
iz jego metoda jest znana, bezowocne
poszukiwania w literaturze doprowadzily
do uznania jej za now",. W czasie rozmowy
wizytator Rusiecki stwierdzil, ze Kac
powinien studiowac matematyke, gdyz
niewatpliwie ma talent.
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3. Wybi, je kaida inwolucja prostej (ladana pojedyncsym wielomianem
jednej Imiennej) jelit symetrill" (lub tojsamokil\).
4. Wybi, je kaida inwolucja plaslclYlny wyraiona dwoma wielomianami
stopnia pierwuego prsedstawia symetrie w pewnym ukladlie
wsp6lrlednych.

Podam teral dowód hipotezy (5) w prlypadku, gdy inwolucja ladana jest
wielomianami stopni ~ 2. Wymiar przestrzeni, kt6rl\ olnaczymy prlelV,
nie jest istotny. Dowód jest w zasadlie elementarny, wymaga jednak
pewnej wprawy w poslugiwaniu sie prseksztalceniami wielomianowymi .

Skoro wiadomo, ie inwolucja ma punkt staly, to mozemy przyjl\c, ze jest
nim poczl\tek ukladu wsp6lrzednych. Inwolucje mozna wtedy zapisac
w postaci L + D, gdzie w sklad L wchodzl\ wyll\Cznie jednomiany
stopnia l, a w skladD jednomiany stopnia 2. Oznaczmy jeszcze przezI
tozsam~c naV. Z okre~lenia inwolucji mamy

(L + D) ° (L + D) = I.

(W dalszym ciagu symbol "o" oznaczajll"cy skladanie przeksztalcen
bedziemy pomijac.) Wynika stl\d, zeLL + LD + D(L + D) = I
(uwaga: L(L + D) = LL + LD, ale D(L + D) =F DL + DD; dlaczego?).
Przyr6wnujl\C jednomiany tego samego stopnia po obu stronach mamy

LL=I oraz LD=-D(L+D).

Lewa strona ostatniej r6wno~ci sklada sie z jednomian6w stopnia 2.
Natomiast po prawej stronie, po rozwinieciu wszystkie jednomiany
stopnia 2 dadzl\ w sumie-DL. Sh,d LD = -DL i DL = D(L + D).
8kladajl\c obie strony tej r6wno~ci prawostronnie zL dostajemy D =
= D(I + DL). Dopisujl\c do obu stron(I + DL) mamy D(I + DL) =
= D(I + DL)(I + DL) = D(I + DL + DL(I + DL» = D(I + DL-
-LD(I + DL» = D(I + DL - LD) = D(I + DL + DL) i ostatecznie
D = D(I + 2DL). Postepujl\c tak dalej dochodzimy do r6wno~ci
D = D(I + m DL) dla dowolnej liczby naturalnej m. Rozwazmy
pomocniczo uklad wielomian6wD - D(I + t DL) zmiennej t. Wszystkie
liczby naturalne Sl\ pierwiastkami kazdego z tych wielomian6w!
Ale wielomian (jednej zmiennej) nie moze miec nieskonczenie
wielu pierwiastk6w, chyba. ze jest zerowy. Wtedy kazda liczba,
w szczeg6lnoki t = 1/2, jest jego pierwiastkiem. ZatemD = D(I + lDL).
Chcemy uzyc ukladu wielomian6w1+ lDL jako ukladu wsp6lrzednych.
W tym celu wskazemy uklad odwrotny: jest nim1- lDL. Istotnie,
(I - lDL)(I + lDL) = 1+ lDL - lDL(I + lDL) = 1+ lDL +
+jLD(I + lDL) = 1+ lDL + lLD = 1+ lDL - jDL = I. Wybierajll"c
teraz t = -1/2 zamiast t = 1/2 obliczamy w ten sam spos6b, ze r6wniez
(I + lDL)(I - lDL) = I.

Podobne rozumowanie prowadzi do r6wno~ci

(L + D)(I + iDL) = (I + iDL)L,
która oznacza

"Przeksztalcenie L staje sie w ukladzie wspólrzednych1+ lDL
przeksztalceniem L + D" .

Nalezy jeszcze, korzystajl\C z tozsamo~ciLL = I, znalezc symetrie,
która w pewnym ukladzie wsp6lrzednych przyjmowalaby postac
przeksztalcenia L. Niech VI oznacza podprzestrzen punktów stalych
w V wzgledem przeksztalceniaL, a V2 podprzestrzen zlozonl\ z takich
punktów p, dla kt6rych L(p) = -p. Kazdy punkt p E V mozna przedstawic
jednoznacznie w postaciPl + P2, gdzie Pl = Hp - L(p» E VI, a P2 =
= Hp + L(p» E V2 (jak mówimy, V jest sumll"prostl\ VI i V2). Niech
kI, k2 oznaczajl\ wymiary przestrzeniVI i V2. Niech I = (h, /2, ... ,Il:J
i g =!(gl, g2, ... ,gl:,) bedl\ dowolnymi ukladami wspólrzednych wVI i V2
odpowiednio. Wtedy przekszdlcenieh : Rl:l +1, -+ V ptzeprowadzajace
punkt (Zl' ... ' Zl:l' Y1,.•. , Yl:,) W1-1(zl, ... , Zl:l) + g-,i1(Y1,••. , I/l:,) tez
jest ukladem wspólrzednych, tym wlasnie, którego szukamy. Natomiast
potrzebna nam symetria wR l:1 +1, bedzie przeksztalcala kazdy punkt
(z, 1/)= (Zl, ... ,Zl:lIY1, .•• ,Yl:,) w (-z, 1/)= (-Zl, .•• ,-Zl:1I1/1, .•• ,I/l:,).
Istotnie, przeksztalcenieL przeprowadza punkty h(z, y) w11.( -z, y), czyli
L przedstawia symetrie w ukladzie wspólrzednychh, co konczy dow6d
twierdzenia.
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W kilka miesiecy p6tniej wMlodym
Matematyku ukazal sie nastepujl\Cy artykul.

Marek KatZ(na zyczenie autora
redakcja Mlodego Matematvkazastosowala
takl\ wersje pisowni nazwiska)

o nowym sposobie
• •

rOZWIazywanIa
równan stopnia
trzeciego
Chcl\c rozwil\Zac r6wnanie Z3 + az2 + bz +
+c = o, podstawiamy l

z = z --a3
i otrzymujemy r6wnanie, pozbawione
drugiej potegi niewiadomej :

(l) Z3 + pz + q = O,

gdzie P i q Sl\ wyrazami, zaleznemi oda, b

i c. Pragne tu podac pewien - jak mi sie
wydaje - nowy sposób rozwil\Zywania
r6wnan typu (l).

Spos6b m6j polega na znalezieniu takich
liczb A, B, m, n, aby przy kazdej wart~ci
z byla spelniona r6wno~c

(2) z3+pz+q=A(z+m)3-B(z+n)8.
Wtedy otrzymamy r6wnanie w postaci

(3) A(z + m)3 - B(z + n)3 = O

i latwo je bedzie rozwil\Zac; zauwazmy
bowiem, ze lewa strona r6wnania rozklada
sie na czynniki:

A(z + m)3 - B(z + n)3 =

= [{IA(z + m) - {Iij(z + n)] X

X [{IAi(z + m)2 + (/AB(z + m)(z +n)+

+W(z+n)2] .

Przyr6wnywajac ten iloczyn do zera, mamy
dwie mozliw~ci:

(4) {IA(z+ m) - {Iij(z + n) = O,

(5) {IAi(z + m)2+

+ (/AB(z + m)(z + n)+

+ W(z+n)2 =0.

Jak widzimy, z r6wnania (4) latwo bedzie
znalezc jeden z pierwiastków danego
równania (l).

Zajmijmy sie przeto znalezieniem liczb
A, B, m i n. Rozwijajl\C prawa strone
równo~ci (2), otrzymamy:

Z3 + pz + q T'

= (A - B)Z3 + 3(Am i_ Bn)z2+

+3(Am2 - Bn2)z + (Am3 - Bn3) .

Jezeli dwa wielomiany jednej zmiennej
przybierajll" przy kazdej wart~ci tej
zmiennej r6wne wart~ci, to wspólczynniki


