Przedstawiamy artykul, w ktérym Autor pisze o problemach

stanowiacych wainy kierunek badawczy wapoélczesnej matematyki.

Podaje tei twierdzenie, w ktérego dowodsie wykorzystany jest

fragment jego niedawnej publikacji (z 1990 roku). Okaszuje sig,

ze i o aktualnych badaniach naukowych moina pisaé zrozumiale.
Redakeja

Inwolucje i symetrie

O PRZEKSZTALCENIACH, KTORE SA SWOIMI WEASNYMI
ODWROTNOSCIAMI. PEWIEN NIE ROZWIAZANY PROBLEM.

Jerzy JURKIEWICZ

Uktad dwéch wielomiandéw dwéch smiennych
(f(z,9),9(z,¥))

okreéla przeksztalcenie plaszczyzny R? w nia sama. Nazwiemy to
przeksztalcenie inwolucja, jeieli jest swoja wlasna odwrotnoécia, inaczej
méwiac

f(f(z,9),9(z,9)) =2 oraz g(f(z,9),9(z,9)) =y.
Eatwo uogblnié pojecie inwolucji tak, aby odnosilo sie do przestrzeni
tréjwymiarowej.
Przykladem inwolucji jeat uklad
(1) [(z9) =y, 9(z,9) =2,
czyli symetria wzgledem prostej z = y i w ogdle kagda symetria
plaszczyzny. Ale nie sg to jedyne inwolucje. MoZna, na przyklad, latwo
sprawdzié, ze uklad wielomianéw
(2) (v +2% 2 (y+2°)?°)
tez jest inwolucja, chociai nie jest symetria,.

/N Nisktire pnkty ptastzany potaczne
¢! linjani ze swoini obrazami v inwolucii (2)

B

Ale moze jest to symetria przedstawiona w jakimé innym ukladzie
wsepdlrzednych? Wyjadnimy to pojecie. Powiemy, Ze wielomiany
a(z,y)

3

) B(z,9) ;

tworzg (algebraiczny, krzywoliniowy) uklad wspéirzednych na

plaszczyinie R?, jeseli istnieja takie wielomiany v(z,y) i 6(z,y), de
a(v(z,9),6(z,9)) =z, B(v(z,¥),6(z,9)) =y,
v(e(z,9),8(z,¥)) =z, 6(c(z,9),8(z,9))=v.

O pewnym
miodym
matematyku

Nasz artykul dotyczy pewnego wydarzenia
s fycia profesora Marka Kaca.

Marek (Mark) Kac urodsit sig

w Krzemieficu 16 sierpnia 1914 roku

w rodsinie dydowskiej. Jego ojciec usyskal
doktorat & filozofii na Uniwersytecie
Lipskim, a pééniej ukoficzyl jeszcze studia
na Uniwersytecie Moskiewskim. Marek
Kac rogpoczal nauke w domu, potem uczyl
sie w szkole ydowskiej, by w 1925 roku
watapié do Liceum Krzemienieckiego.
Tam wladnie, przed matura, napisat prace
stanowiaca temat naszego artykuhu.

W latach 1931-35 studiowal matematyke
na Uniwersytecie Lwowekim. Jui podczas
studiéw zaczal wepélpracowaé naukowo

z Hugonem Steinhausem. Wspélpraca ta
(dotyczaca funkcji stochastycanych i ich
zastosowanl) trwala do 1938 roku (gdy
Kac wyjechal na stypendium do USA)

i (sdaniem samego Kaca) byla decydujaca
dla jego dalszej kariery naukowej.

W USA mlody doktor Kac kontynuowal
rozpoczete w Polsce badania wepélpracujac
g wieloma wybitnymi matematykami (np.
s van Kampenem, Erdésem, Wienerem).
W 1939 roku zostal zatrudniony w Cornell
University, gdzie przepracowal 22 lata
uzyskujac liczace sie w éwiecie wyniki na
styku matematyki i réZnych dyscyplin
przyrodniczych (gléwnie fizyki) oraz
technicznych. Pééniej kierowal wielu
innymi placéwkami naukowymi. Zmarl

26 pafdziernika 1984 roku.

Delta miala szczedcie zetknaé sie

%z Markiem Kacem w 1979 roku, gdy
bawil w Polsce z okazji przyznania mu
przez Polskie Towarzystwo Fizyczne
medalu imienia Smoluchowskiego.
Wreczyliémy mu wtedy kilka numerdw
naszego pisma. Szczedliwym trafem

bylo to przed jego bezsenna noca —

kiedy nastepnego dnia poprosiliémy go o
rozmowe, ,,byl na biezaco”. Delta podobala
mu sig. W épiewnej kresowej polszczyfnie
ofwiadczyl, Ze sam teZ chciatby w Stanach
wydawad takie pismo, ale fam nie znajdzie
si¢ takiego wariata, kidry datby na to
pienigdze.

Kac w istocie méglby wydawad takie
pismo, Byl bardzo interesujacym
popularyzatorem. Z jego prac na ten
temat najbardziej znany jest esej Czy
mozna ustyszelé kaztalt bebna?




We wspomnieniach Enigmas of
chance Marek Kac opisuje wydarzenie,
ktére spowodowalo, e zostal
matematykiem. Kiedy byt uczniem

szkoly éredniej, program matematyki nie
prsewidywal roswiagywania réwnas stopni
wyiszych nii dwa. Kac zainteresowany
problemem zajrzal do podrecsnika i w
rozdziale dotyczacym réwnaf stopnia
trzeciego natrafil na rozwiazanie nie
zawierajace jednak ani slowa na temat,

w jaki sposéb sie do niego dochodsi.
Potraktowal to jako wyswanie i postanowil
sam dotrzed do wyprowadszenia wsoréw.

Na rozwiazanie problemu poéwiecil
wakacje. Pracowal ciezko i z wielkim
napigciem, by usyskaé w koficu
upragnione formuly. Tak pisze o tym we
wspomnieniach:

»W gyciu wiele razy silnie angaiowalem
si¢ emocjonalnie w rozwiazywanie
probleméw naukowych. Nigdy jednak
nie pracowalem tak zapamietale

i goraczkowo, jak latem 1930 roku.
Wstawalem wczednie rano i prawie

nie tracac czasu na posilki spedzalem
cale dnie na zapisywaniu ryz

papieru wzorami matematycznymi.
Zaniedbalem zupelnie fycie

towarzyskie — przestalem widywal sie
g przyjaciélmi, nawet nie umawialem sie
na randki. Zreszta i tak jakakolwiek
rozmowa ze mna byla pozbawiona
sensu, bowiem odpowiadalem wylacznie
monosylabami.

Pozbawiony strategii, zapalalem si¢ do
przypadkowych pomystéw, ktére czesto
okazywaly sie daremnymi wysitkami,
prowadszacymi w élepe uliczki.”

Na poczatku roku szkolnego przedstawit
nauczycielowi matematyki rekopis
zawierajacy efekty pracy. Nauczyciel,

po wnikliwym przeczytaniu, poradzit
mu wystaé manuskrypt do pisma Miody
Matematyk. Po kilku miesiacach szkole
Kaca odwiedzil wizytator Ministerstwa
Wyznah Religijnych i Oéwiecenia

" Publicznego, Antoni Marian Rusiecki,
bedacy réwniei redaktorem naczelnym
Miodego Matematyka. Kac dowiedzial
sie wtedy, Ze redakcja postanowila
opublikowal jego artykul, poniewaz
pomimo poczatkowego przekonania,

iz jego metoda jest znana, bezowocne
poszukiwania w literaturze doprowadzily
do usznania jej za nowa. W czasie rozmowy
wizytator Rusiecki stwierdzit, e Kac
powinien studiowaé matematyke, gdyz
niewatpliwie ma talent.

Wielomiany }g“:)’ tworsa takie uklad wspéirsednych, jak méwimy,
nodwrotny” do ukladu (3).
Zadanie 1. Sprawdsié, se

(4)

z
y—2?

jest ukladem wspdirsednych na plasscszyinie.

Wepéirsednymi punktu (2,3) € R? w tym ukladsie s3 2 3 — 2% = —1.
A oto jak wyglada ,siatka wspélrsednych” w tym ukladsie, to snacsy
zbiory {z = n} i {y — 2z = m}, gdzie n i m przebiegaja liczsby calkowite.
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Algebraiczny uklad wepétrzednych ;(‘:":; moina tei uwasaé za
przeksztalcenie plaszczyzny R? w nia sama. Wtedy uklad }((:::)) stanowi
przeksztalcenie odwrotne. Symetria (1), w ukladzie wepéirzednych (3),
staje sie przeksstalceniem R? w R?, praéprowadszajacym dla dowolnych z
iy punkt (a(z,¥),(z,v)) w punkt (a(y, z), B(y, z)).

Na przykiad symetria (1) w ukladzie wepéirzednych (4) staje sie
przeksztalceniem danym wszorem (2). Widaé stad, Ze symetria po zmianie
ukladu wspéirzednych przestaje na ogét by¢ symetria. Natomiast kazda
symetria (i w ogéle kaida inwolucja) w dowolnym ukiadzie wspéirzednych
pozostaje inwolucjs. Stad mamy naturalne pytanie: Czy kaida inwolucja
plaszczyzny przedstawia symetrie w pewnym ukladzie wspélrzednych?

OdpowiedZ brzmi: tak, z tym Ze trzeba dopuécié takie symetrie wzgledem
punktu i symetrie wzgledem calej plaszczyzny, czyli przeksztalcenie
toisamodciowe. Natomiast dotychczas nie wiadomo, czy

kazda inwolucja przestrzeni irdjwymiarowej przedstawia symetrie

(5) (wzgledem punkiu, prostej, plaszczyzny lub calej przestrzeni)

w pewnym algebraicmym ukladzie wspdirzednych w R3.
W kaidej symetrii co najmniej jeden punkt pozostaje ataly. Otéi okazuje
sie, Ze te wlasnodé maja wezystkie inwolucje, co jest pewnym argumentem
na korzyé¢ hipotezy (5).

Zadania
2. Wykaz, ie kaide ciagle przeksztalcenie prostej, ktére jest swoja wlasng
odwrotnoécia, ma punkt staly na tej prostej.



3. Wykai, e kaida inwolucja prostej (sadana pojedyncsym wielomianem
jednej smiennej) jest symetria (lub toisamoécia).

4. Wykas, e kaida inwolucja plasscsysny wyrasona dwoma wielomianami
stopnia pierwssego prsedstawia symetrie w pewnym ukladsie

wapbirsednych.

Podam teras dowéd hipotexy (5) w praypadku, gdy inwolucja sadana jest
wielomianami stopni < 2. Wymiar przestrzeni, ktéra oshacsymy przes V,
nie jest istotny. Dowéd jest w zasadsie elementarny, wymaga jednak
pewnej wprawy w poslugiwaniu sie praeksstalceniami wielomianowymi.

Skoro wiadomo, e inwolucja ma punkt staly, to moiemy przyjaé, ze jest
nim pocsatek ukladu wspéirzednych. Inwolucje moina wtedy zapisaé

w postaci L+ D, gdzie w sklad L wchodza wylacznie jednomiany
stopnia 1, 2 w eklad D jednomiany stopnia 2. Oznaczmy jesscze przes I
tozsamoéé na V. Z okreélenia inwolucji mamy

(L+D)o(L+D)=1.
(W dalszym ciagu symbol ,,0” oznaczajacy skladanie praeksztalced
bedziemy pomijaé.) Wynika stad, e LL+ LD+ D(L+ D) =1
(uwaga: L(L+ D) = LL + LD, ale D(L + D) # DL + DD; dlacsego?).
Przyréwnujac jednomiany tego samego stopnia po obu stronach mamy
LL=1I oraz LD=-D(L+D).

Lewa strona ostatniej réwnoéci sklada sie z jednomianéw stopnia 2.
Natomiast po prawe]j stronie, po rozwinieciu wezystkie jednomiany
stopnia 2 dadsa w sumie —DL. Stad LD = —DL i DL = D(L+ D).
Skladajac obie strony tej réwnoéci prawostronnie z L dostajemy D =
= D(I + DL). Dopisujac do obu stron (I + DL) mamy D(I + DL) =
=D(I+DL)(I+DL)=D(I+ DL+ DL(I+DL))=D(I+ DL~
—~LD(I + DL)) = D(I + DL — LD) = D(I + DL + DL) i ostatecznie
D = D(I+ 2DL). Postepujac tak dalej dochodzimy do réwnoéci
D = D(I+ m DL) dla dowolnej liczby naturalnej m. Rozwaimy
pomocniczo uklad wielomianéw D — D(I + ¢ DL) smiennej {. Wezystkie
liczby naturalne sa, pierwiastkami kazdego z tych wielomianéw!
Ale wielomian (jednej zmiennej) nie moge mieé nieskoriczenie
wielu pierwiastkéw, chyba Ze jest zerowy. Wtedy kaida liczba,
w ssczegblnokci £ = 1/2, jest jego pierwiastkiem. Zatem D = D(I + 3 DL).
Chcemy uiyé ukladu wielomianéw I + %DL jako ukladu wspélrzednych.
W tym celu wekatemy uklad odwrotny: jest nim I — %DL. Istotnie,
(I- iDL)(I+iDL)=1I+ iDL- {DL(I+}DL)=1+ }DL+
+iLD(I+ iDL)=1I+ iDL+ LD = I+ }DL — ;DL = I. Wybierajac
teraz t = —1/2 zamiast £ = 1/2 obliczamy w ten sam sposéb, ie réwnies
(I+ iDL)(I-iDL)=1.
Podobne rosumowanie prowadzi do réwnoéci

(L+D)(I+3DL) = (I+3DL)L,

ktéra ognacsa
yPrieksztalcenie L staje sie w ukladzie wspéirsednych I + 1DL
przeksztalceniem L + D”.

Nalefy jeszcze, korzystajac s tozsamoéci LL = I, znalefé symetrie,
ktéra w pewnym ukladzie wspdlrzednych przyjmowalaby postaé
przeksstalcenia L. Niech V; oznacza podprzestrzefi punktéw stalych
w V wigledem przeksztalcenia L, a V; podprzestrzen zloiona z takich

punktéw p, dla ktérych L(p) = —p. Kaidy punkt p € V moina przedstawi¢ :

jednoznacznie w postaci pi + p2, gdzie pr = 2(p — L(p)) EVi,apa =

= 4(p+ L(p)) € V2 (jak méwimy, V jest suma prosta Vi i V3). Niech

k1, ka2 oznaczaja wymiary przestrzeni V) i V. Niech f = (f1, fa,.-+, fry)
ig=1(g1,93...,0%;) beda dowolnymi ukladami wspéirzednych w V; i V,
odpowiednio. Wtedy przeksztalcenie h : RE+E2 , V praeprowadsajace
punkt (Z1,...,2Zk,,¥1,---, k) W (21,000, 20,) + F_h(”h-- -1 Yk, ) ted
jest ukladem wepélrzednych, tym wladnie, ktérego ssukamy. Natomiast
potrzebna nam symetria w R*1+*2 bedzie przeksztalcala kaidy punkt
(z,y) = (Zayee ) Bhy s Y1ye oy Yka) W (—2,9) = (-311---l_zkuylj-tﬂyh)-
Istotnie, przeksztalcenie L przeprowadsza punkty h(z,y) w h(—z,y), czyli
L przedstawia symetrie w ukladzie wepélrzednych h, co koriczy dowéd
twierdzenia.

W kilka miesiecy péfniej w Mlodym
Matematyku ukaszal si¢ nastepujacy artykul. §

Marek Katz (na zyczenie autora
redakcja Mlodego Matematyka zastosowala
taka wersje pisowni nazwiska)

O nowym sposobie
rozwigzywania
réwnan stopnia
trzeciego

Cheac rozwiazaé réwnanie z° + az? + bz + |
+c¢ = 0, podstawiamy

z=z— la
3
i otrgymujemy réwnanie, pozbawione
drugiej potegi niewiadomej:
(1) 2°+pz+q=0,
gdzie p i ¢ 83 wyrazami, zaleinemi od a, b
i c. Pragne tu podaé pewien — jak mi sie
wydaje — nowy sposéb rozwiazywania
réwnafi typu (1).

Sposéb méj polega na znalezieniu takich
liczb A, B, m, n, aby przy kaidej wartodci
z byla spelniona réwnoéé

(2) 2*+pz+q=A(z+m)’ - B(z +n)°.
Wtedy otrzymamy réwnanie w postaci
(3) A(z+m)® —B(z+n)®*=0

i latwo je bedzie rozwiazal; zauwaimy
bowiem, #e lewa strona réwnania rozklada
sie na czynniki:

A(z+m)® — B(z+n)® =
= [VA(z + m) — VB(z + n)] x

x [\'/F(z +m)? + YAB(z + m)(z + n)+
+¥VB3(z + n)’] j

Przyréwnywajac ten iloczyn do zera, mamy
dwie moiliwodci:

(4) VA+m)- VB(z+n)=0,
(5) VA(z+m)'+
+ VAB(z + m)(z + n)+
+ VYB3(z+n)? =0.
Jak widzimy, z réwnania (4) latwo bedzie

znalefé jeden z pierwiastkéw danego
réwnania (1).

Zajmijmy sie przeto znalezieniem liczb
A, B, m i n. Rozwijajac prawa strone
réwnoéci (2), otrzymamy:
2 +pzt+q=
= (A— B)z® + 3(Am — Bn)z*+
+3(Am? — Bn?)z + (Am® — Bn®).

Jezeli dwa wielomiany jednej zmiennej
przybieraja przy kaidej wartodci tej
smiennej réwne wartodci, to wspéiczynniki




