& & | Z metoda Rungego—Kutty

przez przestrzen fazowg

Ryszard KUTNER

Spoéréd wielu zagadnien fizyki, w ktérych badaniu waina role odgrywaja metody
numeryczne, na czolo wysuwa sie problem ewolucji czasowej wybranych ukladéw
fizycznych. Moga to byé np. punkty materialne lub ich uklady, plyny, ale takie
skomplikowane uklady kwantowe. W artykule tym ograniczymy si¢ do najprostazego
przypadku — punktéw materialnych. Wéwczas ewolucja, czyli w tym przypadku po
prostu ruch, jest rozwiazaniem ukladu N (tylu, ile jest czastek) réwnai, 3 ktérych
kaide jest postaci

R N
(1) m.dtar,.—F‘:(rl,...,rn, T, ) .

przy czym sily i‘: traktujemy jako dane funkcje poloiefi, predkodci i czasu.

Do rozwiazania metoda numeryczna postaé réwnan (1) nie jest zbyt wygodna —
znacznie lepiej mieé¢ do czynienia z réwnaniami rzedu pierwszego. Moina to osiagnaé
bardzo prosto, wprowadzajac jako dodatkowe funkcje nieznane pedy kazdej z czastek

—
18 REM PrpguaT‘u :uégi}:??ﬁgg:j (2) F.-':m.‘d" :
gg EEIH HMETODA RUNGEGO-KUTTY dt
. ‘ t::i: szgzz; L3i8345s  za cene podwojenia liczby réwnan. Rozpisujac jeszcze poloienia i pedy na skiadowe
5@ CIM v . A . = =
sg mEM t - czas wez (e 5 tdunun mozemy zapisaé tak otrzymany uklad 6N réwnaf w zwartej postaci
7a REM 41 - Lemantarny
e _Prxec_l‘znat CZTasU d
82 ???zég"'g{é;eﬁt;.—nu%i:igéééﬁ (3) ag(t):i[g(t),t] 5
¢ REM
LET =1 . . . . . .
=X tET %23 i gdzie uzycie symboli podkreélonych oznacza, se chodzi nam o wektory o k = 6N
LET ro=@ ;
128 BB ¢ - caea sktadowych (np. © = (f1x,P12, 1y, P1y,--+» TNz PNs)).
12@ DEF FN th.v,llz—m-iistrf ®
d - O W L
152 REM
178 LET x°888a0c. .. .o czas; Okazuje sie, e opis ukladéw fizycznych, w ktérym poloienia i pedy wystepuja na
owe = - - - T - .
190 REM ve - Prearoge . oo~ réwnych prawach, jako niezalezne wielkodci, jest uzyteczny nie tylko pray numerycznym
£12 TRPuT 3% ixe L rozwiazywaniu réwnan ruchu. Co wigcej, sformulowanie takie stoi u podstaw calych
2= " * . 1 - 3 - - 3 - - . - - 3
23@ INPUT “ve=i: gaTHEHG;DTf_: 1@ wielkich dzialéw fizyki, takich jak fizyka statystyczna i mechanika kwantowa. Takie
240 I o el - . - - - - - - -
252 LET (rx2: LET y=vo 232  w ramach mechaniki klasycznej formalny brak rozréinienia migdzy polozeniem
L i Z=LiCZ+ . - - . - . s
g% EE%”T‘ AY"8.581 "osLIcZR" a pedem pozwala na wyprowadzenie zupeinie nowej metody rozwiazywania zagadniefi
=43 = kordt] 1 ay s fs . - .
838 "°F [et Teath aavYUY dynamiki (jest to tzw. réwnanie Hamiltona-Jacobiego). Szczegélng role w tych
4 EET YRR ox,v,tiom wezystkich rozwasaniach odgrywa pojecie przestrzeni fazowej. Jest to przestrzef, kidrej
388 "7 Cepnizid T2 punktami sa wszystkie mozliwe stany ukladu sparametryzowane wartoéciami polozefi
22 FET RivoY . i pedéw. Jezeli w pewnej chwili £o uklad mechaniczny scharakteryzowany byl pewnymi
39 LET l?-_.zJ+dt!K1.'J.‘2 F = u 3 = % o
by tE} B D %;i igi% o wartoéciami pologef i pedéw (Zo, po), to obrazem jego ruchu w przestrzeni fazowej jest
42 LE k2v =FMN X2, va,ts) —
132 LET svsdiakay 2 »  krzywa przechodzaca przez punkt o wspéhrzednych (zo, po). Krzywa taka nazywamy
E ./A . - - . 4
ise LET vEdtkkeveay Con : trajektoria fazowa. Okazuje sie, Ze trajektorie fazowe scharakteryzowane
aze LET _=:§'~;t* ;;5}:;9“ réinymi wartodciam! poczatkowymi '(g;g,p_u) nie przecinajg sie. Jest to
ET + * - - . .
238 Cev FATENIN . va. v o podstawowa zaleta opisu fazowego w poréwnaniu ze swyklym, w ktérym éledzimy tylko
S E =] = Lo - - . - - . E .
513 S FR¥ITA.49R9%542a025+2  zmiany poloieri (nawiasem méwiac, praestrzefl poloefi nosi fachowa nazwe przestrzeni
ifi HE xTL::T v edt e IRRRIARATY VS konfiguracyjnej) = te same poloienia moga zostal osiagniete tutaj pray réinych
SE2 ZE ticzo1 THEN GO Ta eie warunkach pocsatkowych. Rozlacznoéé trajektorii fazowych pozwala na ciekawa
238 REV e it interpretacje ruchu w przestrzeni fazowe]j jako przeplywu pewnej hipotetycznej cieczy.
=3 LE &= - - o - 3 » . - -
€12 INRUT -EizUo3R L Istotnie, kazdy punkt przestrzeni fazowej mozemy zwiazaé z pewnymi warunkami
=50 PRINT AT @,8; v ® R o g A
i PR INT e S poczatkowymi dla naszego ukladu. Wraz z uplywem czasu poloienia punktéw beda
e=o ¥ EEL:T' ERINT S Lo sie zmieniaé zgodnie z réwnaniami ruchu, jednak punkty — podobnie jak czasteczki
E : 2. - - - = . -
sse EEINT ¢ BEENF ¢ TRIMT o cieczy — zachowaja zawsze swoj identycznoéé. A zatem jednoczesnemu ruchowi
29 EEINT . BRINT +eBREHT.ISY : :1i s klad Yoani dpowiad :
§88 BRINT +mB"ANT_I7%rAR 127 0 wazystkich mosliwych kopii danego ukladu mechanicznego odpowiada przeplyw ,cieczy
;:: 233?5?2 Ei;aériﬁé _‘—:ggof.l.;v?r fazowej”. Taka ciecz, choé wielowymiarowa, zachowuje sie analogicznie jak zwykla
n ; %% e i it
238 ELOT 1478 ERAu 0.190 woda. Na przyklad — jest ona niedcidliwa.
T4@ FOR isd TO 2@ STEFR 2 .,
75e FLOT B#i+3,189: DRAW @,.3
758 HEnm' *
238 T ACATT A gf Wréémy jednak do problemu numerycznego rozwiazania réwnania ewolucji (3) -
£13 ERAME 878 nagroda bedzie moiliwoéé blizezego zaznajomienia si¢ z ciecza fazowa. Jak zwykle
38 TR 3 w takich przypadkach, wprowadzimy szereg réwno odleglych wezléw czasowych
esse LET w= . . F . - - .
5@ IFE wil , i bedziemy szukaé algorytmu, pozwalajacego wyznaczy¢ rozwiazanie ul(tnt1) W weile
828 nexy R ¥ tnt1 k taj jomoéci iazania u(tn)'w wefl dnim ¢
S6e nexT on_ nt+1 korzystajac ze znajomoéci rozwiazania u(t.)'w weile poprzednim tn.

6



~Qsinx— 3 v F/ml
L ml

=€ — wspdtczynnik oporu o4rodka

e

pe

T T T T
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) W(tns1) 2 flu(ta), Ea] AL + u(ta).

Niestety, takie proste rozwiazanie prowadzi do nieprzewidzianych klopotéw. Przy
uzywaniu elementarnych algorytméw, takich jak opisany powyiej, obserwowad

moina niefizsyczny efekt samoczynnego numerycsnego ,studzenia sie” lub ,grzania”,
co prowadsi do niestabilnego sachowania sie ukladu przekreélajac wiarygodnodé
stosowanej metody. Efekt ten polega na tym, ie calkowita energia ukladu maleje

lub roénie bes jakichkolwiek fizycznych przyczyn — sama z siebie. Powodem takiego
niefizycznego sachowania sie sa kumulujace sie bledy procedury numerycznej

(szerze] zostalo to opisane w ksiaice D. Pottera Metody obliczeniowe fizyki - fizyka
komputerowa, PWN, Warszawa 1982). Zwykle, aby temu zaradzié, w pierwszym
odruchu smniejszamy krok czasowy. Prowadszi to jednak do spowolnienia metody,

a wspomniane efekty nadal sie pojawiaja, tyle e nieco pééniej. Nie tedy wiec droga.
Naleiy raczej uzy¢ bardsiej wyrafinowanego algorytmu obarczonego mniejszym bledem
i stabilnego ze wzgledu na ten blad. Algorytmem speiniajacym te wymagania jest

tzw. metoda Rungego-Kutty. Jej zwykle wyprowadzenie jest dodé zawile. Mozna ja
jednak réwnies otrsymaé réinicujac réwnanie réniczkowe (3) na trzy réine sposoby,

a nastepnie — trakiujac kaidy z nich jako réwnoprawny — uéredni¢ wzgledem tych
sposobdw (patrz tekst w ramce na str. 8). Resultatem jest w peini profesjonalny
algorytm o bardzo malym bledsie (rzedu (At)®), stosowany z powodzeniem do
rozwiazywania skomplikowanych zagadniefi ewolucji. My jednak nie bedziemy tak
ambitni i zadowolimy sie analiza przypadku najprostszego — jednowymiarowego ruchu
pojedynczego punktu materialnego. Naszym wzorcowym ukladem bedzie wahadlo
matematyczne (rys. 1). Aby jeszcze bardziej uproécié sobie Zycie, prayjmiemy, e masa
punktu jest jednostkowa. Wéwczas p = v i mamy u(t) = [z(t), v(¢)],

Sflu(t); t] = {v(t), F(=(t), v(t);t)}. Zalaczony program komputerowy znajduje tr.jsktorie
fazowe dla tego prostego ukiadu. Zostal on napisany w BASICu na mikrokompu ..

ZX Spektrum 48 K (lub jemu pokrewne, jak Timex czy Elwro 800 Junior), a ze
wzgledu na jego prostote mozna go takze bez trudu przepisaé na inne, popularne

w kraju mikrokomputery. Po uruchomieniu program zapytuje o poczatkowe wartodci
polozenia i predkodci oraz o czynniki skalujace pozioma of z—6w i picnows of v
(z0staja one nastepnie wydrukowane na wykresie — patrz rysunek 2 i 3). Po obliczeniu
trajektorii fazowej pytanie o warunki poczatkowe zostaje ponowione (czynnikéw skali
smieniaé jui wtedy nie mogna).

Rysunki 2 i 3 ilustruja wynik dzialania programu dla zagadnienia wahadla
matematycznego, odpowiednio przy braku tlumienia i z uwzglednieniem sily tlumiacej
— patrz rysunek 1. Otrzymany wzér preypomina nieco dywan, a nieco dciezke wiréw
powstajaca za przeszkoda w plynacej wodzie (szczegblnie rysunek 2). Gérny ,szlaczek”
na rysunku 2, podobnie jak i dolny, to tzw. przypadek rotacyiny (zachodzacy tylko
wtedy, gdy k = 122l > 1, gdsie czestodé w = 1/g/l), gdy wahadlo wirnje wokét
swojego punktu zawieszenia 0. Spoczynkowi wahadla odpowiada po prostu kropka
zaznaczona na wykresie w punkcie (0,0). Nastepnie elipea odpowiada przypadkowi
oscylacyjnemu (k < 1). Wresscie przypadek graniczny (k = .) niezswykle trudny do
wysymulowania, odpowiadajacy zatraymaniu si¢ wahadla w pozycji pionowej (z = 7).
Trudnoé¢ numeryczna polega na tym, iz wahadlo w sw»oim ruchu ma sie zatrzymaé
dokladnie w zenicie i w takiej pozycji posostaé. Jednakie nawet najmniejszy biad
numeryczny (swiazany np. ze skoriczona dlugoécia przedzialu czasowego dt) wytraca
je predzej czy péiniej z tego stanu. (Niezlym przyblizeniem jest przyjecie przedziatu
czasowego dt =0, 1.)

Proponujemy Czytelnikowi odtworzenie tych rysunkéw. Aby to umozliwié, jak
réwniei, by otworzyé droge do wlasnych eksperymentéw, potrzeba jeszcze kilku

816w o strukturze programu. W linii 140 zdefiniowano sile F', a w linii 100 przyjeto
parametry ja charakteryzujace. Zasadniczy algorytm zawarty jest w (wydzielonej) petli
rozpoczynajacej sie w linii 290, a koriczacej sie w linii 540. Zidentyfikowanie metody
Rungego-Kutty nie powinno tu stanowié¢ problemu. Inne podstawowe parametry,
charakteryzujace sama symulacje, to elementarny przedzial czasu dt (= At) ustalony

w linii 160 oraz catkowity czas symulacji £; (linia 170).

A zatem wszystko jest jui gotowe do wyprawy w przestrzefi fazowa.
Szczedliwej podrézy!



Opis metody Rungego-Kutty

Chcemy rozwiagaé réwnanie rézniczkowe gwyczajne
pierwsgego reedu

Su(t) = flu(e).1].

W pierwszym kroku przybligymy pochodng wegledem
czasu f;!(t} przeg ilorag Ai(:} S !{"“H]‘_’-"“"). gdeie
indeks n =0, 1,2,..., numeruje kolejne (w tym preypadku)
réwno odlegle wezly czasowe, tak jak to pokazuje ponigszy
rysunek,

v

Bedeiemy poszukiwad rozwiazania wladnie w tych
(gtéwnych) wezlach czasowych. Klopot jednak w tym,

te lloras éﬁ'l*%“-(l) wysnacza pewns funkcje
(predkodé) w polowie preedzialu czasowego, ceyli w wetle
pomocnicgym t,, 4 (1/2)- A zatem mogemy wypisaé
nastepujace preyblifone réwnosdci:

ltnti) = (tn) o 24 f1uta)s o] + Sflultnsa) tmsal}

Ml;—!{"‘"—) & flultng/a) tnt (/)

] — u(t u(tn) + ult

!i.( n+l‘}l‘ _.( n] ‘3.‘[ [_( n} 2_( n+1)‘t“+u,:)] ;
Stanowig one réwnoprawne réinicowe wersje naszego
wyjdciowego réwnania régniczkowego. I nie ma nic
raskakujacego w tym, ie wiele régnych obrazéw
rétnicowych przybliga jedno i to samo réwnanie
réénicekowe. Do tego trzeba sie po prostu preyewyczaid.
Preypomnijmy, ¢e celem nassgym Jest sbudowanle
algorytmu, ktéry wysnacsa rogwlasanle u(tn41)
w nastepnym wefle csasowym t,;,; korsystajac se
snajomodcl roswigzania u(t,) w wedle popreednim
tn. Narzuca sie jednak pytanie: w jaki sposéb poradzic
sobie ¢ prawymi stronami powyzszych réwnan, skoro
wystepuje tam zaréwno poszukiwane rozwiazanie
u(tn+1) w wetle nastepnym, jak tei nieznane rozwiazanie
g(t,ﬂ_“ ,,)) w pomocniczym wetle czasowym? Aby
rozwigzaé ten problem, wprowadémy nast¢pujace
pomocnicre wielkodci:

&l = ﬂ!{‘ﬂ)‘tl’_l] 1
k, = ﬁv,_;(t,,.,.u/a}). ¢n+(119)|'

tn) + uity
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k, = flu(tat1)itata],
e ktérych, jak widaé, jedynie k, motemy od razu
wyeznaczyé. Pozostale bedziemy teraz mogolnie oblicead.
Po pierwsze, motemy napisaé w preybligeniu:

At At
!(:u+(1/2)) =% (‘n + T) R E[tn} = T_{[!(fu}u ‘n] f
a co za tym idzie,

A A
En = i [E{‘n} * ?‘iptn + '—2"“] .

Tym samym wielkodé te potrafimy jué oblicey¢, gdys
wiemy, jak funkcja f galeiy od swoich argumentéw.
W dalszym ciagu zauwagmy, ge

1
_t_s = I [E(tn) + EAtEmtn + %]

(kto nie wierzy, niech podstawi tutaj zamiast k; po prostu
ilorag 1“";2'_-!@) I wreszcie

k, = flu(ta) + Btk ta + At]
(co widaé po podstawieniu , podobnie jak i poprzednio
w miejsce k4 ilorazu !—"‘—*%}E"—}} Podsumujmy prace,
jaka wykonalismy dotychceas i rastanéwmy sig, ktére
spodréd trzech wyjéciowych réwnari bedeiemy w dalszym
ciagu eksploatowaé? Odpowiedf jest prosta: wszystkie trey,
gdyt sa jednakowo dobre. Jak to praktyceznie robi¢? Ales to
proste — dodajmy je wseystkie i podsielmy przee ich licsbe,
ceyli, jak to sie méwi, udrednijmy po werystkich moéliwych
sposobach (sytuacjach). W wyniku takiego postgpowania
otreymujemy gotowy algorytm postaci:

1
u(ta+1) = ultn) + S AL(E, +2k; +2k5 + k), n=0,1,...,

gdzie !gj, §=1,...,4, rostaly jut oblicsone powyzej. Prosee
gauwagyé, te za pomocy tego algorytmu motemy enalefé
poszukiwane rogwiaganie w nastgpnym wekle cxasowym
korzystajac tylko ge gnajomodci roewiazania w wetle
popreedeajacym. Startujac wige ze gnanego warunku
poceatkowego u(to) mozemy terae kolejno, krok po kroku,
wyznaceyé rogwiazanie w chwili £, u(t,), a stad w chwili t3
mamy u(ta), po ceym u(t3) w chwili t, itd. Oslagnelidmy
satem postawiony cel.

Dla zagadnienia jednowymiarowego ruchu punktu
materialnego o masie m pod wplywem dsialania sily
F(z,v;jt) naleiy w réwnaniu (8) preyjaé u(t) = [2(t), v(t)]
orae flu(t);t] = {v(t}, ﬂﬂﬂ:'zﬂbﬂ} Pomocnicze funkcje
kj, s =1,...,4, koniecene przy rastosowaniu metody
Rungego-Kutty, preyjmsa postal:

ky = (k1. k]), edeie
i =u(ta), g

by = Pleltadolte)ta] :

k, = (k3,k3), gduie i

1, {
k3 =v(ta) + EAH:I, .
a [2(¢a) + 4 ALk, u(tn) + S ALK}, tn + 4]
4 m
k= (k3,k3), gdsie
kS = v(ta) + ;Atk;.
_F[a(tn) + 3Atk3, u(tn) + S ALK, ta + 4t
i m
ko= (k3 k), gdrie '
kI = v(ta) + Atk], i
s F [2(tn) + Atk u(tn) + Ath3, tn + At] .
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