Jak lepiej oszacowaé logarytm naturalny?
Jézef BANAS

Bardzo wygodna sytuacja w wielu zastosowaniach jest mozliwodé rozwinigcia pewnej
funkcji w szereg potegowy, swany szeregiem Taylora tej funkcji. Zastanbwmy sie,
jak rozwinaé w taki szereg niezwykle waina funkcje, jaka jest logarytm naturalny,
tzn. funkcje f(z) = Inz. Wiedzac, e Inz jest calka funkcji 1/z, wystarczy w tym celu
rozwinaé najpierw w szereg potegowy te funkcje. Robimy to bardzo prosto. Mianowicie
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Jest to szereg geometryczny o ilorazie réwnym 1 — z, zatem szereg ten jest zbieiny
bezwszglednie dla |1 — z| < 1, tzn. w przedziale (0,2). Calkujac w tym przedsziale
powyiszy szereg otrzymujemy
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Aby wyliczyé stala calkowania C, najwygodniej bedzie podstawié z = 1. Wtedy
otrzymujemy C = 1. Zatem ostatecznie
_ (1-2)? (1-12)* (1-—2z)*
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Oczywidcie, wzér ten jest prawdziwy tylko dla z € (0, 2), co tei nie w pelni nas
zadowala. Tracimy wiec szanse na przyblizanie logarytmu wielomianem na pélosi
(0, 00] = R+.

Inz4+C=2z-

Sprébujmy teraz pdjéé inna droga. Z elementarnego kursu rachunku rézniczkowego
znana jest nastepujaca nieréwnodé

(1) lnz<z-1,

ktéra jest prawdziwa dla wezystkich dopuszczalnych z, a wiec dla z € R4. Wykres
prawej strony tej nieréwnodci to po prostu styczna y = z — 1 do wykresu funkcji
f(z) =1nz w punkcie (1,0) (por. rysunek).

Przypomnijmy, e nieréwnoéé (1) najproéciej udowodnié w nastepujacy sposéb.
Wefmy funkcje g(z) =2z —1—Inz, dla 2 € Ry. Oczywiécie, g(1) = 0. Dalej mamy:
g'(z) =1— 1 = 221, gkad wida¢, ie ¢'(z) > 04 z > 1 oraz ¢'(z) <14 z € (0,1).
Zatem funkcja g maleje na przedziale (0,1) i rodnie na przedsiale (1, 0), co oznacza,
ie w punkcie z = 1 osiaga ona minimum globalne réwne 0. Stad g(z) > 0dla z € R4,
a to oznacza, ie spelniona jest nieréwnoéé (1).

Jezeli cheielibydmy poshuzyé sie funkcja z — 1 jako prazyblizeniem funkeji In z, to

juz z rysunku widaé, Ze to przyblienie jest dobre tylko dla z ,bliskich” liczby 1,
bowiem dla z dagacych do nieskoficzonoéci lub do zera ,rozstep” miedzy z — 1 oraz
In z wzrasta nieograniczenie. Moina to sprawdzi¢ bezpoérednim rachunkiem. Istotnie,
poprzez proste zastosowanie reguly de ’Hospitala mamy, ze lim 22 = 0, wiec

lim (z—1-Inz)= lim z(1 - 1 -!22) = 4o0,

Powstaje wiec pytanie: Czy nie mozna funkeji In z przyblizaé lepiej w inny spogéb?

Okazuje sie, ze tak i w tym celu wystarczy poehiiy¢ sie¢ wladnie mala modyfikacja

nieréwnoéci (1). Weimy bowiem dowolnie ustalona liczbe naturalna n i w miejsce

z w nieréwnoéci (1) podstawmy z/™. Wtedy, wykorzystujac tylko twierdzenie

o logarytmowaniu potegi otrsymamy

(2) Inz<n(Yz-1)

dla kaidego z € Ry oraz dla kaidego n = 1,2,... Czy oszacowanie podyktowane

nieréwnoécia (2) jest istotnie lepsze? Aby odpowiedsieé na to pytanie, rozwaimy na

R4 ciag funkeyjny fa(z)=n (zl/" - 1). Potraktujmy z jako ustalone i obliczmy

granice ciagu licsbowego {fn(z)}. W tym celu zauwaimy, ie wystarczy umieé

obliczyé granice li:}_l a (z'/‘ - l). Zapisujac ja w postaci lia} i‘-’r{:—‘- (symbol
a=—+-oo a=—-T0o0 a

nieoznaczony %) widaé, Ze znowu pomoze nam twierdzenie de I’Hospitala. Mamy

) 1/a _y) 1/e(_1/a7) lnz
7< bowiem 1i1:+n %;l)-= lim 1—‘%,-);=lnz(tutajajest zmienna!). Stad

a—+oo .
wnioskujemy, ze lig_; a (:c'/“ - 1) = Inz, a wigc takie lim f,(z) =Inz dla kaidego
a=—+10oo ' n—oo

z > 0. Fakt ten wyraiamy méwiac, ie ciag funkcyjny {f.} jest zbieiny punktowo
do funkcji f(z) (czyli Inz) na zbiorze R .
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Nie jest to jednak w pelni zadowalajace, bowiem najlepiej byloby, gdyby ciag

{fa} byl zbiezny jednostajnie do f na R4. Tak jednakie nie jest, bo biorac ciag

zn = e" i wstawiajac do (2) zn W miejsce z widzimy, ze odstep fu(z) — f(2)
,ucieka” do nieskoficzonodci na tym ciagu, poniewai fn(Zn) — f(2n) = n(e —2),

a zatem lim (f,.(z,.) - f(:l:..)) = +00. Tym samym tracimy i tutaj nadzieje na to
na.jlepssenos:a.cowa.nie logarytmu. Niemniej jednak nie jest az tak #le, bo oznaczajac
gn(2) = fa(2z) — f(z) mamy

gn(z) = % (z"" -1),

skad widaé, e gh(z) > 0dla z>1 oraz g,(z) <0 dla z € (0,1). Zatem, biorac dowolnie
ustalony przedzial I = [a,b] C Ry widzimy, Ze funkcja g, osiaga maksimum w ktérym$
z koficéw tego przedzialu, tzn.

max gn(z) = max{gn(a), gn(b) } .
Poniewai jednak, jak pokazaliémy wczedniej, lim gn(a) = lim g.(b) = 0, wiec oznacza
to, #e na przedziale I ciag funkcyjny {gn} jest zbieiny jednostajnie do zera, a wiec
ciag funkcyjny {f.} jest na I zbieiny jednostajnie do funkcji f. Fakt ten wyrazamy
méwiac, fe ciag funkeyjny fa(z) = n(z"" — 1) jest zbieiny do funkeji f(z) =Inz
niemal jednostajnie na R4. Praktyczny ,wydiwiek” wypowiedzianego powyzej faktu
jest nastepujacy: funkcje Inz mozna dowolnie dobrze przyblizaé funkcjami n(z'/™ —1)
na kaidym przedziale domknigtym i ograniczonym, zawartym w R.

Jako éwiczenie pozostawiamy Czytelnikowi sprawdzenie faktu, ze dla dowolnego

z € R4 oraz dla dowolnego n naturalnego zachodsi fat1(2) < fa(z). Oznacza to,
ie ciag funkcyjny {fn} jest zbieiny do funkecji f w sposéb monotonicznie malejacy.
Pozwala to jednoczeénie wywnioskowaé zbieznoéé niemal jednostajna ciagu {fn}
do funkcji f poprzesz tiierdzenie Diniego.
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Cialo doskonale szare —

~ cialo, ktére rawsze pochlania

ten sam ulamek padajacego nanf
promieniowania, niezalefnie od dlugodci
jego fali.

i‘ Z.adania

M 598. Na okregu o dane sa dwa punkty A i B. Wskazaé zbiér érodkéw okrggéw
wpisanych w tréjkaty ABC, gdy C przebiega okrag o.
Rozwiazanie na str. 16

M 599. Na okregu o dane sa dwa punkty A i B. Wskazaé zbiér frodkéw cietkodci
tréjkatéw ABC, gdy C przebiega okrag o.
Rozwiazanie na atr. 5 :

™M 600. Na okregu o dane 23 dwa punkty A i B. Wskazac zbiér ortocentréw (punktéw
przecigcia wysokodci) tréjkatéw ABC, gdy C przebiega okrag o.
Rozwiazanie na str. 17

Zadania matematyczne zostaly saczerpnicte & programu zaj¢é 3z geometrii na Trzyletnim
Studium Zawodowym naunczycieli matematyki na Uniwersytecie Warszawskim.

Redaguje Jarostaw KULPA

F 308. Oszacuj, o ile érednio Ziemia ma wyisza temperature w styczniu, gdy znajduje
gsie w peryhelinum, niz w lipcu, gdy znajduje sie w aphelium. Zaléi, Ze Ziemia jest
cialem doskonale szarym. Mimoérdd orbity ziemskiej wynosi e = 0,0167.

Rozwiazanie na str. 4

F 307. Pewien kraj chcial skonstruowaé dzialo kosmiczne mogace wystrzeliwad pociski
2 pierwsza predkodcia kosmicana. Oblicz, po jakim czasie spadiby na Ziemie pocisk
wystrzelony # takiego dziala pionowo do géry. Zaniedbaj opdr powietrza.

Rozwiazanie na sir. 13

11



