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Bardzo wygodna. sytuacja. w wielu zastosowaniach jest mozliwosc rozwiniecia pewnej
funkcji w szereg potegowy, zwany szeregiem Taylora tej funkcji. Zastan6wmy sie,
jak rozwina,c w taki szereg niezwykle wazna. funkcje, jaka, jest logarytm naturalny,
tzn. funkcje fez) = In z. Wiedzac, ze In z jest calka, funkcji l/z, wystarczy w tym celu
rozwina,c najpierw w szereg potegowy te funkcje. Robimy to bardzo prosto. Mianowicie

.!. = (1 ) = 1 + (1 - z) + (1 - Z)2 + (1 - Z)3 + ...z 1- l-z

Jest to szereg geometryczny o ilorazie r6wnym 1 - z, zatem szereg ten jest zbiezny
bezwzglednie dla 11- zl< 1, tzn. w przedziale (0,2). Calkujac w tym przedziale
powyzszy szereg otrzymujemy

l e- (1-z)2 (1-z)3 (1-z)4
n z + - z - ~-2~- - ~-3~- - ~-4~-

Aby wyliczyc stala, calkowaniae, naj wygodniej bedzie podstawic z= 1. Wtedy
otrzymujemy e= 1. Zatem ostatecznie

In z = -(1 _ z) _" {l - Z)2 _ (1 - Z)3 _ (1 - Z)4 ...234

Oczywiscie, wzór ten jest prawdziwy tylko dla z E (0,2), co tez nie w pelni nas
zadowala. Tracimy wiec szanse na przyblizanie logarytmu wielomianem na p6losi
(0,00) = R+.

Spr6bujmy teraz pójsc inna. droga,. Z elementarnego kursu rachunku r6zniczkowego
znana jest nastepuja,ca nier6wnosc

(1) Inz:5z-l,

kt6ra jest prawdziwa dla wszystkich dopuszczalnych z, a wiec dla z ER+. Wykres
prawej strony tej nier6wnosci to po prostu styczna11 = z-l do wykresu funkcji
fez) = lnz w punkcie (1,0) (por. rysunek).

Przypomnijmy, ze nierównosc (l) naj prosciej udowodnic w nastepuja,cy sposób.
Wezmy funkcje gez)= z-l -In z, dla z ER+. Oczywiscie, g(l) = O. Dalej mamy:
g'CZ)= l - ~ = Z~l, ska.d'widac, ze g'CZ)> ° <=> z > l oraz g'CZ)< l <=> z E (O, l).
Zatem funkcja g maleje na przedziale (0,1) i rosnie na przedziale (1,00), co oznacza,
ze w punkcie z ~ 1 osia,ga ona minimum globalne r6wneO. Stad gez) ~° dla z ER+,
a to oznacza, ze spelniona jest nier6wnosc (l).

Jezeli chcielibysmy posluzyc sie funkcja, z-l jako przyblizeniem funkcji In z, to
juz z rysunku widac, ze to przyblizenie jest dobre tylko dla z "bliskich" liczby 1,
bowiem dla. z da.za,cych do nieskonczonosci lub do zera "rozstep" miedzy z-l oraz
In z wzrasta nieograniczenie. Mozna to sprawdzic bezposrednim rachunkiem. IstotI\ie,
poprzez proste zastosowanie reguly de l'Hospitala mamy, ze limI:z = 0, wiecz-oo
lim (z - 1 - In z) = lim z (1 - ~ - I:z) = +00.s-OC) z-co

Powstaje wiec pytanie: Czy nie mozna funkcji In z przyblizac lepiej w inny spos6b?
Okazuje sie, ze tak i w tym celu wystarczy posluzyc sie wlasnie mala, modyfikacja,
nier6wnosci (1). Wezmy bowiem dowolnie ustalona, liczbe naturalna,n i w miejsce
z w nier6wnosci (l) podstawmy zl/n. Wtedy, wyko"rzystuja,c tylko twierdzenie
o logarytmowaniu potegi otrzymamy "

(2) Inz:5n(y'Z-l)
dla kazdego z ER+ oraz dla kazdegon = 1,2, ... Czy oszacowanie podyktowane
nier6wnoscia, (2) jest istotnie lepsze? Aby odpowiedziec na to pytanie, rozwazmy na
R+ cia,g funkcyjny fn(z) = n (z1/n - 1). Potraktujmy z jako ustalone i obliczmy
granice cia,gu liczbowego {Jn(Z)}. W tym celu zauwazmy, ze wystarczy umiec

obliczyc granice lim" a (Zl/" - 1). Zapisuja,c ja, w postaci lim ~ (symbol
4-+00 4-+00 4

nieoznaczony ~) widac, ze znowu pomoze nam twierdzenie de I'Hospitala. Mamy
(z1/"_1)' z1/"(-l/"~)Inz

bowiem lim (1.)' = lim -l/,,~ = In z (tutaj a jest zmienna,!). Sta,d4-+00 a. 4-+00

wnioskujemy, ze lim a (Zl/" -1) = lnz, a wiec takze lim fn(z) = lnz dla ka~dego0.-+00. n-oo
Z > O. Fakt ten wyrazamy m6wiac, ze cia,g funkcyjny{Jn} jest zbiezny punktowo
do funkcji fez) (czyli lnz) na zbiorzeR+.
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Nie jest to jednak w pelni zadowalajace, bowiem najlepiej byloby, gdyby ciag
{In} byl zbiezny jednostajnie do1 na R+. Tak jednakze nie jest, bo biorac ciag
Zn = en i wstawiajac do (2) Zn w miejsce z widzimy, ze odstepIn(z) - I(z)

"ucieka" do nieskonczonosci na tym ciagu, poniewazIn(zn) - I(zn) = n(e - 2),
a zatem lim (Jn(Zn) - I(zn)) = +00. Tym samym tracimy i tutaj nadzieje na. ton-oo .
najlepsze oszacowanie logarytmu. Niemniej jednak nie jest az tak zle, bo oznaczajac
gn(Z) = In(z) - I(z) mamy

g~(z) = ! (z l/n -1) ,z

skad widac, zeg~(z) > O dla z > l oraz g~(z) < O dla z E (O, l). Zatem, biorac dowolnie
ustalony przedzialI = [a, b] C R+ widzimy, ze funkcja gn osiaga maksimum w któryms
z konców tego przedzialu, tzn.

maxgn(z) = max{gn(a),gn(b)}.
"El

Poniewaz jednak, jak pokazalismy wczesniej, limgn(a) = lim gn(b) = 0, wiec oznaczan-OC) n-oc

to, ze na przedzialeI ciag funkcyjny {gn} jest zbiezny jednostajnie do zera, a wiec
ciag funkcyjny {In} jest na I zbiezny jednostajnie do funkcjiI. Fakt ten wyrazamy
mówiac, ze ciag funkcyjny In(z)= n (zl/n -1) jest zbiezny do funkcji/(z) = In z
niemal jednostajnie na R+. Praktyczny "wydzwiek" wypowiedzianego powyzej faktu
jest nastepujacy: funkcje lnz mozna dowolnie dobrze przyblizac funkcjami n(zl/n -1)
na kazdym przedziale domknietym i ograniczonym, zawartym w R+.

Jako cwiczenie pozostawiamy Czytelnikowi sprawdzenie faktu, ze dla dowolnego
z E R+ oraz dla dowolnegon naturalnego zachodzi In+l(Z) ~In(z). Oznacza to,
ze ciag funkcyjny {In} jest zbiezny do funkcji1 w sposób monotonicznie malejacy.
Pozwala to jednoczesnie wywnioskowac zbiE;znoscniemal jednostajna ciagu{In}
do funkcji 1poprzez twierdzenie Diniego.

Zadania

Cialo doskonale szare -
- cialo, kt6re zawsze pochlania
ten "am ulamek padajllocego nan
promieniowania, niezaleznie od dlugogci
jego fali.

M 598. Na okreguo dane sa dwa punktyA i B. Wskazac zbiór srodków okregów
wpisanych w trójkaty ABC, gdy C przebiega okrago.
Rozwiazanie na str. 16

M 599. Na okreguo dane sa dwa punktyA i B. Wskazac zbiór srodków ciezkosci
trójkatów ABC, gdy C przebiega okrago.
Rozwiazanie na str. 5

M 600. Na okreguo dane sa dwa punktyA i B. Wskazac zbiór ortocentrów (punktów
przeciecia wysokosci) trójkatówABC, gdy C przebiega. okrago.
Rozwiazanie na str. 17

Zadania matematyczne zostaly y,aczerpniete z pr~gramu zajec z geometrii na Trzyletnim
Studium Zawodowym nauczycieli matematyki na Uniwersytecie Warszawskim.

Redaguje Jaroslaw KULPA

F 306. Oszacuj, o ile srednio Ziemia ma wyzsza temperature w styczniu, gdy znajduje
sie w peryhelium, niz w lipcu, gdy znajduje sie w aphelium. Zalóz, ze Ziemia jest
cialem doskonale szarym. Mimosród orbity ziemskiej wynosie = 0,0167.
Rozwiazanie na str. 4

F 307. Pewien kraj chcial skonstruowac dzialo kosmiczne mogace wystrzeliwac pociski
z pierwsza predkoscia kosmiczna. Oblicz, po jakim czasie spadlby na Ziemie pocisk
.wystrzelony z takiego dziala pionowo do góry. Zaniedbaj opór powietrza.
Rozwiazanie na str. 13
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