
Gwiazdy w pierscieniach Danuta DOBRZYCKA
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o planetach z pierscieniami slyszelismy - w Ukladzie
Slonecznym jest ich az cztery, a Saturna
z pierscieniami zapewne kazdy widzial. Okazuje sie
jednak, ze pierscienie (czy dyski) wokól gwiazd sa tez
obiektami bardzo czesto spotykanymi (pisalismy o tym
w Delcie 8/1987). W bardzo nielicznych przypadkach
te dyski, a wlasciwie bardzo rozlegle plaskie obloki
pylowe, sa widoczne w podczerwieni, w ogromnej
jednak wiekszosci sa to male dyski o rozmiarach
niewiele wiekszych niz sama gwiazda centralna, a o ich
istnieniu dowiadujemy sie na podstawie obserwacji
spektroskopowych -i o tym troche opowiemy.

Cala klasyfikacja widmowa gwiazd opiera sie na
wygladzie ich widm absorpcyjnych. Doskonale
tlumaczy je klasyczna teoria atmosfer gwiazdowych,
wedlug kt6rej - w ogromnym skr6cie - ze swiatla
fotosfery (o widmie ciaglym) przy przechodzeniu przez
atmosfere wylapywane sa fotony o pewnych wybranych
czestosciach, w wyniku czego w widmie objawia
sie ich brak, czyli linie absorpcyjne. Tymczasem
w widmach wielu gwiazd obserwuje sie tez linie
emisyjne. Pierwsze takie gwiazdy (typu B) zostaly
odkryte w 1886 r. przez A. Secchiego. W roku
odkrycia znano ich zaledwie piec, a w 1970 r. ukazaL
sie katalog Wackerlinga zawierajacy ich juz prawie
3000. Lista ta jest ciagle uzupelniana. Oblekty takie
oznacza sie symbolem Be, gdy stwierdzi sie obecnosc
linii emisyjnych wodoru, czesto w towarzystwie
linii emisyjnych jednokrotnie zjonizowanych metali,
glównie zelaza. Pewna liczba jasniejszych gwiazd
Be ma dodatkowo w swoim widmie wz bronione

linie emisyjne. Nazywa sie je dlatego niezwyklymi,
osobliwymi i oznacza jako Bep (literka "p" pochodzi
od angielskiego slowapeculiar, tzn. dziwny, osobliwy,
szczeg6Iny). Jest ich jednak niewiele, natomiast
szacuje sie, ze w og6le gwiazdy Be stanowia 20%
wszystkich gwiazd typu B, przy czym najwiecej
ich wystepuje w typach B2 - B3. Obecnosc linii
emisyjnych coraz czesciej zauwaza sie u gwiazd
kazdego wlasciwie typu widmowego. Co wiecej,
obserwuje sie r6wniez podw6jne linie emisyjne.
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Harmonia byla uznana
przez pitagorejczyków
za najwazniejsza
i naj ciekawsza wlasnosc
swiata.

Przez harmonie rozumieli oni cos, co powoduje, ze
naj rózniejsze zjawiska tak materialne, jak intelektualne
lub duchowe skladaja sie na stabilna calosc zwana
Wszechswiatem. Pitagorejczycy wierzyli, ze to, co dzis
nazywamy matematyka, najlepiej moze wyrazic harmonie
swiata.

Dzis harmonia kojarzy sie nam ze wspólbrzmieniem,
z estetyka, z pieknem. Nie jest to w zadnej sprzecznosci
z pogladami pitagorejczyków. Jednym ze sposobów
obejrzenia, jak dalece piekno bliskie jest matematyce,
jest graficzne przedstawienie rozwiazan matematycznych
równan i nierównosci.

Na nastepnych stronach przedstawiamy wykonane
przez Klub Komputerowy Zespolu Szkól Elektrycznych
w Zamosciu pod kierunkiem nauczyciela, Eugeniusza
Jakubasa wykresy rozwiazan czterech dosc
skomplikowanych nierównosci trygonometrycznych.
Oczywiscie, wykonac taki wykres moze jedynie komputer.
Dla tych, którzy maja dostep do komputera, podajemy
tez program w PASCALu, który byl uzyty do uzyskania
wykresów. Fragmenty, które moga róznie wyglada.c dla
róznych komputerów, wydrukowalismy kursywa. Dla
jezyka Turbo Pascal na komputerach IBM PC nalezy je
zastapic nastepujacymi instrukcjami:
Uzyj: usel CRT. GRAPH;var x. y.IX. IY: real; var
Driver. Mode: integer;
Zacznij: Dri ver := Detect; Ini tGraph(Dri ver. Mode.
,,); SetBkColor(O); SetColor(7); ClearDevice;
RV8ujPunkt: PutPixel Jak: 7
Poczekaj: repeat until KeyPressed; CloleGraph;
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Teorie tlumaczaca obecnosc charakterystycznych podwójnych linii emisyjnych
w widmach gwiazd Be zaproponowal w 1931 r. Otto Struve. Jak latwo domyslec
sie na podstawie tytulu artykulu, teoria ta przyjmuje wlasnie istnienie gazowego
dysku obracajacego sie wokól centralnej gwiazdy. Wedlug modelu Struvego
gwiazda bylaby zanurzona w otoczce rozciagnietej w jej plaszczyznie równikowej.
Taki dysk jest jonizowany przez promieniowanie nadfioletowe centralnej gwiazdy
(temperatura powierzchniowa gwiazd typu B jest rzedu 20000 K, a zatem
maksimum energii przypada na fale 0,15JJ.m, czyli bliski nadfiolet) i w procesie
rekombinacji wyswieca nastepnie kwanty odpowiadajace liniom emisyjnym. Taka
interpretacja wymaga dysków o promieniach 5 - 15 promieni gwiazdy centralnej
i gestosci1010 - 1012atomów /cm3 •

Skoro zapostulowano istnienie dysku wokól gwiazdy, to rozdwojenie linii jest
zrozumiale: przy odpowiednim ustawieniu wzgledem kierunku widzenia jedna
czesc rotujacego dysku oddala sie od obserwatora, a druga zbliza - wtedy
efekt Dopplera powoduje owo rozdwojenie. Przyjety tu model umozliwia
jednak ponadto odtworzenie calego profilu rozdwojonej linii (profil to przebieg
zaleznosci natezenia promieniowania od czestosci w obrebie linii). Wyobrazmy
sobie wiec, ze obserwator jest w plaszczyznie dysku i ze ruch czastek dysku
odbywa sie wedlug praw KepIera. Predkosc na orbicie kolowej o promieniu r
wynosi wtedy v = VGM/r, gdzie G oznacza stala grawitacji, aM mase
gwiazdy. Jezeli kat pozycyjny, liczony w plaszczyznie dysku, oznaczyc przez4>,

to predkosc radialna czastki w tym miejscu wyniesieVr = v sin 4> (rys. 2).
Natezenie swiatla zalezy - jak powiedzielismy - od jego czestosci, a wiec
posrednio od predkosci radialnej, czyliF( vr). Wytnijmy z calego dysku
cienki pierscien, którego jednostka dlugosci swieci z mocaFo. Maly element
dlugosci tego pierscienia bedzie tym jaskrawszy, im wiecej jego atomów ustawi
sie wzdluz linii widzenia (przyjmujemy tu nastepne zalozenie, ze dysk jest
przezroczysty), jego wklad do natezenia swiatla bedzie zatem· proporcjonalny do
FolsinCPI= Folvrl/v..., FolvrlJr. Nalezy tu, oczywiscie, pamietac, ze zaleznosc
ta jest spelniona tylko dla IVrI ~ v, zas dla IVr I > v pierscien juz nie istnieje
i wklad do jasnosci linii jest zerowy (zerowanie sie natezenia przy'Vr = O wynika
tylko z niedoskonalosci modelu) .. Dla ustalonego r pierscien daje wiec profil
linii skladajacy sie z dwóch symetrycznych zebów. Profil ostateczny bedzie
suma (w sensie sumowania natezen) takich symetrycznych zebów dawanych
przez poszczególne pierscienie, przy czym wklad pierscienia mniejszego bedzie
mniejszy (bo mniej w nim jest swiecacych atomów), za to obejmujacy wiekszy
zakres predkosci radialnych (bo mniejszy pierscien obraca sie szybciej) - patrz
rysunek 3. Zauwazmy, ze doszlo tu jeszcze jedno zalozenie, iz caly dysk wszedzie
swieci z ta sama moca. Widzimy teraz, jak bardzo uproszczony jest ten nasz
model, a mimo to - jak sie okazuje - niezle zgadza sie z rzeczywistoscia.
Przyroda jest jednak bardziej skomplikowana i z pewnoscia nie trzyma sie scisle
poczynionych tu zalozen, za to ten sam model moze pasowac do przezroczystych
dysków bez wzgledu na to, czy sa to, jak w tym artykule, fragmenty otoczek
gwiazd Be, czy dysków akrecyjnych wokól czarnych dziur.

program motyl;
Uzyj

begin
Zacznij
IX := 80; IY := ~7; x := -1~7/lx;
while x < 1~6/lx do

begin x := x+1/lx; y : = -96/IY;
while y < 96/IY do

hegin y := y+1/IY;
il Iin(y/(x*lin(y»+x/(y*col(x») < O

then RY8UjPunkt(round(x*lx)+1~8.
round(Y*ly)+96.
Jak) ;

end;
end;

Poczelcai
end.
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Patrz w niebo

Notatki o spadku meteorytów spotykamy juz w starozytnych kronikach chinskich.
Zjawiska te byly (i sa) nie tak bardzo rzadkie, zdawaloby sie wiec, ze ludzkosc powinna
byc z nimi oswojona. Tymczasem do konca XVIII w. swiat naukowy traktowal
doniesienia o "spadku kamieni z nieba" mniej wiecej tak, jak my dzis traktujemy
doniesienia o Marsjanach. Szacowna skadinad paryska Akademia Nauk oglosila wrecz,
ze nie zamierza sie zajmowac w ogóle tymi sprawamj. Trzeba trafu, ze wlasnie we
Francji pod Aigle spadl 26 IV 1803 r. deszcz kamienny, przy czym niektóre bryly mialy
mase kilku kilogramów, a calemu zdarzeniu towarzyszyly potezne efekty dzwiekowe.
Fakt ten zmusil caly swiat do uznania spadania kamieni z nieba za zjawisko przyrody.

Rocznie spada na Ziemie okolo 100 kg materii meteorytowej. Najefektowniejszy
spadek meteorytów w Polsce nastapil 30 I 1868 r. pod Pultuskiem. Drugi obfity
deszcz meteorytów spadl pod Lowiczem 12 III 1935 r. W muzeach swiata mozna
zobaczyc meteoryty wielotonowe, a najwiekszy ze znalezionych ma mase okolo 60 t
i lezy w miejscu znalezienia pod Hoba w Poludniowej Afryce. Sama Ziemia nosi slady
upadku meteorytów jeszcze wiekszych. Najlepiej zachowany (widocznie najmlodszy)
jest krater pod Winslow w Arizonie (USA) o srednicy 1200 m. Najwiekszy ze znanych
lezy na Labradorze w Kanadzie i ma srednice 3200 m. Kilka malych kraterów
meteorytowych mozna obejrzec w Morasku pod Poznaniem.

Meteoryty odróznia sie od ziemskich skal w wyniku dosc subtelnych badan
mineralogicznych. Za pozaziemskim pochodzeniem swiadczy sklad chemiczny oraz
struktura krystaliczna ujawniajaca sie na szlifowanych plaszczyznach trawionych
nastepnie kwasami (tzw. figury Widmannstattena). W ten sposób zostala wyrózniona
m.in. mala grupa meteorytów nazwana SNC od nazw trzech miejsc spadku:
Shergotty (Indie), Nakhla (Egipt) i Chassigny (Francja). Meteoryty te zadziwiajaco
przypominaja fragmenty gruntu Marsa i ich cechy mineralogiczne dowodza,
ze wystawione byly na dzialanie promieniowania kosmicznego pr~ez czas stosunkowo
krótki, liczony milionami lat, a sama krystalizacja ich materii nastapila w znacznym
polu grawitacyjnym. Pozostawaloby jeszcze znalezc wytlumaczenie, w jaki sposób
znalazly sie one na Ziemi.

Sprawe te rozwazano w California Institute of Technology. Symulacje komputerowe
pokazaly, ze upadek masywnego ciala na powierzchnie Marsa moze spowodowac
wystrzelenie fragmentów gruntu z predkosciami wiekszymi od predkosci ucieczki
(wynosi ona nieco ponad 5 km/s). Aby wystrzelone odlamki zachowaly swoja
tozsamosc, tzn. nie ulegly przy tym stopieniu lub odparowaniu, upadek masywnego
meteorytu na Ma'rsa musi nastapic ukosnie. Czesc materii, oczywiscie, ulega przy tym
odparowaniu, a strumien gazów osiagajacy predkosc 20 km/s moze byc dostatecznie
gesty, by wystrzelic z Marsa nawet metrowe bryly na orbite okolosloneczna. Pózniej
bryly te moga napotkac na swej drodze np. Ziemie. Jest zatem bardzo prawdopodobne,
ze mamy na Ziemi meteoryty osobliwe z dwóch powodów: sa one meteorytami "drugiej
generacji" oraz wiadomo, skad pochodza.

Tomasz KWAST

program motyl;
UZIJi

begln
Zacznij
ax := 46; ay := 26; x :='-127/ax;
Tfhile x < 126/ax do

begin x : = x+1/ax; y : = -96/ey;
Tfhile y < 96/ay do

begin y := y+1/ay;
if ain«y-x)/«y-x)*coa(y-x*x»

-(y*y-x)/(x*ain(1/(x*x-y»»<O
thenRY8UjPunkt(round(x*ax)+128,

round (y*ay) +96, JaJe);

end;
end;

POC2le1caj

end.
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W niniejszym artykule proponuje sie inne niz tradycyjne wprowadzenie symbolu
Newtona, a mianowicie oparte na pojeciu wielomianu czynnikowego. Pozwala to
na pewne uogólnienie bez zwiekszania trudnosci oraz latwiejszy i bardziej zwiezly
sposób notacji, zwlaszcza przy rozwiazywaniu zadan kombinatorycznych w rachunku
prawdopodobienstwa. Stanowi równiez okazje do poszerzenia wiadomosci z dziedziny
wielomianów.

Definicja 1. Wielomian czynnikowi (zwany takze niekiedy faktorialnYl1l
lub silnioWYl1l, a takze uog6lnion~ poteg~) stopniar wzgledem x z krokiem h
okreslamy rekurencyjnie

(1) x[O,k] = 1, x[r,k] = Xlr-1,k](x - (r - l)h), r = 1,2,3, ... ,
przy czym h jest dowolna. liczba rzeczywista.

Z okreslenia wynika, ze

x[r,k) = x(x - h)(z - 2h) ... (x - (r - l)h), r = 1,2,3, ...
W przypadku h ~ 1 bedziemy pisac

Newtonasymbol
•lczynnikowe

Tadeusz

SRÓDKA

Wielomiany
Tadeusz

GERSTENKORN,

x[r,-l] = x[-rl

x[r,O] = xr ,

tj. potega x jest szczególnym przypadkiem wprowadzonego wielomianu.
Jesli h = -1, stosujemy zapis

r = 1,2,3, ... ,

x[O] = 1.

(3)

Dla dowolnej liczby rzeczywistej p

(P) = pll:] =p(p-l)(p-2) ... (p-k+1)k k! k! '

jesli k jest liczba naturalna; poza tym, wyjawszyk = 0,

(n =0.

i mówimy o wielomianie czynnikowym wstepujacym.W tym przypadku mamy wiec

x[-r] = x(x + l)(x + 2) ... (x + r - 1) , r = 1,2,3, ...

Przyklad i. Obliczyc: a) X[S,2], b) x[-sl.
Rozwiazanie.
a) xI3,2] = x(x - 2)(x - 4),
b) xl-3] = x(x + l)(x + 2).

Przyjmujemy nastepujaca definicje symbolu(n (czytaj: p nad k) zwanego symbolem
Newtona.
Definicja 2.

(2)

Jezeli h = 0, to, oczywiscie,

x[r,l] = x[r]

i mówic o wielomianie czynnikowym zstepujacym, tj.

xlr] = x(x - l)(z - 2) ... (x - r + 1),

przy czym uwzgledniajac(1) mamy

Roawi"aanie aadania F 806.
Niech R oznacza diugoof~ wielkiej
p6lo8i orbity ziem8kiej, R(l - e)

je8t odlegloofcia Ziemia - Slonce
w peryhelium, aR(l + e) w aphelium.
Niech T~ + 6.T, T~ oznaczaja
odpowiednio ofrednie temperatury
Ziemi w peryhelium i aphelium.
Dla ciala d08konale 8zarego
moc wypromieniowywana jest
proporcjonalna do czwartej potegi
temperatury. Moc d08tarczona przez
Slonce je8t odwrotnie proporcjonalna
do kwadratu odlegloofci Ziemia -
Slonce. KorzY8tajac z bilan8u energii
d08tarczonej i wypromieniowanej
marny:

T' ~ ~r'

(T~ + 6.T)' _ R'(l + e)'
T: - R'(l - e)2

=> 6.T =V1+e_1.T~ 1 - e

Szacujac T~ "" 273 K d08tajemy 6.T ""
"" 50 C.

program motyl;
Uzyj

begin
Zacznij
ex := 18; ey := 27; x := -127/ex;
while x < 126/ex do

begin x :'= x+l/ex; y := -06/ey;
while y < 06/ey do

b.gin y := y+l/ey;
if ein(y/(x*ein(y»-eqrt(abe(y*y-x*x»)

-x/(y*coe(l/(x+y/x»»<O
thenRy.ujPunkt(round(x*ex)+128.

round (Y*8Y)+06. JaJe);
end;

end;
Poczekaj

end.
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Z definicji silni dla k = O (O! = 1) oraz z (2) mamy

(:) = 1 , jesli k = O •

Z definicji 2 wynika, ze gdy p ik sa liczbami naturalnymi (p= n), to

(n) n!(4) k = k!(n-k)! dla O ~ k ~ n
oraz

(~) =0
dla k > n.

Przyklad 2. Obliczyc wartosc wyrazen: a) (-;7), b) (3~2).

Rozwiazanie. Korzystajac ze wzoru (3) mamy

z (4) po prostych przeksztalceniach otrzymuje sie czesto stosowane w'zory:

(~)=(n~k)' O~k~n,

(~)+(k~l)=(n;I), l~k~n.

a)

b)

(-7) _ (-7)(-8)(-9) _3 - n' - -84,

(3/2) !. 1. (-.!).(_!!.) 3
_222 2 __

4 - 4! - 128 .

Ro.wi'l.anle .adanla M 599. Jest
to okrag bedacy obrazem okregu o w
jednokladno§ci o skalit wzgledem
§rodka S odcinka AB (bez przeciec
tego okregu zAB).

Wystarczy zauwaiyc. ze dla kazdego
polozenia punktu C §rodek ciezko§ci
tr6jkata ABC lezy w t odleglo§ci SC
od punktu S (§rodek ciezko§ci to punkt
przeciecia §rodkowych. a te dziela sie
w stosunku 2 :l).

Przyklad 3. Wykazac, ze dla p> O i k naturalnego zachodzi równosc

(7) =(_I)I:(P+~-I).

Rozwiazanie. Ze wzoru (3) mamy

(-P) = (_p)ll:! = (-p)(-p-l) ... (-p-k+l)k k! k!

_ (-I)I:(p+k-l)(p+k-2) ... p_
- k! -

= _(-_1_)I:_(p_+_k_-_l_)1_1:!= (_1)1: (P + ~-1).

Przy okazji stwierdzamy, ze zachodzi równosc

(_p)11:1= (_I)l:pl-I:!,

wyrazajaca zaleznosc miedzy wielomianami czynnikowymi zstepujacymi
i wstepujacymi.

Na powiazanie wielomianów czynnikowych zstepujacych z rach'mkiem róznicowym,'na
ciekawe wlasnosci wynikajace z ustalenia relacji miedzy nimi a wielomianami zwyklymi
(liczby Stirlinga. pierwszego rodzaju) wskazal R. Rabczuk(Matematyka, 5-6 (103),
1968, str. 196-199).

program motyl;
Uzvj

begin
Zacznij

ax := 16; ay := 10; x := -127/ax;
while x < 128/.x do

begin x := x+l/ax; y := -96/ay;
while y < 96/ay do

begin y := y+l/ay;
if Bin «x*xo.x-y*y*y) /(x*y» <O

thenRYMUPunkt(tound(~*ax)+128.
round(y*ay)+96.
JaJe);

end;

end;
Poczekaj

end.
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