
Metoda portretów fazowych
/

Krzysztof MASLANKA
Teoria równan rózniczkowych dawno juz awansowala
do rangi samodzielnej i solidnej dyscypliny
matematycznej, a zajmuja.cy sie nia z pewnoscia
nigdy nie narazi sie na zarzut, ze jego przedmiot
jest niemodny. Z praktycznego punktu widzenia
wazna jest tu nietrywialna odpowiedniosc, jaka
niewatpliwie zachodzi miedzy (niektórymi)
równaniami rózniczkowymi a prawami fizyki lub,
bardziej wzniosle, prawami natury. Jest w tym jakies
odbicie pelnej glebokiej tresci uwagi amerykanskiego
fizyka wegierskiego pochodzenia, Eugene'a Wignera,
który mówil o niepojetej skutecznosci matematyki
w opisie rzeczywistosci.

Wspomniana odpowiedniosc:równanie rózn~'czkowe -

prawo fizyki nie jest bynajmniej jakims eleganckim,
wzajemnie jednoznacznym przyporzadkowaniem.
Nie kazde równanie musi koniecznie opisywac jakas
rzeczywistosc. Z kolei pewne równania zawsze mialy
wielkie powodzenie: po prostej zmianie nazw swych
wspólczynników moga przydac sie do opisu zupelnie
nowych zjawisk.

Z czysto praktycznego punktu widzenia, na kims,
kto otrzymal jakies równanie rózniczkowe wraz
z bezdusznym rozkazem "do ro2!wiazania", robi'
ono zwykle wrazenie mniej lub bardziej perfidnie
zaprojektowanej szkatulki bez klucza, w której wnetrzu
ukryto cala rodzine rozwiazan.

Wyobrazmy sobie zatem dosc typowy scenariusz.
Oto wyrachowany Praktyk (Fizyk lub Intynier),
otrzymawszy w wyniku swych badan pewne równanie
rózniczkowe próbuje jakos wydlubac chocby jedno
rozwiazanie scislei na tej podstawie powiedziec cos
o upragnionej interpretacji fizycznej. Na poczatek
siega do jakiejs autorytatywnej monografii,
np. Teorii równan rózm'czkowych Arnolda, przez co
wyraznie poglebia swe rozeznanie w temacie, ale nie
posuwa naprzód sprawy rozwiazania. Bleganckie
i wyrafinowane paragrafyAnalizy Maurina poglebiaja
tylko stan przygnebienia.

Mruczac pod nosem jakies niewybredne uwagi na
temat poziomu wyksztalcenia, jakie mu zaaplikowano
w przeszlosci, nasz Praktyk postanawia zwrócic sie do
znajomych Matematyków: sa w koncu specjalistami,
niech rusz.a glowa.. Pierwszy lepszy ze spotkanych
uprzejmie wymawia sie(ja jestem Probabilista), drugi
obiecuje popytac znajomych, którzy udowodnia., ze
rozwiazania istnieja, kolejny wreszcie roztacza wizje
starej i eleganckiej teorii grup Liego, pozwalajacej,
w oparciu o pojecie symetrii, skutecznie i radykalnie
upraszczac równania, redukujac ich stopien oraz liczbe,
a nawet ... rozwiazac scisle. Nasz Praktyk, nie wierzac
wlasnym uszom, drzacym glosem zapytuje o szczególy
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tak niezwyklej metody, wychwalajac w duchu geniusz
wielkiego Liego. Okazuje sie, ze równanie musi
byc symetryczne, czyli "niezmiennicze wzgledem
jakiejs grupy ciaglej". Jednak usilne przygladanie
sie badanemu r.ównaniu dowodzi, ze nie raczy ono
wykazywac sladów jakiejkolwiek symetrii.

Doznawszy takiego zawodu Praktyk niekiedy
wstydliwie grzebie jeszcze po zbiorze Kamkego,
gdzie zgromadzono, na wszelki wypadek, kilkaset
szczególnych równan i ich rozwiazan. Niestety!
Tego jednego akurat nie ma. Wtedy, w sama pore,
przychodzi zyczliwa wiadomosc od znajomego
Informatyka: komputery, za pomoca specjalnych
jezyków symbolicznych, rozwiazuja ogólnie równania
rózniczkowe! 'Ozywiony na nowo nadzieja Praktyk
zabiera sie do nauki odpowiedniego muMATHa czy
innego REDUCE'a. Na to wszystko (oraz mnóstwo
innych madrosci co do systemu komputera) schodzi
mu pól miesiaca i po tym czasie juz wie, ze komputer
znajdzie mu rozwiazanie równania dla oscylatora
harmonicznego, ale po zadaniu jego wlasnego
przypadku kaze czekac: godzine,' dobe, tydzien ... ;
slowem udaje, ze "sie zawiesil". Co w tym czasie
robi - tego nie wie nikt. Gdy wiec i to nie pomaga,
pelen zrezygnowania i desperacji Praktyk zasiada sam
do pisania programu komputerowego, który, by sobie
poprawic humor, nazywa "kodem numerycznym". Ten
ostatni, oczywiscie, najpierw "nie chodzi" , potem daje
jakies, nie budzace zaufania, tabelki liczb, bardzo
ladnie skaczace po ekranie komputera, z których
jednak niewiele wynika. Nieslawny final calego
zmagania (przeprowadzany juz w scislej tajemnicy)
polega na skorzystaniu z gotowego podprogramu
napisanego przez fachowców. Na pocieszenie mozna
tym razem stosowne liczby wykreslic w efektownej
ramce, która pieknie wyrysuje najnbwszy program
graficzny niedawno potajemnie ·skopiowany na
Zachodzie i zainstalowany przez zadowolonego z siebie
Informatyka.

Czy w tej sytuacji nie mozna bylo od razu tak
postapic? Oczywiscie, ze tak i wielu czyni, to bez
szczególnego zazenowania. U pozostalej, niezbyt
licznej, czesci pozostaje jednak odrobina zalu.
Znalezienie scislego r()zwiazania jakichs szczególnie
slawnych, zwykle wygladajacych dosyc niewinnie,
a w istocie beznadziejnie skomplikowanych i zlos1iwych
równan, to sprawa warta wysilku. Mozna wtedy
zasiasc do pisania krótkiego preprintu pt.Nowe scisle
rozwiazanie ... , majac przy tym, gleboko skrywana,
nadzieje, ze ta szczególna kombinacja jakichs sinusów
czy logarytmów - ozdobiona szlachetnym nazwiskiem
szczesliwego szperacza - trafi do monumentalnego
Katalogu scislych rozwiazan.



Niekiedy jednak jest jeszcze i jedno, nawet jesli nie
eleganckie, to z pewno~cia nadzwyczaj honorowe,
wyjscie z tej przykrej sytuacji. Od kilkunastu dobrych
juz lat stosuja je m.in. kosmologowie. Kosmolog
to dosc pokraczne stworzenie bedace (sa chlubne
wyjatki, ale autor nie nalezy do nich) skrzyzowaniem
niedouczonego fizyka, matematyka-amatora,
a na dodatek jeszcze i takiego astronoma, który
niespecjalnie wie, z której strony patrzec do lunety.

Kosmologowie na co dzien s-tykaja sie
z najpotworniejszym przypadkiem ukladu nieJiniowych
równan rózniczkowych, jaki zna fizyka, równan
Einsteina (kilkanascie tysiecy róznych czlonów
w ogólnym przypadku) i nic dziwnego, ze szczególnie
upodobali sobie pewna dosc dowcipna metode. Jak
ja najkrócej okreslic? Powrócmy do porównania
równania rózniczkowego do szkatulki bez klucza.
O normalnym otwarciu nie ma mowy (oznaczaloby
to znalezienie kompletu wszystkich rozwiazan), a na
wyciaganie pojedynczych, przypadkowych rozwiazan
rozmaitymi dorywczymi sztuczkami mozna stracic
wiekszosc zycia; dlaczego wiec nie zajrzec przez
dziurke od klucza iobejrzec - niejako nie dotykajac
- wszystkie rozwiazania?

Po tym przegadanym wstepie pora na przyklad,
który powinien dopelnic reklamy metody. Rozwazmy
równanie (jedno z równan pola Einsteina):

gdzie A, B, C sa stalymi, aH jest szukana funkcja
czasut, która opisuje szybkosc rozszerzania sie
Wszechswiata; pustego, ale zdominowanego przez
wszechobecny szum kwantowy, pochodzacy od róznych

pól fizycznych. (Konkretne wartosci wspólczynników
A, B, C zaleza od ilosci i rodzajów tych pól, samoC
zalezy ponadto od dosc tajemniczej wielkosci, stalej
kosmologicznej, która reprezentqje energie prózni.)
Kazda funkcjaH(t), spelniajaca powyzsze równanie,
to jakis (kwantowy) model Wszechswiata.

Nie ma tu, niestety, miejsca, by w sposób
odpowiedzialny i uczciwy przedstawic wszystkie
argumenty fizyczne prowadzace do konstrukcji
tego równania; zajmuja one caly dlugi 'rozdzial
w monografii P. C. W. DaviesaPola kwantowe

w czasoprzestrzeniach zakrzywionychi, prawde
mówiac, nie wszystkie one sa równie przekonujace
i jas!le. Wazne jest tu nie samo równanie, ale przykry
fakt, ze nie jest ono szczególnie estetyczne, czyli,
z punktu widzenia teorii grup -:-symetryczne. I nic
w tym dziwnego: szczególna symetria równania
oznacza zawsze znaczna nadmiarowosc, a stad -
mozliwosc uproszczen.

Dokonujac podstawienia

dH -l
~= H, Y = dt ' dr = x dt,

dostajemy uklad równan
dx
dr = xy,

dy 1

dr = Ax4 - Bx2 + 2(y2 - <;>x2y) + C,

w ktÓrym x oraz y sa funkcjami r, (nowe.go)
parametru typu czasu. Obecnie, w naturalny sposób,
za model kosmologiczny uwazamy pare funkcji
x(r), y(r), spelniajaca uklad (*). Para taka ma
prosta interpretacje geometryczna: jest to krzywa
na plaszczyzniexy, której punkty numerowane sa

Deformacja nieskonczonej szachownicy do kola Poincarego przypomina odwzorowanie obiektywem "rybie oko" o kacie widzenia 1800••

Graniczny okrag jednostkowy to obraz "widnokregu" wyjsciowej plaszczyzny.
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parametrem T. Uklad wszystkich takich krzywych
lezacych na calej plaszczyznie - to obraz wszystkich
rozwiazan wyjsciowego równania.

Rzecz teraz w tym, by spojrzec na cala 'te plaszczyzne
w sposób globalny. W tym celu wygodnie jest dokonac
transformacji zwanejkompaktyfikacja plaszczyzny
(uzwarceniem). Transformacja ta (zaproponowana
przez Poincarego) przeprowadza cala plaszczyzne
w kolo zgodnie z regula:

punkt plaszczyzny(x, y) --+ punkt kola'(e, '7).

Konkretnie

x y

e= a+R' '7= a+R' (R==IRI),
gdzie a jest dowolna. dodatnia stala, natomiast
R== (x, y) jest wektorem na wyjsciowej plaszczyznie,
r == (e, '7) opisuje punkty kola. Widac, ze gdy
R --+ 00, wtedy r dazy do brzegu kola. Caly
zabieg przypomina wynik dzialania szerokokatnego
obiektywu zWanego wsród fotoamatorów "rybim
okiem". Patrzac z góry przez taki obiektyw (o kacie
widzenia 180°) na nieskonczona szachownice dostajemy
nastepujacy obraz calej plaszczyzny "sciagnietej" do
kola jednostkowego: lezacy w nieskonczonej odleglosci
"widnokrag" przechodzi w okrag jednostkowy.

W ten sposób powstanie graficznyportret badanego
równania, bowiem wraz z punktami plaszczyzny takze
i w~zystkie krzywe calkowe, tj. rozwiazania(*) uloza
sie wewnatrz kola. Kazda z nich ulegnie deformacji,
ale jakosciowo nic sie nie zmierii; w kazdym razie
nic, co istotne, np. topologia ukladu krzywych.
W szczególnosci nie zmieni sie charakter tzw. punktów
krytycznych, w których krzywe moga sie schodzic.
Okazuje sie, ze wlasnie te punkty - ich rodzaj,
ilosc i rozmieszczenie - jednoznacznie okreslaja
topologie calej sieci rozwiazan. Patrzac na te siec
wszystkich krzywych na kole Poincarego (uzywa
sie tez nazwy plaszczyzna fazowa) mozemy bez
trudu (i bez zadnych calkowan!) wskazac rózne
typy kwantowych modeli Wszechswiata, nieomal
"policzyc" je, podzielic na klasy jakosciowo róznych
zachowan, odpowiedziec na pytanie, które z nich sa
typowe, a które wyjatkowe. Wybierajac dowolny
(nie krytyczny) punkt, a nastepnie poruszajac sie
wzdluz jakiejs szczególnej krzywej mozemy w sposób
jakosciowy odtworzyc zachowanie sie wybranego
rozwiazania, w szczególnosci skad (z jakiego punktu
krytycznego) przybywa i dokad zmierza. Inaczej
mówiac, taki zwarty i oszczedny obrazek zawiera
cala istotna informacje o, skadinad beznadziejnym,
równaniu oraz o, ukrytej w tym równaniu, istocie
fizycznego modelu.

Rozwiazania ukladu równan (*) na fragmencie plaszczyzny or~z ich komplet na kole Poincarego (dla pewnych konkretnych wartosci
'stalych A, B, C). Praktyczna konstrukcja jest nastepujaca. Wybierzmy dowolny punkt o wspólrzednych(xo, 110)' Podstawiajac te
wartosci do prawych stron (*) dostajemy pochodne dx/dr, dll/dr w tym punkcie. Pochodne te pozwola nam, za pomoca rozwiniecia
Taylora, znalezc nieskonczenie bliski punkt(Xl, IId na krzywej-rozwiazaniu jako .

dx
Xl Rl Xo + -t!lr,dr

dll
111 Rlllo + -t!lrdr

gdzie t!lr jest malym przyrostem parametrur. W ten sposób mozemy, z dowolna dokladnoscia, przesledzic cala krzywa, zgodnie
z parametrem r oraz przeciwnie do jego wzrostu - az do jakiegos punktu, w którym pochodne beda sie zerowac. Sam ten punkt to
równiez rozwiazanie (*), choc nieco szczególne: statyczne. Strzalki na kazdej krzywej oznaczaja kierunek wzrostu parametrur.
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