Rys. 2

Rys. 3

Czy krowe mozina wpisa¢ w kwadrat?

Jednym z najwagniejszych poje matematycznych jest ciagloéé. Zalozenie jej

prowadzi do bardzo interesujacych, a czasem nawet zaskakujacych wnioskéw.

Klasyczna wlasnodcia (zwana wlasnodcia Darboux choé to nie Gaston Darboux
jest jej autorem!) jest przyjmowanie wszystkich wartoéci poérednich przesz
funkcje ciagla na przedsziale,oraz uogélnienia tego faktu. Konsekwencje tego
moga nas niejednokrotnie zaskoczyé. Oto przyklad: jakakolwiek postaé

(np. krowe lub kota) narysuje dziecko na kartce, zawsze mozna ja wpisaé

w kwadrat. Bardzie] matematycznie: jeéli K jest krzywa zamknieta na
plaszczyinie, to na K zawsze mozna opisaé kwadrat.

Co to'znaczy: wpisaé kraywa w kwadrat lub — ogélniej — w prostokat?
Wybierzmy dowolna linie prosta m rozlaczna z dana krzywa (rys. 1)

i przesuwajmy ja prostopadle do jej kierunku, az do momentu zetkniecia sie

z krzywa. Nastepnie wybieramy taka prosta m’, réwnolegla do m, ze krzywa
lezy miedzy obiema prostymi i znéw przesuwamy ja tak, by zetknela sie

z krzywa. Dalej wybieramy dwie proste k i k', prostopadle do m, takie, by
krzywa byla zawarta miedzy nimi, a nastepnie powtarzamy operacje jak

w przypadku m i m'. Otrzymane proste wyznaczaja pewien prostokat, w ktéry
krzywa bedzie wpisana.

Krétko méwiac, krzywa jest wpisana w prostokat, gdy sie w nim zawiera

i z kagdym z bokéw ma przynajmniej jeden punkt wspélny. Majac dany dowolny
kierunek mozemy skonstruowaé prostokat, w ktéry krzywa jest wpisana,

i ktérego jeden z bokéw wyznacza tenze kierunek. Pokazemy, ze zawsze mozna
wybraé kierunek tak, by prostokat éw byl kwadratem.

Oznaczmy wierzcholki prostokata przez A, B, C, D, tak, by bok AB byl
réwnolegly do kierunku m. Przez f(m) oznaczmy dlugosé boku AB, przez g(m)
dlugoéé boku AD. Niech H(m) = f(m) — g(m). Prostokat bedzie kwadratem,
gdy f(m) = g(m), czyli H(m) =0 (rys. 2).

Zauwazmy, ze gdy m bedzie prosta prostopadla do m i dla niej przeprowadzimy
odpowiednia konstrukcje prostokata, to g(m) = f(m) i f(m) = g(m), czyli

f(m) = g(m) = —(f(m) — g(m)).

Jedli prosta m bedziemy obracaé (dookola ustalonego na niej z géry punktu), to
nasz prostokat bedszie sie zmieniaé. Wlasnosci H(m) zaleza w sposéb ciagly od
polozenia prostej m. Z przedstawionych wyzej wlasnoéci wynika, ze H przyjmuje
wartodci réznych znakéw, musi wiec przyjaé wartoéé zero. Stad wnioskujemy,

ze istnieje taki kierunek m, dla ktérego prostokat opisany na krzywej K jest
kwadratem. 5

Mozna wiec, na przyklad, opisaé kwadrat na rysunku krowy.

Przedstawione rozumowanie nie jest precyzyjnym dowodem, lecz jedynie jego
szkicem. Dokladnego okreslenia wymaga dziedzina funkcji H (korzystamy

z wlasnodci Darboux, wiec wypada mieé przedzial — gdzie on jest?). Nalezy
formalnie uzasadnié, ze funkcja H jest ciagla ...

A co z pytaniem tytulowym? Méwiliémy o rysunku krowy. Oryginalna krowa
jest jednak tworem tréjwymiarowym i nalezaloby sie raczej pytaé¢ o mozliwodé
jej wpisania w szedcian. Jesli juz stawiamy pytania, mozna sie zastanowié, czy
w krzywa zamknieta da sie¢ wpisaé kwadrat (a w przypadku tréjwymiarowym
- szedcian). W ten sposéb mozna kontynuowaé badanie rozmaitych, niekiedy
dosy¢ osobliwych, wlasnosci, u podstaw ktérych lezy pojecie ciaglodci.
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