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Czy krowe mozna wpisac w kwadrat?

Jednym z najwazitiejszych pojec matematycznych jest ciaglosc. Zalozenie jej
.prowadzi do bardzo interesujacych, a czasem nawet zaskakujacych wniosków.
Klasyczna wlasnoscia (zwana. wlcumoscia Darboux choc to nie Gaston Darboux
jest jej autorem!) jest przyjmowanie wszystkich wartosci posrednich przez
funkcje ciagla. na przedziale,oraz uogólnienia tego faktu. Konsekwencje tego
moga nas niejednokrotnie zaskoczyc. Oto przyklad: jaka.kolwiek postac
(np. krowe lub kota) 'narysuje dziecko na kartce, zawsze mozna ja wpisac

/w kwadrat. Bardziej matematycznie: jesliK jest krzywa zamknieta na
plaszczyznie, to naK zawsze mozna opisac kwadrat.

Co tO'znaczy:wpisac krzywa w kwadrat lub - ogólniej - w prostokat?
Wybierzmy dowolna. linie prosta m rozlaczna z dana krzywa (rys. 1)
i przesuwajmy ja prostopadle do jej kierunku, az do momentu zetkniecia sie
z krzywa. Nastepnie wybieramy taka prostam', równolegla do m, ze krzywa
lezy miedzy obiema prostymi i znów przesuwamy ja tak, by zetknela sie .
z krzywa. Dalej wybieramy dwie prostek i k', prostopadle do m, takie, by
krzywa byla zawarta miedzy nimi, a nastepnie powtarzamy operacje jak
w przypadku m im'. Otrzymane proste wyznaczaja pewien prostokat, w który
krzywa bedzie wpisana.

Krótko mówiac, krzywa jest wpisana w prostokat, gdy sie w nim zawiera
i z kazdym z.boków ma przynajmniej jeden punkt wspólny. Majac dany dowolny
kierunek mozemy skonstruowac prostokat, w który krzywa jest wpisana,
i którego jeden z boków wyznacza tenze kierunek. Pokazemy; ze zawsze mozna
wybrac kierunek tak, by prostokat ów byl kwadratem.

Oznaczmy wierzcholki prostokata przezA, B, C, D, tak, by bok AB byl
równolegly do kierunku m. Przezf(m) oznaczmy dlugosc bokuAB, przez g(m)
dlugosc bokuAD. Niech H(m) = f(m) - g(m). Prostokat bedzie kwadratem,
gdy f(m) = g(m), czyli H(m) = O (rys. 2).

Zauwazmy, ze gdy m bedzie prosta prostopadla do m i dla niej przeprowadzimy
odpowiednia konstrukcje prostokata, tog(m) = f(m) i f(m) = g(m), czyli

f(m) - g(m) = -(f(m) - g(m)) .

Jesli prosta m bedziemy obracac (dookola ustalonego na niej z góry punktu), to
nasz prostokat bedzie sie zmieniac. WlasnosciH(m) zaleza w sposób ciagly od
polozenia prostejm. Z przedstawionych wyzej wlasnosci wynika, zeH przyjmuje
wartosci róznych znaków, musi wiec przyjac wartosc zero. Stad wnioskujemy,
ze istnieje taki kierunekm, dla którego prostokat opisany na krzywejK jest
kwadratem.

Mozna wiec, na przyklad, opisac kwadrat na rysitnku krowy.

Przedstawione rozumowanie nie jest precyzyjnym dowodem, lecz jedynie jego
szkicem. Dokladnego okreslenia wymaga dziedzina funkcjiH (korzystamy
z wlasnosci Darboux, wiec wypada miec przedzial - gdzie on jest?). Nalezy
formalnie uzasadnic, ze funkcjaH jest ciagla ...

A co z pytaniem tytulowym? Mówilismy o rysunku krowy. Oryginalna krowa
jest jednak tworem trójwymiarowym i nalezaloby sie raczej pytac o mozliwosc
jej wpisania w szescian. Jesli juz stawiamy pytania, mozna sie zastanowic, czy
w krzywa zamknieta da sie wpisac kwadrat (a w przypadku trójwymiarowym
- szescian). W ten sposób mozna kontynuowac badanie rozmaitych, niekiedy
dosyc osobliwych, wlasnosci, u podstaw których lezy pojecie ciaglosci.

Krzysztof CIESIELSKI, Zdzislaw POGODA

7


