
(2) t ~ nk(k - l).
Z nierównosci (1) i (2) wynika, zek(k - l):::; 2(n -/1) , a ~tad

2n > k2 _ k + 2 > (k _ !.) 2- 2 '

<:0 dowodzi tezy zadania.

Zadanie 3
Niech n oraz k beda ustalonymi liczbami naturalnymi. ZbiórS zlozony
z n punktów plaszczyzny ma nastepujace wlasnosci:
a) zadne trzy punkty zbioruS nie leza na jednej prostejj
b) dla kazdego punktuP, nalezacego doS, istnieje w S co najmniej k
róznych punktów równo odleglych odP.
Udowodnic, zek < t + y'2n.

Rozwh\zanie
Oznaczmy przezT zbiór trójek uporzadkowanych(M, N, P) punktów
zbioru S o tej wlasnosci, zeIPM! = IPNI. Niech t bedzie liczba
wszystkich takich trójek. Z warunków zadania wynikaja nastepujace
fakty:
a') Dla dowolnych punktówM, N E S istnieja w zbiorzeT co najwyzej
dwie rózne trójki, których pierwszymi dwoma elementami sa te wlasnie
punkty M i N (bowiem kazdy punkt P uzupelniajacy pare(M, N) do
trój ki (M, N, P) musi lezec na symetralnej odcinkaMN, która - w mysl
warunku a) - przechodzi przez nie wiecej niz dwa. punkty zbioruS).
Poniewaz punktM mozna ustalic nan sposobów, a punktN - przy
ustalonym M - na r. - l sposobów, zatem

(1) t:::;2n(n-l).

b'l Dla dowolnego punktu P E S Istnieje w zbiorzeT co najmniej
k(k - l) róznych trójek, których ostatnim elementem jestPj mamy
bowiem - zgodnie z warunkiem b) - co najmniejk punktów zbioru S
równo odleglych odPj mozemy wybrac dowolny z nich jako punktM,
a nastepnie dowolny z pozostalychk - l punktów jako punkt N.
Poniewaz punkt P mozna ustalic nan sposobów, otrzymujemy
nierównosc

r"'--""~~";~=''''~~'''~~
, Program w jezyku aplikatywnym sklada

sie na ogól z opisu zbiorów bedacych
przedmiotem zainteresowania oraz
z wielu definicji funkcji operujacych
na tych zbiorach. Definicje te sa ze
soba wzajemnie powiazane w tym
sensie, ze raz zdefiniowane funkcje
moga byc uzywane do definiowania
nastepnych. Po wprowadzeniu programu
do komputera mozna zazadac obliczenia
wartosci wybranej funkcji dla zadanych

, argumentów.
Oprócz skladania funkcji drugim

~j mechanizmem budowania programów
:- funkcyjnych jest rekureneja. Jej istota

g,' polega na tym, ze definiujac wartoscfi funkcji dla ustalonego argumentu
r mozemy odwolac sie do wartosci tej

samej funkcji dla innego argumentu, przy
zalozeniu, ze te druga wartosc potrafimy
(byc moze znowu z wykorzystaniem
rekurencji) obliczyc. Oczywiscie, dla
pewnych argumentów wartosc funkcji
musi byc podana jawnie. Mechanizm
rekurencji mozna porównac do znanej
ze szkoly zasady indukcji, która pozwala
dowodzic twierdzenie dla ustalonej liczby
naturalnej, przy zalozeniu, ze dla liczb
mniejszych jest ono prawd~iwe.

Ilustracja myslenia w kategoriach funkcji
rekurencyjnych niech bedzie program
w jezyku MIRANDA, który dla 'danej
liczby M daje w wyniku zbiór wszystkich
trójek pitagorejskich a, b, e, gdzie e :::;M.

XXX Miedzynarodowa
Olimpiada Matematyczna (Brunszwik 1989)

I = m (a' + b' _ ~)2 a' - b'

Dla M = l zbiór rozwiazan jest pusty.
W przeciwnym razie, dlaM > l
zbiór trójek dla c od l do M
uzyskujemy dolaczajac (operacja++)
do zbioru trójek dla ustalonegoe = M
zbiór trójek otrzymany (rekurencyjnie)
dla wszystkich c :::;M- l.

1'rójkiPitagorejskie(M) = l l, M = l

1'rójkiPitagorejskie(M) = 1'(M, M - l) ++

1'rójkiPitagorejskie(M - l)

1'(e,b)=[ l, b=1

1'(e,b) =
[(a, b, e)l ++1'(e, b - l), a = trune(a)

wherea = sart(e * e - b* b)

1'(e, b) = 1'(e, b- l)

Interpretacja powyzszych funkcji
jest nastepujaca. Funkcja
Trój kiPitagoreJ'skie dla danego
argumentu M daje w.wyniku wszystkie
trójki, w których e nie przekraczaM.
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Nieza.leznie od wartosci c, 'dla'
b = l zbiór rozwiazan jest pusty.
W przeciwnym razie:
gdy a = ye2 - b2 jest liczba
calkowita, dolaczamy do zbioru
rozwiazan trójke a, h, ej
natomiast gdy zaden z dwóch
powyzszych warunków nie jest
spelniony, zbiór rozwiazan dlab
pokrywa sie ze zbiorem dlab-L

Pouiewai.

11l.w b2

M = m + ,n·w, M = a2 '

Ostatecznie znajdujcIUY

Ro.wi".anie .adania F801.
Zauwazm.y, ze moment
bezwladnogci jest wielkolfcia
addytywna, tzn. momen t
bezwladnogci danego ciala jest
SUnH\ monlent6w jego cze!tci

skladowych. A zatem moment
bezwladnogci pelnego walca
mozemy przedstawic jako
sume momentu I naszej bryly
i monlentu Iw walca (wykonanego
z tego samego materialu)
wsunietego w wydrazenie:

~Ma'=I+I ••
2

(M oznacza mase pelnego 'walca).

I••obliczamy korzystajl\<
z tw. Steinera:

I •• = ~m ••b' + m ••d',2

gdzie przez m •• oznaczyligmy
mase walca wsunietego do
wydra.zenia.

ma:!' ,nb'l

wiec M = aj _ b'l l mw = a2 _ b'l .


