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Skrót regulaminu
Kazdy moze nadsylac rozwiazania zada.n z numerun w terminie do konca miesiaca
n + 3. Szkice razwiazan zamieszczamy w numerzen + 4. Mai.na nadsyla~raz wiazania
czterech, trzech, dwóch lub jednega zadania (kazde na .oddzielnej kartce), maznata rabi~
ca miesiac lub z dawalnymi przerwami. Razwiazania ",adan '" matematyki i z fizyki nalei,y
przesyla~ w .oddzielnych kapertach, umieszczajac na kapercie dapisek: Klub 44M lub
Klub 44 F. Oceniamy ",adania w skali .odO da l z dakladnalfcia da 0,1. Ocene mnazymy
przez wspólc",ynnik trudnalfci' danega ",adania:WT = 4 - 38/N, gdzie 8 .oznacza 'sume
.ocen za ~azwiazania tega zadania, aN - liczbe .osób, które nadeslalyraz wiazanie cha~by
jednego zadania z danega numeru w danej kankurencji(M lub F) - i tyle punktów .otrzymuje
nadsylajacy. Pa zgramadzeniu 44 punkt6w, wdawalnym n,asie i w którejkalwiek z dwóch
kankurencji (M lub F), ",.ostaje .on czlankiem Klubu 44, a nadwyzka punktów jest zaliczana
da panownega udzialu. Trzykratne czlankastwa -'ta tytul Weterana.
Szcze!,:ólawy regulamin zastal wydrukawany w numerze 7/1990.

Redaguje Marcin.E. KUCZMAZadania z matematyki nr 215, 216

/t-l .

k - 1 _ !L sin t(2n+ 1)11"
2 2 . sin f-1I"1=1 . ~

Zadanie 216 zaproponowal pan Andrzej Paszkiewicz z Zegrza.

215. Wyznaczyc wszystkie takie punktyP leza,ce wewnatrz kwadratuABCD, ze

ILPABI + ILPBCI + ILPCDI + ILPDAI = 1800•

216. Udowodnic, ze reszta z dzielenia liczby naturalnejn przez liczbe naturalna,k > l
równa sie

Rozwill,zania zadan z matematyki z numeru 10/1990

!=44
Czalówka ligi zadaniowej

Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwiazal}

zadan 201(WT';"2,06) i 202 (WT=1,57) Przypominamy tresc zadan:
z numeru 5/1990

H{'nryk Korn:..cki - Augustów 46,82
Ada.m Czornik - Bytom 45,99
Jerzy Ma.lopolskl - Kr-a.k6w ".'9
Adr-ia.n La.nger - Nisko 42,38

Pa.w('. Kubit ~- K~o'no 36,'7l
T01na.n G ~'Zesia.k - K~ak6w 36,ll

Su~egi Klubu 44 M za.i1ill panowie Ko~na.cki
i CY;o~nik. Pa.n, Ma.lopohkl zg~omad'ZiI
44 punkty juz powtórnie (w~a.caja.c do
zma.ga.1i ligowych po dluznej pn(>~wi(».
Wita.myl

211. Na p}:\szczy1.nie uane sa dwie pólproste o wsp6lnytn poczatkuP (nie za.warte w jedll(>j
prostej) oraz kolozawieraja.ce punktP w 8woirll wnetrzu. Wyznaczyc konstrukcyjnie tr6jk<\t
o tnirlilnalnYlu ohwodzie Iuajacy dwa boki 7.3Warte wdanycl .• p6lpr0stych, a trzeci bok styczny
da danega kola.

212. Znaldc' .ogólna pastac funkcji wymiernejF ~ 0, spelniaja,cejrównanie F(x) = F (~)
(dla w.zY8tkich x, dla kt6rych .obie strany maja sens).

211. Dwie dane pólproste oznaczmy przezp i a, dany okrag - przezWj jego Brodek
i promien - przez O iej rozwartosc kata {wypuklego) miedzyp i a - przez 2\0;
pólprosta dwusieczna, tego kata - przez 8.

IQO'I = IQPI + IPO', = ~ +'-f- = 100'1
Slll \O Slll \O sin \O •

Niech PAB bedzie dowolnym trójkatem c wierzcholkachA E p, B E a, o boku AB
stycznym dow. Wezmy pod uwage okrag dopisany, styczny do przedluzen bokówP A,
PB oraz do bokuAB odpowiednio w punktachK, L, M (rysunek l). Obw6d trójkata
PAB równa sie IPAI + IPBI + IAMI +IBMI = IPKI + IPLI = 2IPKI, a wiec jest
minimalny wtedy, gdy rozwazany okrag dopisany lezy mozliwie najblizej punktuP
- czyli gdy jest zewnetrznie styczny do okreguw. Prosta AB jest wówczas wspólna
styczna, obu okregów.

Rys. 1

Oznaczmy ten "optymalny" okrag (styczny dop, a, w) przez w', a jego promien
'i srodek - przeze' i O'. Oto jedna z metod konstrukcyjnego wyznaczenia punktuO'.
Na przedluzeniu pólprostej8 odkladamy odcinekPQ o dlugosci e/ sin \O (rysunek 2).
Wówczas

1.
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Zbiór
o = {X: fgif = sin rp}

jest okregiem o srodku lezacym na prostejOQ (okrag Apoloniusza). Punkt O' lezy na
tym okreguj natomiast punktP lezy wewnatrz niego (bo 10PI< e, !QP! = e/ sin rp).

Q

Rys. 2

2.

3.

~
4.

5.

Po dowolnie wybranej stronie odcinkaOQ budujemy trójkat OQR o katach
!L OQ RI = rp, ILROQI = 900 i prowadzimy dwusieczna kataQ RO do przeciecia
z przyprostokatna OQw punkcie T. Z proporcji 10TI/IQTI = 10RIIIQRI = sin rp

wynika, zeR, T E O. Zatem srodek okregu O znajdujemy na przecieciu prostej
OQ z symetralna odcinkaR:I'. KrJ!slimy ten okrag i w przecieciu z pólprosta8
otrzymujemy posJukiwany punkt O' (drugi punkt przeciecia z prostaPQ lezy poza
pólprosta 8, skoro P lezy wewnatrz O). Punkt, w którym odcinek00' przecina
okrag w, jest punktem stycznosci okregóww i W'j prosta styczna dow w tym punkcie
wyznacza zadany trójkat o minimalnym obwodzie.

212. Wielomian P(x) = ao+ alX + ... + anxn (~ O) nazwiemy palindromicZrl!lm, gdy

(1) ai=an-j dlaj=O, ... ,n.

(Uwaga: P nie musi byc stopniani na przyklad P(x) = 2xC,- 3x4 + 2x3 spelnia (1)
dla n = 8: dziewieciowyrazowy ciag wspólczynników ma w tym przykladzie postac
(0,0, O,2, -3, 2, o, o, o).)

Dwa wielomiany P i Q nazwiemy jednakowo palindromicZrlllm~ jesli warunek (1)
jest spelniony dla. nich obu, i to z tym samymn. Jest widoczne, ze wówczas funkcja
F = P/Q spelnili. równanie F(x) = F(l/x).

Wykazemy, ze i na odwrót: jesli funkcjaF, bedaca nieskracalnym ilorazem
wielomianów R i Q, spelnia to równanie, to wielomianyP i Q sa jednakowo
palindromiczne. Bedzie to wiec zadana charakteryzacja funkcjiF.

Niech n = max( degP, degQ)i degP oznacza stopien wielomianuP. Przyjmijmy
rex) = xR P{1/x), Q·(x) = xRQ(l/x). Wielomiany r i Q. sa wzglednie pierwsze
(podobnie jakP i Q), tzn. nie maja wspólnego pierwiastka zespolonegoj istotnie: gdyby
mialy wspólny pierwiastekZo =1= O, to liczba 1/Zo bylaby wspólnym pierwiastkiem
wielomianów P i Qj takze Zo = ° nie jest wspólnym pierwiastkiemp. i Q., bowiem
którys z wielomianów P, Q ma stopien n.

Z równosci F(x) = F(l/x) (dla F = P/Q) wynika równosc PQ· = Qr. Skoro-
zas wielomianP jest wzglednie pierwszy zQ, a p. jest wzglednie pierwszy zQ.,
z jednbznacznosci rozkladu wielomianu na czynniki wynika, zep. = >.P, Q. = >.Q

dla pewnej stalej>.=1= o. Zatem, w szczególnosci, P(l)= >'P(l), Q(l) = >.Q(l). Co
najmniej jedna z liczb P(l), Q(l) nie jest zerem. Tak wiec>.= 1 i otrzymujemy
równosc p. = P, Q. = Q, oznaczajaca dokladnie to, ze wielomianyP i Q sa jednakowo
palindromiczne, zn = max( degP,degQ).

Zadania z fizyki nr 113, 114

113. Akceleratory czastek elementarnych sa - jak
wiadomo - urzadzeniami wielkimi i kosztownymi.
Opisany nizej (nieopatentowany!) wynalazek pozwala
nadawac elektronom wielka energie znacznie taniej
i prosciej. Uderzamy w kule bilardowa kierujac jaw strone
spoczywajacej kuli o dwa razy mniejszej masie, tak,
aby zderzenie bylo centralne (kule po 7;derzeniu biegna
wzdluz tej samej prostej). Kula uderzona trafia z kolei
w nastepna kule jeszcze dwa razy lzejsza, -itd., itd., ... ,
a na koncu znajduje sie elektron. Ostatni stosunek mas
bedzie liczba zawarta pomiedzy1 a 2. Zakladajac, ze
wszystkie zderzenia sa centralne i doskonale sprezyste, oraz
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Redaguje Jerzy BROJAN

przyjmujac mase kuli bilardowej 0,2 kg i jej predkosc
poczatkowa 1m/s, oblicz numerycznie energie kinetyczna
uzyskana przez elektron (oczywiscie, w ramach mechaniki
relatywistycznej). Masa elektronu wynosi9,11 .10-31 kg,
predkosc swiatla c= 2,9979· 108 m/s.

114. W jednorodnym polu magnetycznym o indukcji
wynoszacej poczatkowo 5 T i malejacej liniowo do
zera w ciagu 0,4 s znajduje sie prostopadla do pola
petla (obwód kolowy) o promieniu 10 cm, wykonana
z przewodnika o oporze 0,1 O i wytrzymalosci na
rozerwanie 2 N. Czy petla ulegnie rozerwaniu?



1f1 ILu RozwiAzania zadan z fizyki z numeru 10/1990

Przypominamy tresc zadan:

109. Obwód sklada sie z diody, kondensatora G, cewkiL (rys. 1). Miedzy okladkami
kondensatora panuje napiecieUo. ZnaleU napiecie n3 kondensatorze oraz natezenie pradu
plynacego w obwodzie po uplywie czasut od zamkniecia wylacznika .

. , I

u

110. Kula A o pronlieniu r spada na unieruchomiona kule B o promieniu R i wielokrotnip. sie
od niej odbija. W chwili poczatkowej ~rodek kuliA znajduje sie na wysokmfcih ;» R + r Ilad
~rodkiem kuli B i w odleglosci c <CR + r od prostej pionowej przechodz&cej przez srodek td
kuli. ZnaleU wspólrzedna pozioma srodka kuliA po kodbiciach.

k-l

( 8h) .e.Xk~ R+r

VXk+2----.
Vk~ Vk-l R+r

tik ~ (~) k . !.eR+r t '

(I)

czyli

109. Po zamknieciu obwodu poplynie przezen prad w kierunku oznaczonym strzalka
(dodatnia wartosc natezenia praduI), który jest kierunkiem przewodzenia diody.
Wobec zaniedbywalnego oporu diody nasz obw6d jest r6wnowazny prostemu obwodowi
LC (bez diody). Jak wiadomo, w takim obwodzie zachodza drgania rezonansowe
o okresieT = 21rVW. Zaleznosci cza.~owenapieciaU na kondensatorze oraz natezenia
pradu I plynacego w obwodzie rezonansowym przedstawiaja linie kropkowane na rys. 2.
Poniewaz w obwodzie z dioda prad nie moze plynac w kierunku zaporowym, zatem
w chwili t = 1rVLC prad przestanie plynac, a napiecie na kondensatorze pozostanie
stale, równe-Uo• Odpowiednie zaleznosci czasowe napiecia na kondensatorze
i natezenia pradu w omawianym obwodzie przedstawiaja krzywe na rys. 2 wykreslone
linia kolorowa.

110. Oznaczmy róznice wspólrzednych poziomych srodków obu kul przyk-tym

przesunieciu przezXk (czyli Xl to zadana odleglosc poczatkowa e). Bedziemy
rozpatrywac tylko te faze ruchu kulki, w której jej przesuniecie poziome jest male
w porównaniu zR + r, czyli z pominieciem odbic koncowych. Zakladamy wiec, ze
pozioma skladowa predkosci jest bardzo mala w porównaniu z maksymalna wartoscia
skladowej pionowej, czyli ze wysokosc, która osiaga kulka, pozostaje po kazdym odbiciu

jednakowa i r6wnah, a odstep czasu miedzy odbiciami jest stale równyt ~ 2fif-.
Oznaczmy:
v - pionowa skladowa predkosci w momencie odbicia, v ~ y'2gh,
Vk - pozioma skladowa predkosci pok-tym odbiciu, Vo- przed pierwszym odbiciem
(z warunku poczatkowego mamy Vo= O),
ak ~ itr (zob. rys. 3) - kat, jaki tworzy z pionem prostopadla do powierzchni kuliB
w k-tym punkcie odbicia,
fi" ~ ~ - kat, jaki tworzy z pionem predkosc po k-tym odbiciu, czyli przed
(k +I)-szym odbiciem.

Przyrównujac kat padania (równyfi,,-l + ak) do kata odbicia otrzymujemy:

Pk = 2ak + /3k-l ,

2t1e
tlI ~ R+ r'

2vte
X2~e+-R '+r

2t1e 2t1e (2V) 2V2~-R +-R + -R te.+r +r +r

Zauwazmy, zetlt ~ y'2gh .2j'ii = 4h,zatem z zalozeniah~ R+ r wynikaja
przyblizenia:

Dolaczajac do tego tozsamosc

(2) 2:k = 2:k-l + tlk-lt
mamy pare równan rekurencyjnych pozwalajacych z poczatkowych danychXl = e,
tlo = Oznalezc kolejne wartosciXk i tik:

Nietrudno skonstruowac program komputerowy obliczajacy tor kulki scisle, tzn. bez
zakladania, ze katy sa male, ani zeh ~ R + r. Na przyklad, dla e= lO-s, R + r = 30,
h = 135 otrzymuje sieX2= 37e, X3= 1405e,x. = 53350e,Xs= 20,54' lOse
(dla porównania- ~ = 36 (~)2 = 1296 (~)3 = 46656)• R+r 'R+r , R+r .
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Pa.nowle Gwor,.. I Borow.ki so.ta.Ja".
eslonka.ml Klubu "p (s numera.mJ
nuna..tym l'Sledemna.stym).

Pnemy.l .•.w
Gwoc}'. - C ••• tochowa. .5,13

Andrzej Borow.Jrl- Aleku,ndr6w Kuj. ",99
LUBek MotJ'k~ - Kr~Jr6w 39,13
P~wet Perkow.kl - Szcaectn 23,25
Dzlut,..la.w

Llpnla.cJri - Lubila 22,72

Czolówka ligi zadaniowej
Klub •• F

po uwzglednieniu ocen rozwiazan
zadan 103(WT=1,S5) i 104 (WT=l,30)

z numeru 7/1990
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