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Skrét regulaminu

Kazdy moie nadsylad rozwiazania zadail 2 numeru n w terminie do koiea miesiaca

n + 3. Szkice rozwiaran zamieszczamy w numerze n + 4. Moina nadsylaé rozwiazania
czterech, trzech, dwéch lub jednego zadania (kaide na oddzielnej kartce), mozna to robié

co miesiac lub 2 dowolnymi przerwami. Rozwiazania zadaf = matematykii z fizyki naleiy
przesylaé w oddzielnych kopertach, umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M Iuh
Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali od 0 do 1 z dokladnofcia do 0,1. Ocene munoiymy
prrez wspdlcsynnik trudnodei danego radania: WT = 4 — 3S/N, gdzie S ornacza sume

ocen za rorwiazania tego zadania, a N — liczbe oséb, ktére nadeslaly rozwiazanie cho¢hy
jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F) - i tyle punktéw otrzymuje
nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym crasie i w ktérejkolwick 2 dwéceh
konkurencji (M lub F}, zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyika punktéw jest zaliczana
do ponownego udzialu. Traykrotne czlonkostwo — to tytul Weterana.

Suncregdlowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 7/1990.

Zadania z matematykinr 215, 216 Redaguje Marcin E. KUCZMA

215. Wyznaczyé wszystkie takie punkty P leiace wewnatrz kwadratu ABCD, ie
|¢PAB|+ |(PBC|+ |(PCD|+|LPDA| = 180°.

216. Udowodnié, Ze reszta z dzielenia liczby naturalnej n przez liczbe naturalna k > 1
réwna sie
=1 % f sin £(2n + 1)r
2 2 gin f:r '

=1

Zadanie 216 zaproponowal pan Andrzej Paszkiewicz z Zegrza.
Rozwiazania zadaf z matematyki z numeru 10/1990

Przypominamy treéé zadah:

211. Na plaszezyfnie dane sa dwie pdlproste o wspélnym poczatku P (nie sawarte w jednej
prostej) oraz kolo rawierajace punkt P w swoim wnetrze, Wyznaczy® konstrukeyinie tréjkat
o mitimalnym obhwodzie majacy dwa boki zawarte w danych pslprostych, a trzeci bok styczny

do danego kola.

2112. Enslefé ogdlna postad funkeji wymiernej F 2 0, spelniajacej réwnanie F(z) = F ( %)

(dla wszystkich =2, dla ktérych obie strony majs sens)

211. Dwie dane pélproste oznaczmy przez p i ¢, dany okrag — przez w; jego érodek
i promiefi — przez O i g; rozwartoéé kata (wypuklego) miedzy p i ¢ — przez 2¢;
poiprosta dwusieczna tego kata — przez s.

Niech PAB bedzie dowolnym tréjkatem c wieracholkach A € p, B € g, 0 boku AB
stycznym do w. Weimy pod uwage okrag dopisany, styczny do przedhuier bokéw PA,
PB oraz do boku AB odpowiednio w punktach K, L, M (rysunek 1). Obwdéd tréjkata
PAB réwna si¢ |PA| + |PB| + |AM| + |BM| = |PK| + |PL| = 2|PK|, a wiec jest
minimalny wtedy, gdy rozwazany okrag dopisany lezy mozliwie najblizej punktu P

— czyli gdy jest zewnetrznie styczny do okregu w. Prosta AB jest wéwczas wapélna
styczny obu okregéw.

Rys. 1

Oznaczmy ten ,optymalny” okrag (styczny do p, ¢, w) przez w', a jego promien

i érodek — przez ¢' i O'. Oto jedna z metod konstrukcyjnego wyznaczenia punktu O'.

Na przediuzeniu pélprostej s odkladamy odcinek PQ o dlugodci g/ sin ¢ (rysunek 2).
Wéwczas

- i o = g' — |OO'J
190 = 1P| +|PO’| = sintp+ sing  sing
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jest okregiem o érodku leiacym na prostej OQ (okrag Apoloniusza). Punkt O’ lezy na
tym okregu; natomiast punkt P leiy wewnatrz niego (bo |OP| < p, |QF| = g/ sin ).

Q

8/sin ¢ /P S

Rys. 2

(1)

&%

Po dowolnie wybranej stronie odcinka OQ budujemy tréjkat OQR o katach

|£OQR| = ¢, |£ROQ| = 90° i prowadzimy dwusieczng kata QRO do przecigcia

z przyprostokatna OQ w punkcie T. Z proporcji |OT|/|QT| = |OR|/|QR| =sin ¢
wynika, e R,T € (). Zatem drodek okregu Q2 znajdujemy na przecieciu prostej

OQ z symetralng odcinka RT. Kreélimy ten okrag i w przecieciu z pélprosta s
otrzymujemy poszukiwany punkt O' (drugi punkt przeciecia z prosta PQ leiy poza
pélprosty s, skoro P leszy wewnatrz {1). Punkt, w ktérym odcinek OO’ przecina
okrag w, jest punktem stycznodci okregéw w i w'; prosta styczna do w w tym punkcie
wyznacza zadany tréjkat o minimalnym obwodzie.

212. Wielomian P(z) =ao + @12+ ...+ aaz" (Z 0) nazwiemy palindromicznym, gdy

dlaj=0,...,n.

Ay = 0n—j

(Uwaga: P nie musi by¢ stopnia n; na przykiad P(z) = 2z° — 3z* + 22° spelnia (1)
dla n = 8: dziewieciowyrazowy ciag wspélczynnikéw ma w tym przykladzie postaé
(0,0,0,2,-3,2,0,0,0).)

Dwa wielomiany P i Q nazwiemy jednakowo palindromicznymi, jedli warunek (1)
jest spelniony dla nich obu, i to z tym samym n. Jest widoczne, e wéwczas funkcja
F = P/Q spelnia réwnanie F(z) = F(1/z).

Wykazemy, Ze i na odwrét: jedli funkcja F, bedaca nieskracalnym ilorazem
wielomianéw P i @, spelnia to réwnanie, to wielomiany P i Q 83 jednakowo
palindromiczne. Bedzie to wiec iadana charakteryzacja funkcji F.

Niech n = max(deg P, deg Q); deg P oznacza stopiefi wielomianu P. Przyjmijmy

P*(z) =z"P(1/z), Q*(z) = 2"Q(1/z). Wielomiany P* i Q* sa wzglednie pierwsze
(podobnie jak P i @), tzn. nie maja wspélnego pierwiastka zespolonego; istotnie: gdyby
mialy wspélny pierwiastek 2o 7 0, to liczba 1/z¢ bylaby wspélnym pierwiastkiem
wielomianéw P i @Q; takie zp = O nie jest wspdlnym pierwiastkiem P* i @°, bowiem
ktéryé z wielomianéw P, Q ma stopiei n.

Z réwnoéci F(z) = F(1/z) (dla F = P/Q) wynika réwnoéé PQ* = QP*. Skoro "
zaé wielomian P jest wzglednie pierwszy z @, a P* jest wzglednie pierwszy z Q°,

% jedndznacznoécel rozkladu wielomianu na czynniki wynika, ze P* = AP, Q° = AQ

dla pewnej stalej A # 0. Zatem, w szczegélnodei, P(1) = AP(1), Q(1) = AQ(1). Co
najmniej jedna z liczb P(1), Q(1) nie jest zerem. Tak wiec A =1 i otrzymujemy
réwnoéé P* = P, Q° = Q, oznaczajacy dokladnie to, ze wielomiany P i Q sa jednakowo
palindromiczne, z n = max(deg P,deg Q).

Zadania z fizyki nr 113, 114

113. Akceleratory czastek elementarnych sa — jak
wiadomo - urzadzeniami wielkimi i kosztownymi.

Opisany nizej (nieopatentowany!) wynalazek pozwala
nadawaé elektronom wielka energie znacznie taniej

i prodciej. Uderzamy w kule bilardows kierujac ja w strone
spoczywajace] kuli o dwa razy mniejszej masie, tak,

aby zderzenie bylo centralne (kule po zderzeniu biegna
wzdlui tej same]j prostej). Kula uderzona trafia z kolei

w nastepna kule jeszcze dwa razy liejsza, itd., itd., ...,

a na koricu znajduje sie elektron. Ostatni stosunek mas
bedzie liczba zawarta pomiedzy 1 a 2. Zakladajac, Ze
wszystkie zderzenia sa centralne i doskonale sprezyste, oraz
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Redaguje Jerzy BROJAN

przyjmujac mase kuli bilardowej 0,2 kg i jej predkosé
poczatkows 1 m/s, oblicz numerycznie energie kinetyczna
uzyskana przez elektron (oczywidcie, w ramach mechaniki
relatywistycznej). Masa elektronu wynosi 9,11 - 107! kg,
predkodé dwiatla ¢ = 2,9979 - 10° m/s.

114. W jednorodnym polu magnetycznym o indukeji
wynoszacej poczatkowo 5 T i malejacej liniowo do
zera w ciagu 0,4 & znajduje sie prostopadia do pola
petla (obwéd kolowy) o promieniu 10 cm, wykonana
z przewodnika o oporze 0,1 {1 i wytrzymalodci na
rozerwanie 2 N. Czy petla ulegnie rozerwaniu?



Hys. 3

Croléwka ligi zadaniowej
Klub 44 F
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po uwzglgdnieniu ocen rozwiasan

zadafi 103 (WT=1,55) i 104 (WT=1,30)

% numeru 7/1990

Przemystaw

Gworys - Czqstochowa
Andrze] Borowskl- Aleksandréw Ku).
Leszek Motyka - Krakfw

Fawel Perkowskl - Szcsecin
Drierdysiaw
Lipniackli - Lublin

Panowle Gworys | Borowskl sostaja
calonkami Klubu 44F (x numerami
stesnastym | viedemnastym).

45,13
44,90
39,13
23,35

22,12

Rozwiazania zadan z fizyki s numeru 10/1990

Przypominamy tredé zadan:

1098. Obwéd sklada sie z dicdy, kondensatora C, cewki L [rys. 1). Migdeay okladkami
kondensatora je napiecie UUy. Znalefé napigcie na kondensatorze oraz nateienie pradn
A i M o s S e e inceniki
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plynacego w obwodsie po uplywie crasu t od samknigcia wylacznika,

110. Kula A o promieniu r spada na unieruchomiona kulg B o promieniu R i wiclokrotuie sig

od niej odbija. W chwili poczatkowej frodek kuli A znajduje si¢ na wysokodei h 2> R + r nnd
drodkiem kuli B i w odleglogci ¢ €€ R + r od prostej pionowej przechodnncej przex frodek toj
kuli. Zualefé wepblrzedns pozioma frodka kuli A po k odbiciach.

109. Po zamknieciu obwodu poplynie przezeri prad w kierunku oznaczonym strzatks
(dodatnia wartoéé natezenia pradu I), ktéry jest kierunkiem przewodzenia diody.
Wobec zaniedbywalnego oporu diody nasz obwdd jest réwnowainy prostemu obwodowi
LC (bez diody). Jak wiadomo, w takim obwodzie zachodza drgania rezonansowe

o okresie T = 2mV/LC. Zaleinoici czasowe napiecia U na kondensatorze oraz natezenia
pradu I plynacego w obwodzie rezonansowym przedstawiaja linie kropkowane na rys. 2.
Poniewaz w obwodzie 2 dioda prad nie moze pltynaé w kierunku zaporowym, zatem

w chwili ¢ = w/LC prad przestanie plynaé, a napiecie na kondensatorze pozostanie
stale, réwne —U,. Odpowiednie zaleznoéci czasowe napigcia na kondensatorze

i natezenia pradu w omawianym obwodzie przedstawiaja krzywe na rys. 2 wykresdlone
linia kolorowa.

110. Oznaczmy réinice wspélirzednych poziomych érodkéw obu kul przy k-tym
przesunieciu przez zx (czyli z; to zadana odleglodé poczatkowa €). Bedziemy
rozpatrywaé tylko te faze ruchu kulki, w ktérej jej przesuniecie poziome jest male

w pordéwnaniu z R+ r, czyli z pominieciem odbié koficowych. Zakladamy wiec, ie
pozioma skladowa predkodci jest bardzo mala w poréwnaniu z maksymalna wartodcia
skladowe]j pionowej, czyli e wysokodé, ktéra osiaga kulka, pozostaje po kazdym odbiciu
jednakowa i réwna h, a odstep czasu miedzy odbiciami jest stale réwny ¢ = Zﬁ A
Oznaczmy:

v — pionowa skladowa predkodci w momencie odbicia, v r \/2gh,

vi — pozioma skladowa predkodci po k—tym odbiciu, vy — przed pierwszym odbiciem
(z warunku poczatkowego mamy vo = 0),

ag & -ﬁ‘-‘f_; (zob. rys. 3) - kat, jaki tworzy 3 pionem prostopadla do powierzchni kuli B
w k-tym punkcie odbicia,

Br r2 "k - kat, jaki tworzy z pionem predkoéé po k-tym odbiciu, czyli przed

(k + 1)-szym odbiciem.

Przyréwnujac kat padania (réwny fr—1 + a) do kata odbicia otrzymujemy:
Br = 20k + Pi—1,

czyli

VIg

1 e _—
(1) Vi & Uk I+2R+f

Dolaczajac do tego tozsamoédé

(2) Zp = Tg—1 + Vet

mamy parg réwnafi rekurencyjnych pozwalajacych z poczatkowych danych z; = ¢,
vo = 0 znale#é kolejne wartodci z¢ i vg:

2ve
R+r'

2vie
R+r’

2ve 2ve ( 2 )3
te.
N Rir T R+r \R¥r) ¥

U &

I3 RS E+

Zauwaimy, fe vi ns \/2gh - 2 % = 4h, zatem z zalozenia h>> R + r wynikaja

przyblizenia:
v m( ik )*‘l-c z R-s( L )t_l-s
5 R+r t ; R+r

Nietrudno skonstruowaé program komputerowy obliczajacy tor kulki dcidle, tzn. bez
zakladania, ie katy sa male, ani Ze h > R+ r. Na przyklad, dla e = 107°, R +r = 30,
h = 135 otrzymuje sie z2 = 37¢, 23 = 1405¢, z4 = 53350¢, zs = 20,54 - 10%¢

(dla poréwnania: 22 = 36, (;22-)% = 1296, (;2%;)° = 46656).
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