
Zloty medal dla Polski. W 1784roku Berlinska Akademia Nauk, z inicjatywy Josepha Louisa Lagrange'a,

oglosila konkurs na wyjasnienie sprawy podstaw analizy matematycznej. Dokladniej:
chodzilo o podanie zadowalajacego okreslenia rózniczkowania i calkowania. Fakt
ten moze zdziwic: minelo juz prawie120 lat od czasu, gdy Newton za pomoca tych

narzedzi wyprowadzil (i wprowadzil) prawo powszechnego ciazenia; byly do dyspozycji
wspaniale prace Leibniza, Bernoullich, Eulera; sam Lagrange wykladal juz rachunek
rózniczkowy i calkowy od 29 lat. I tu nagle taki konkurs. Dlaczego? Aby to wyjasnic,
przyjrzyjmy sie stosowanym do tego czasu metodom np. rózniczkowania.

Izaak Newton postepowal tak. Rózniczkowaniu u niego podlegaly
tylko równania. Aby zrózniczkowac równanie, nalezalo wystepujace
w nich zmienne, np. z i y, zastapic przez (odpowiednio) z+ oz
i y + oy. Po tym zastapieniu nalezy nowo otrzymane równanie
uproscic stosujac przy tym dwie reguly:
10 jesli wszystkie wyrazy zawieraja o, to nalezy równanie podzielic

stronami przez o,
20 jesli niektóre wyrazy nie zawieraja o, to wyrazy zawierajace o

nalezy pominac.

Obejrzyjmy to na przykladzie (autentycznym, z pracy Newtona):
rózniczkujemy równanie

(*) Z3 _ az2 + azy - y3 = O •

Po wskazanym podstawieniu mamy

Z3 + 3Z2ZO + 3ZZ202 + Z303 - az2 - 2azzo - az202 + azy +
+ ayzo + azyo + azy02 - y3 - 3y2yo - 3yy202 - y303 = O,

co, wobec (*), jest równowazne równaniu

3Z2ZO + 3ZZ202 + Z303 - 2azzo - az202 +
+ ayzo + azyo + azy02 - 3y2 yo - 3yy202 - y303 = O.

Mozna wiec zastosowac 10, co daje

3Z2Z + 3zz20 + Z302 - 2azz - az20 + ayz +
+ azy + azyo - 3y~y - 3yy2 o - y302 = O.

i, po zastosowaniu 20,

3Z2z - 2azz + ayz + azy- 3y2y = O.

Taki jest ostateczny wynik.

Przytoczylem konkretny przyklad, bo nic z tego, co stosujemy dzisiaj,
jego metod nie przypomina. Wynik jest taki, jaki uzyskalibysmy
i dzis przy zalozeniu, ze z iy sa funkcjami rózniczkowalnymi jakiegos
(nieujawnionego) parametru i przy rózniczkowaniu wzgledem niego.

Rózniczkowanie Newtona budzilo opory juz u wspólczesnych i tylko
nieliczni jego uczniowie (np. Maclaurin) usilowali kontynuowac te
linie. Wyniki jednak, uzyskane za pomoca tego rózniczkowania,
byly wspaniale, wiec nikt nie próbowal tych metod odrzucic,
ale intensywnie szukano jakiegos, dajacego sie matematycznie
obronic, sposobu na uzyskiwanie otrzymanych przez Newtona
rezultatów. Sam Newton zreszta tez mial powazne watpliwosci co
do matematycznej zasadnosci swoich metod i jego prace na ten temat
opublikowali dopiero jego uczniowie w10 lat po jego smierci.

Formalizm, którego uzywamy dzis, jest autorstwa, nieco mlodszego
od Newtona, Gottfrleda Wllhelma Lelbnlza. Ten juz róznkzkuje
funkcje i robi to formalnie tak, jak dzis czynia to bezmyslni uczniowie
szkól srednich. Za tym formalizmem kryje sie bardzo mocne zalozenie
filozoficzne: kazda liczba rzeczywista jest wyposazona w otoczenie
(na osi liczbowej) zwane monada, nie zawierajace zadnej innej liczby
rzeczywistej (Leibniz oznaczal je (z - dZj z+ dz)). I znów byl to
chwyt dla ortodoksyjnych matematyków nie do strawienia (gwoli
sprawiedliwosci trzeba dodac, ze idea monad wrócila do matematyki
za sprawa Kleina gdzies okolo roku1900, a zadomowila sie w niej
na dobre za sprawa Abrahama Robinsona czterdziesci lat temu jako
analiza niestandardowa).

Reguly rachunku na monadach bardzo w istocie przypominaly chwyty
Newtona. Leibniz wypisuje zreszta zasady "szczególnego dla nich
rodzaju rachunku". Np.

a + ndz = a, dz ± (dzr+1 = dz, ay'd;+bdz = ay'd;, itp.
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Potrzebujacy wiele analizy w swoich pracach, szescdziesiat lat
mlodszy Leonhard Euler, uzywa innej metody. Oczywiste
spostrzezenie, zea . O = O, kaze mu napisac

O

O::;=a

i (poniewaz a jest dowolne) zastanawiac sie nad tym, jak z zera
wylaczac czynniki. Konkretnie, proponuje z licznika i mianownika
ulamka ~ wylaczac dotad ,Jednakowe zera" (i skracac je), az badz
licznik, badz mianownik przestanie byc zerem. Ma to oczywiste
zastosowanie dla tzw. ilorazu róznicowego. Np.

z~ - z~ I = (z - zo)(z + zol I = z + Zo I = 2zo ,z - Zo Zo (z - zo) . 1 zo l zo

skad wniosek, ze (z~)'= 2z.

I znów kazdy nauczyciel licealny przyzna, ze ma w swojej klasie wielu
Eulerów. Ale matematycy (przy calym szacunku dla rezultatów
Eulera) nie mogli jednak przystac na teorie "róznych zer".

Mlodszy z kolei o trzydziesci lat od EuleraLagrange proponowal
inny sposób. Rozwijal on przez umiejetne, wrecz artystyczne,
szacowanie funkcje na szereg potegowy'. I jesli znalazl wspólczynniki
ai szeregu

00

I(z) = L akzk ,
k=O

to pisal, ze

(V) l(k)(O) = k! ak,

zgodnie z udowodnionym (na gruncie jeszcze techniki newtonowskiej)
w 1742 roku przez Colina Maclaurina wzorem

00 (k)()

I(z) = L 1 k! O zk.
k=o

Wzór (V) pozwala (choc to znów artystyczna rob6tka) znajdowac
pochodne wszelkich rozwijalnych w szereg potegowy funkcji. Tu juz
nic nie mozna zarzucic, ale wykonanie rozkladu ,na szereg jest rzecza
niezwykle trudna (por.Delta 4/1989, artykul Bez pochodnych).

Konkurs trwal dwa lata. Jury (pod przewodnictwem Lagrange'a) przyznalo pierwsza
nagrode pracy, w której usilowano sprecyzowac idee granicy. Pomysl granicy zostal
opublikowany w Encyklopedii francuskiej przez (zmarlego na rok przed ogloszeniem
konkursu) Jeana le Rond d'Alemberta - byla to jednak tylko ledwie zarysowana idea.

Autorem nagrodzonej pracy byl Szwajcar, Simon l'Huilier. Dlaczego wiec napisalem, ze
zwyciestwo bylo polskie? Otóz l'Huilier pracowal w Polsce - byl bibliotekarzem króla
Stanislawa Augusta Poniatowskiego. Jego wyksztalcenie matematyczne bylo zreszta
doceniane przez Polakóy, - to jemu wlasnie (dziesiec lat przed konkursem) Komisja
Edukacji Narodowej powierzyla' napisanie szkolnych podreczników matematyki,
z którego to zadania wywiazal sie znakomicie.

Co zas sie tyczy nagrodzonej pracy, to nie odegrala ona praktycznie zadnej roli
w uscislaniu analizy. Sam przewodniczacy jury w wydanej w 1797 rokuThlorie
des lonctioRB analytiquesuzywa nadal swojej techniki rozwijania w szereg. Na
uscislenie podstaw analizy trzeba bylo poczekac az na Carla Weierstrassa, który
w latach szescdziesiatych XIX wieku zrealizowal idee Augustina Louisa Cauchy'ego
sprowadzenia podstawowych problemów analizy do arytmetyki liczb rzeczywistych,
a konkretnie do rozwiazywania nierównosci z wartoscia bezwzgledna.

Marek KORD OS
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