
Równanie kwadratowe ax2 + bx + c = O o wspólczynnikach rzeczywistych spelniajqcych

warunek l:!l = b2 - 4ac < O nie ma pierwiastków rzeczywistych.

Do braków w zaopatrzeniu zdazylismy sie przyzwyczaic, ale gdy w upalny dzien
czlowiek spragniony znajdzie wreszcie sklep z szyldemNapoje, a w srodku dowie sie,
ze nic do picia nie ma, to irytacja tego nieszczesnika jest ogromna. Jak to, nie ma?

Niektóre równania algebraiczne nie maja pierwiastków rzeczywistych, inne maja ich
mniej, niz mozna by sie spodziewac. Ten brak byl dla niektórych matematyków równie

irytujacy, Jak braki w zaopatrzeniu w napoje chlodzace. Czlowiekowi spragnionemu
niewiele pomoze wyjasnienie, ze "nie dowiezli"; matematykom tez nie wystarczalo
twierdzenie:

Radykalnym srodkiem na braki pierwiastków równan algebraicznych okazalo sie
zasadnicze twierdzenie algebry:

Kazdy wielomian stopnia wiekszego od zera ma pierwiastek w zbiorze liczb zespolonych.

Zaraz, zaraz, a w szkole uczyli, ze trójmian kwadratowy o ujemnym wyrózniku nie ma
pierwiastków. Racja, ale taki trójmian nie ma pierwiastków rzeczywistych, a zasadnicze
twierdzenie algebry mówi o pierwiastkach zespolonych. Wezmy na przyklad trójmian
w(x) = x2 + 2x + 5, obliczmy wyróznik l:!l = 22 - 4·5 = 4 - 20 = -16 < O. Nie ma
wiec pierwiastków rzeczywistych. Ale w zbiorze liczb zespolonych istniejey7;. = 4i,

''''', " ,.~."', " a stosujac znane wzory na pierwiast~i trójmianu kwadratowego otrzymamy....("J""" l••. -2 - 4, ..
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/~1\11 I. Prosze sprawdzic, ze istotnie liczby zespolone Xl iX2 sa pierwiastkami rozwazanego

/::Ii.::/'(~' t/ trójmianu kwadratowego w(x).~ .j·7'd{~ Zasad.nicze twier~zeni.e mó~i o jednym pierwiast~u, ~l~ .st~d juz wynika, ze wielomian, L stopma n ma n plerwlastkow zespolonych. Istotme, Jesh hczba zespblona Zl
jest pierwiastkiem wielomianu w(x), to w(x) = (x - zI). Wl(X), gdzie Wl(X) jest
wielomianem stopnia n - l. Do wielomianu Wl mozna znów zastosowac zasadnicze

twierdzenie algebry: wielomian Wl(X) ma pierwiastek Z2, wiec w(x) =
= (x - Zl)(X - Z2)' W2(X), itd., az otrzymamy rozklad wielomianu w(x) na n czynników
liniowych w(x) = (x - Zl)(X - Z2)'" (x - Zn)' c. Zatem wielomian w(x) ma n
pierwiastków zespolonych Zl,Z2, ••• , Zn (niektóre z tych pierwiastków moga byc
równe). Udowodnilismy twierdzenie:

Zasadnicze
twierdzenie
algebry

Wielomian stopnia n ma n pierwiastków zespolonych.

Ostatnie zdanie podaje pierwsze sformulowanie zasadniczego twierdzenia algebry, które
pojawilo sie w pracach matematyków juz w XVII wieku, m.in. w pracach Kartezjusza.
Próby dowodu zasadniczego twierdzenia algebry podejmowane byly w wieku XVIII.
Pierwszy dowód podal Jean le Rond d'Alembert w 1746 r., niestety, dowód zawieral
pewne niescislosci. Poprawny dowód opublikowal w 1799 r. Carl Friedrich Gauss.
Dowód ten opieral sie w pelni na metodach analitycznych. Kilkanascie lat pózniej
Gauss podal inny, algebraiczny dowód. Nastepne lata przyniosly jeszcze wiele innych
dowodów, wszystkie one jednak sa dosc skomplikowane, co moze utwierdzic nas w
przekonaniu, ze zasadnicze twierdzenie algebry wyraza fakt bardzo gleboki.

Sformulowanie twierdzenia podalismy dosc nonszalancko "kazdy wielomian ... " .
Czy chodzi o wielomiany o wspólczynnikach rzeczywistych, czy zespolonych?

Kartezjuszowi i wspólczesnym mu matematykom chodzilo, oczywiscie, o wielomiany

o wspólczynnikach rzeczywistych. Gauss równiez zajmowal sie, wielomianami
o wspólczynnikach rzeczywistych i udowodnione przez niego twierdzenie brzmialo:

Kazdy wielomian o wspólczynnikach rzeczywistych stopnia wiekszego od1mozna rozlozyc

na czynniki liniowe lub kwadratowe (o ujemnych wyróznikach) majqcych wspólczynniki
rzeczywiste.

Algebraiczny dowód Gaussa zawieral szereg pomyslów, które okazaly sie wkrótce
inspiracja do powstania nowych pojec algebraicznych, m.in. pojecia ciala. Dzieki temu
mozemy obecnie sformulowac zasadnicze twierdzenie algebry, jak nastepuje:

Kazdy wielomian stopnia dodatniego o wspólczynnikach zespolonych ma pierwiastek
w ciele liczb zespolonych.

t11ciej BRYNSKI
W szystkie wymienione poprzednio sformulowania sa szczególnymi przypadkami tego
ostatniego.

5


