Zasadnicze
twierdzenie
algebry

M scie BRYNSKI

Do brakéw w zaopatrzeniu zdazylismy sie prayzwyczaié, ale gdy w upalny dzien
czlowiek spragniony znajdzie wreszcie sklep z szyldem Napoje, a w drodku dowie sie,
ze nic do picia nie ma, to irytacja tego nieszczednika jest ogromna. Jak to, nie ma?

Niektére réwnania algebraiczne nie maja pierwiastkéw rzeczywistych, inne maja ich
mniej, niz mozna by sie spodziewaé. Ten brak byt dla niektérych matematykéw réwnie
irytujacy, jak braki w zaopatrzeniu w napoje chlodzace. Czlowiekowi spragnionemu
niewiele pomoze wyjaénienie, ze ,,nie dowiezli”; matematykom tez nie wystarczalo
twierdzenie:

Réwnanie kwadratowe az® + bz + ¢ = 0 o wspdlczynnikach rzeczywistych speiniajgcych
warunek A = b? — dac < 0 nie ma pierwiastkéw rzeczywistych.

Radykalnym érodkiem na braki pierwiastkéw réwnai algebraicznych okazalo sie
zasadnicze twierdzenie algebry:

Kazdy wielomian stopnia wigkszego od zera ma pierwiastek w zbiorze liczb zespolonych.

Zaraz, zaraz, a w szkole uczyli, Ze tréjmian kwadratowy o ujemnym wyrdzniku nie ma
pierwiastkéw. Racja, ale taki tréjmian nie ma pierwiastkéw rzeczywistych, a zasadnicze
twierdzenie algebry méwi o pierwiastkach zespolonych. Weémy na prazyklad tréjmian
w(z) = z? + 2z + 5, oblicamy wyréinik A =22 — 4.5 =4 — 20 = —16 < 0. Nie ma
wiec pierwiastkéw rzeczywistych. Ale w zbiorze liczb zespolonych istnieje VA = 41,
a stosujac znane wzory na pierwiastki tréjmianu kwadratowego otrzymamy

—-2—41

2

Proeze sprawdzié, ze istotnie liczby zespolone 2, i z; 83 pierwiastkami rozwazanego
tréjmianu kwadratowego w(z). )

zy = =-1—-2t, za=-1+421,

Zasadnicze twierdzenie méwi o jednym pierwiastku, ale stad juz wynika, Ze wielomian
stopnia n ma n pierwiastkéw zespolonych. Istotnie, jeéli liczba zespolona 2z,

jest pierwiastkiem wielomianu w(z), to w(z) = (z — 21) - wy (2z), gdzie w,(z) jest
wielomianem stopnia n — 1. Do wielomianu w; moZna znéw zastosowad zasadnicze
twierdzenie algebry: wielomian w;(z) ma pierwiastek zz, wige w(z) =

= (2 — 21)(z — 23) - wa(z), itd., ai otrzaymamy rozklad wielomianu w(z) na n caynnikéw
liniowych w(z) = (z — 21)(z — 22) ... (z — 2) - c. Zatem wielomian w(z) ma n
pierwiastkéw zespolonych zy,23,...,2, (niektére z tych pierwiastkéw moga byé

réwne). Udowodniliémy twierdzenie:

Wielomian stopnia n ma n pierwiastkéw zespolonych.

Ostatnie zdanie podaje pierwsze sformulowanie zasadniczego twierdzenia algebry, ktére
pojawilo si¢ w pracach matematykéw jui w XVII wieku, m.in. w pracach Kartezjusza.
Préby dowodu zasadniczego twierdzenia algebry podejmowane byly w wieku X VIII.
Pierwszy dowéd podal Jean le Rond d’Alembert w 1746 r., niestety, dowéd zawieral
pewne niedcistoéci. Poprawny dowéd opublikowat w 1799 r. Carl Friedrich Gauss.
Dowéd ten opieral si¢ w peini na metodach analitycznych. Kilkanadcie lat pééniej
Gauss podal inny, algebraiczny dowéd. Nastepne lata przyniosly jeszcze wiele innych
dowoddw, wezystkie one jednak sa dodé skomplikowane, co moge utwierdzi¢ nas w
przekonaniu, Ze zasadnicze twierdzenie algebry wyraza fakt bardzo gleboki.

Sformulowanie twierdzenia podaliémy doéé nonszalancko ,kaidy wielomian ...”.
Czy chodzi o wielomiany o wspélczynnikach rzeczywistych, czy zespolonych?
Kartezjuszowi i wepélczesnym mu matematykom chodzilo, oczywidcie, o wielomiany
o wspdlczynnikach rzeczywistych. Gauss réwnie? zajmowal sie wielomianami

o wepdlezynnikach rzeczywistych i udowodnione przez niego twierdzenie brzmialo:

Kazdy wielomian o wspélczynnikach rzeczywistych stopnia wigkszego od 1 mozna roztosyé
na czynniki liniowe lub kwadratowe (o ujemnych wyrdéinikach) majacych wspdlczynniki
rzeczywiste.

% Algebraiczny dowéd Gaussa zawieral szereg pomysléw, ktére okazaly sie wkrétce

inepiracja do powstania nowych pojeé algebraicznych, m.in. pojecia ciala. Dzieki temu
mozemy obecnie sformulowal zasadnicze twierdzenie algebry, jak nastepuje:

Kazdy wielomian stopnia dodatniego o wspélczynnikach zespolonych ma pierwiastek
w ciele liczb zespolonych.

Wazystkie wymienione poprzednio sformulowania s szczegélnymi przypadkami tego
ostatniego.
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