Twierdzenie Fermata
o rozkladzie liczby pierwszej na sume kwadratow

Klasyczne juz dzi§ twierdzenie Fermata méwi, ze kazda
liczba pierwsza p postaci 4n + 1 jest suma dwéch

Ale wtedy y = z, cayli p = 2% + 4yz = 2% + 4y = 2% + (2y)?,
co koticzy dowéd twierdzenia. Pominiete szczegbly dowodu

kwadratéw: p = a? + b%. Znamy wiele dowodéw pozostawie Czytelnikowi jako bardzo latwe éwiczenie.
tego twierdzenia. Chyba najkrétszy zostal niedawno

opublikowany przez D. Zagiera w American Mathematical
Monthly. Zapoznajmy sig¢ z tym dowodem.

Przeprowadzony wyiej dowéd twierdzenia Fermata jest
bardzo prosty, ale ma jedna zasadnicza wade. Nie pokazuje
on, w jaki sposéb mozna znalezé takie liczby a i b, e

Rozwaimy skorficzony zbiér S zdefiniowany nastepujaco: p = a? + b%. Jest on calkowicie niekonstruktywny. Znamy
8= {(z, y,z) E N®: 2% + 4yz = p} . wiele dowodéw tego twierdzenia dajacych réine metody

oraz funkcje f : § — § okreélona wzorem:
(z+22,z,y—z—2), jefliz<y-—z,
f(z!ylz)= (2y—=)ylz_y+z)! je‘liy_z‘(z.‘( 29':

otrzymywania liczb a i b. Uzyskiwane w ten sposéb
algorytmy maja réine wilasnodci, jedne dzialaja szybciej,
inne wolniej.

(z—2y,2-y+2zy), jebliz>2y. Bardzo tadne wzory podal Gauss. Jesli p = 4n + 1 oraz
Funkcja f jest inwolucja, tzn. dla dowolnej tréjki liczb przez (z) oznaczymy taka ,reszte” z dzielenia z przez p, ie
(z,y,2) € S zachodzi réwnoéé f(f(z,y,2)) = (z,y,2). [(z)| < &, (tzn. z = ¢ - p + (z) oraz [(z}| < &), to:
Zauwaiamy nastepnie, e tréjka (1, 1,n) jest punktem . — (l . (3")> b=((2n)!a).
stalym funkeji f: f(1,1,n) = (1,1,n). Jest to przy ' 2 \n i
tym jedyny punkt staly tej funkeji. Inny punkt staly Te wzory, niestety, tei 83 zupelnie nieprzydatne
dawalby bowiem rozklad liczby p na iloczyn dwéch liczb w praktyce. Do obliczenia liczby (2n)! trzeba wykonaé
catkowitych, Wynika stad, e zbiér S ma nieparzysta, 2n mnozen. Jeéli liczba n ma kilkadziesiat cyfr, to takie

liczbe elementdw.

Weimy teraz nowa funkcje g : § — S dana wzorem

obliczenia trwalyby co najmniej miliardy lat. Przy
wyznaczaniu liczb a i b, zgodnie z algorytmem danym
przez wzory Gaussa, musimy wykonaé liczbe dzialan

9(z,9,2) = (2,2,y) . proporcjonalna, do liczby p. Dla duzych liczb p jest to

Ta funkcja jest réwniez inwolucja: g(g(z,9,2)) = (2,9, 2). niewykonalne. Jestedmy wiec zainteresowani znalezieniem

Zbiér S ma nieparzysta liczbe elementéw, a wiec funkcja g

algorytmu szybkiego i prostego. Sa takie algorytmy. Jeden

musi mieé co najmniej jeden punkt staly: g(z,y,2) = (z,y, 2). % nich przedstawiamy w tym numerze Delty (str. 10).
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M 583. Czy szachownice o wymiarach 4 X n mozna obejéé ruchem konika szachowego
tak, by na kaidym polu staé dokladnie raz i w ostatnim posunieciu wrécié na pole
startu?

Rozwiazanie na str. 1.

M 584. Czy w prostokat o stosunku dlugodci bokéw 9 : 16 mozna wpisaé prostokat
o stosunku dlugoédci bokéw 4 : 7, tak by na kaidym boku pierwszego prostokata lezal
wierzcholek drugiego?

Rozwiazanie na str. 1. -

M 585. Udowodnié, Ze nie istnieje wielomian dodatniego stopnia o wapélczynnikach
calkowitych, ktérego wartodci we wezystkich punktach calkowitych 83 liczbami
pierwszymi.

Rozwiazanie na str. 1.

Redaguje dr Krzysztof CHARCHULA

F 296. Rakieta wyposaiona w impulsowy silnik odrzutowy, pozwalajacy zmieniaé
predkoéé w ciagu bardzo krétkiego czasu, kraiy wokdl Ziemi po orbicie kolowej. -
Jak uzyé tego silnika, aby przemieédcié rakiete na orbite réwniez kolowa, ale o nieco
wigkszym promieniu?

Rozwiazanie na str. 16.

F 297. Do szklanki o drednicy d i wysokodci h nalano wody. Przy jakim poziomie
wody érodek masy ukladu: szklanka + woda przyjmie najnizsze polozenie? Przyjaé, ie
dcianki i dno szklanki sa jednorodne i maja gestodé powierzchniows u, woda zaéd gestodé
objetodciows p.
Rozwiazanie na str. 3.
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